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Aufgabe 1. (Biorthogonalisierungsverfahren)

In der Vorlesung wurden Verfahren vorgestellt, die auf Basis einer orthogonalisierung
von Krylov-Vektoren eine Approximation an die Losung berechnen. Sei A € K™*™ eine
nicht hermitesche Matrix. Der folgende von Lanczos vorgestellte Algorithmus berechner
ein Paar biorthogonaler Basen fiir die beiden Krylov-Réume KCx(A,v1) und Kp (A, w)
mit gegebenen vy, w; € K™\ {0}.

Algorithmus 1 (Lanczos-Biorthogonalisierung).
Input: vy, w; € K™ mit (v1,w;) = 1.
Output: biorthogonales System {v;,w;}, j=1,...,k+ 1.

61:51:0undv0:w0:0.
forj=1,...,k
a;j = (Avj, wj);
Uj1 = Avj — ajuj — Bjvj-1;
’LZJ]‘+1 = Aij — Qjw; — ijj'fl;
Bivt = (041, 0541) "
if Bj41 = 0 then STOP;
Vi1 = Ojt1/Bj41;
Wjt1 = Wit1/Bj+1;

Die Lanczos-Biorthogonalisierung ist offenbar eine Verallgemeinerung des Lanczos-Ver-
fahrens fiir hermiteschen Matrizen. Falls kein vorzeitiger Abbruch erfolgt, werden Matri-

zen Vi1 = [v1,. .., V41, Wiy1 = [wi, ..., wgs+1] und eine symmetrische Tridiagonalma-
trix
ar B
T, — P2 s
Bk
Br o

mit «; € C und §; € R erzeugt.
Beweise:
Das obige Verfahren breche nicht vorzeitig ab. Dann gilt VkH Wi =1 und

AV = ViTy, + Brrrvesier, APWy = WiTH + Beyrwppael, T = WH AV,

sowie span{vy, ..., v} = Ki(A,v1) und spanf{ws, ..., wi} = Kp(A7 wy)
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Aufgabe 2. (BiCG)

Ziel des BiCG-Verfahrens ist die Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b mit regu-
larer nicht-hermitescher Matrix A € K™*™. Zuséatzlich zum im CG-Verfahren geforderten
e L K(A, o) wird gefordert, dass rj, L K(AH 7).

a) Die Lanczos-Biorthogonalisierung aus Aufgabe 1 mit Startvektor vi = 7o/ ||7o]|y
breche nicht vorzeitig ab. Zeige: Ist T}, regulér, so erfiillt z, := xo + ||70||5 VkTIZIel
die Bedingungen z € zo + Ki(A, 7o) und ry = b — Az L K(A7 wy).

Denkt man sich das duale Gleichungssystem Afz* = b* gegeben und ist x( eine Nahe-
rungslosung und rf := b* — Al £ 0, wy =15/ ||rg |y, so erfiillt

i = ah + ||y lly Wi T e
die Bedingungen
xh € xh + Kp(AT rg), =0 — Al 1 Kp(A, ).

Wir nehmen an, T}, besitze eine LR-Zerlegung T}, = LjRj; mit den Nebendiagonalele-
menten A\;, i = 2,...,k, von L;. Dann ist

xg = xo+ Prz, ) = x5+ PlzL,

wobei Py = [po,...,pr-1] = Vlezl, P = [p§,...,05_q) = WkL,;H sowie zj =
I70ll5 lelelj 2y = H?“SHQR,:Hel. Wegen

(PTAP, = L'WHAVLR, ' = L'y R, =1
sind die Spalten von P, und P} bi-A-konjugiert. Nach Aufgabe 1 erhalten wir wegen
T =b— Az =10 — ||rolly AVAT, 'e1 = Gevgs1, G € C,

dass 7y ein Vielfaches von vj41 und entsprechend 77 ein Vielfaches von wy4q ist. Die
Residuen sind insbesondere biorthogonal.
Dabei kann zj rekursiv bestimmt werden:

b) Folgere fiir k > 0, ag = [[rollz und op = —Apy10k-1, dass 21 = [;k] '
k

Folglich ist
Tpy1 = 2o + Pry12kg1 = 2o + Przr + agpr = Tp + abr,  Thyy = T, + Qgpj.
Daraus folgt fiir die Residuen
Pep1 =Tk — arApr,  Thyy =1 — AR AT p}

Durch Vergleich der letzten Spalten von Pyiq1Ri11 = Va1 erhélt man vg 1 = pppr_1 +
vppr mit geeigneten ug, vy € K. Weil r; ein Vielfaches von vy ist, ergibt sich bis auf
Skalierung

Pkl = Tkl + BePrs  Pra1 = Tha1 + BrPk

mit geeignetem [Bi. Aus den Orthogonalitdtsbedingungen erhélt man ferner

(Tk’ T]t) (rk+17 r}t_l'_l)
=—"— und f[p=-——7-—-"
* (Appp) T )
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¢) Gib den Algorithmus des BiCG-Verfahrens, dass in dieser Aufgabe entwickelt wur-
de, in Pseudocode an.

Aufgabe 3. (Vorkonditionierung)

a) Es seien {A,}nen, {Bn}nen Folgen regulirer Matrizen A,, B, € C"*" n € N,
sodass fiir jedes n die Abschéitzung |1, — A, By, <6 < 1 gilt.

Zeige, dass dann ein ¢ > 0 mit condy (A, B),) < ¢ existiert!

b) Die Umkehrung der Aussage in (a) gilt nicht:

Gib Folgen { A, }nen, {Bn}nen mit conds (A, By,) < ¢ an, sodass fiir alle n € N die
Ungleichung ||I, — A, Byl|, > 1 erfiillt ist!

Abgabe der Programmieraufgabe am 16. oder 17. Dezember im CIP-Pool

Programmieraufgabe. (PCG mit Incomplete Cholesky)

In Aufgabe 3 von Ubungsblatt 1 wurde die Cholesky-Zerlegung eingefiihrt. Es handelt
dich dabei um eine modifizierte LU-Zerlegung fiir hermitesche Matrizen. Auch die un-
vollstdndige LU-Zerlegung ldsst sich fiir solche Matrizen zur unvollstiandigen Cholesky-
Zerlegung (Incomplete Cholesky, IC) variieren.

Schreibe ein Programm, dass das Gleichungssystem Az = b bei gegebenem N mittels
PCG I6st. Als Vorkonditionierer soll dabei IC verwendet werden.

Teste anhand des Gleichungssystems aus der Programmieraufgabe von Blatt 5 mit N =
100.




