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Aufgabe 1. (Orthogonale Iteration — Konvergenzbeweis)

Eine Verallgemeinerung der Vektoriteration stellt das sog. Verfahren der orthogonalen
Iteration dar. Ein moglicher Algorithmus lautet:

Gegeben sei eine Startmatrix Xo € C™P mit X X, = 1.
For k=1,2,... {

Yy == AXj1;

berechne eine QR-Zerlegung X Ry = Yi;
}

Damit ist Y € C"*P X € C"*P sowie Ry € CP*P, und es gilt X,ka =1 € CP*P d.h.,
die (reduzierte) QR-Zerlegung ersetzt den Normierungsschritt.

Es sei Ay, := Ran X}, der von den Spalten von X}, aufgespannten Unterraum. Im folgenden
Satz wird gezeigt, dass unter verniinftigen Voraussetzungen die Folge {Xk}nen gegen
den A-invarianten Unterraum V, := RanV, mit V, = (v1,...,vp), aufgespannt von
Eigenvektoren zu den p betragsgrofiten Eigenwerten, konvergiert.

Zeige im Beweis des folgenden Satzes die Teilaussagen (a) - (e).

Satz. Es sei A € C"*" eine diagonalisierbare Matrix mit Eigenwerten
Al 22 gl > ] 20 2 [l > 0.

Fiir die Startmatrix gelte XT X, = I sowie Xy Nspan{vpi1,...,v,} = {0}. Dann
existiert eine Konstante ¢ > 0, sodass mit ¢ := | A\p11/Ap|

d(X, V) < c- ¢F
fiir alle hinreichend grofsen k.
< cqt.

Beweis. Gezeigt wird auf direktem Weg die Abschétzung HPXk - Py, H2

a) Zunichst einmal gilt X, = A¥ - Xy. (Beweis durch vollstédndige Induktion)

Es seien z1,...,x, € C" die Spalten von Xg. Da die Eigenvektoren v1,...,v, eine
Basis des C™ bilden, besitzt jede Spalte eine Darstellung der Form

p n
T; = E cijvj +ti, tp= g dijv; € span{vpy1,...,vn}, t=1,...,p,
J=1 i=p+1

d.h., es ist Xg = V,CT + T, mit C = (c;;) € CP*P und T), := (t1, ..., tp).
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b) Die Koeffizientenmatrix C' ist regulér.
Wegen X := XoC T = Vp + Tp kann jede Spalte von X 0.B.d. A. in der Form
i =v; +t;, t; €span{vpti,...,Un},
dargestellt werden (d.h., im folgenden wird das C7 einfach weggelassen).
c¢) Durch {wgk), .. ,w,gk)}, wgk) = + )\Z-_kAkti, ist eine Basis von X} gegeben.

d) Damit gilt ||w§k) — villy < é¢* mit einer von k unabhingigen Konstante é.
e) Fir die entsprechenden Matrizen ngk) = (wgk), e ,wl(,k)) und V}, gilt dann

IWSE = Voll, < éq"v/p.
(Hinweis: Definition der Matrixnorm; Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
Die Behauptung schliefslich folgt aus
-1 -1 _
WS (W WD) (W — v, (VTV,) Vs < ellWg = Vil

flir hinreichend grofies k. O

Aufgabe 2. (QR-Verfahren bei symmetrischen Tridiagonalmatrizen)

In dieser Aufgabe werden symmetrische Tridiagonalmatrizen der Form

0 0
A= g4l B B c RXn
B B Tn—1
0 Yn—1 0

untersucht.

a) Berechne zunéchst fiir den Spezialfall n = 2 und ; = 1 jeweils einen Schritt der
Vektoriteration sowie der einfachen QR-Iteration mit dem Startvektor (1,0)7.
Schlieffe auf das Konvergenzverhalten. Wieso ergibt sich kein Widerspruch zu den
einschldgigen Satzen der Vorlesung?

b) Zeige, dass fiir allgemeine n € N mit jedem Eigenwert A der Matrix A auch —\ ein
Eigenwert von A ist.

Hinweis: Zeige, dass das charakteristische Polynom von A fiir gerade n eine gerade
und fiir ungerade n eine ungerade Funktion ist.

c) Zeige unter Verwendung von Givens-Rotationen, dass die einfache QR-Iteration die
Diagonale der Matrix A nicht verdndert.

Warum widerspricht auch diese Tatsache nicht der Vorlesung?

Aufgabe 3. (QR-Verfahren — Konvergenzbeschleunigung durch Shift)

Gegeben sei mit einem reellen Parameter ¢ die Matrix

()

Fiihre per Hand einen Schritt des QR-Verfahrens

_9_
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a) ohne Shift bzw.

b) mit Einfachshift um p =1

aus. Welche Konvergenzordnung ergibt sich im Fall (b)?

Aufgabe 4. (Implizite Shifts)

Zeige die folgende Aussage, mit deren Hilfe sich die implizite Shift-Technik beim QR-
Verfahren begriinden lasst:

Satz. Stimmen die unitéren Matrizen Q und @ in ihrer ersten Spalte {iberein und
ist sowohl QA Q als auch QA Q von (irreduzibler) oberer Hessenberg-Gestalt,
dann stimmen beide Produkte bis auf eine diagonale Ahnlichkeitstransformation
iiberein. Dabei gilt fiir die Transformationsmatrix D die Gleichung |D| = I.

Hinweise: Konkret zu zeigen ist das folgende: Es sei
H = (hij) == Q"AQ, = (hyj) == Q"AQ.

Zeige, dass HD = DH fiir ein unitiires D gilt und dass diese Matrix D sogar diagonal
sein muss; betrachte die Spalten 1 bis n — 1 von HD.

Ist Qe; = Qel und ist h;;—1 # 0 fiir alle 1 < ¢ < n (Irreduzibilitdt), dann gilt dariiber
hinaus auch Qei = 9,‘@62' und ‘hm‘_1| = Vlm_ﬂ, wobei ‘91’ =1.




