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Aufgabe 1. (Startvektor beim Lanczos-Verfahren)

Gegeben sei eine symmetrische Matrix A € R™*™ mit einem einfachen Eigenwert A\; und
zugehorigem Eigenvektor v.

Zeige, dass die tridiagonale Matrix T, € R¥*F aus der Lanczos-Zerlegung nach Abbruch
mit Brr1 = 0 keinen Eigenwert gleich A\; hat, wenn der Startvektor xg senkrecht auf vy
steht!

Hinweis: Verwende Aufgabe 1b) von Ubungsblatt 4 und beachte, dass A unitéir diagona-
lisierbar ist!

Aufgabe 2. (Parameterwahl im Jacobi-Verfahren)

Zeige das folgende Lemma aus der Vorlesung.

Lemma 3.56. Es sei A € R™*™ symmetrisch. Dann gilt

2
|4 = T AT} = Sake+40 - c)é%} (a2, + a2).

Dabei bezeichne Ji, € R™*™ die in die Identitdt eingebettete Jacobi-Rotationsmatrix
und c den entsprechenden Diagonaleintrag.

Bemerkung: Der Diagonaleintrag ¢ = (1 +¢2)~'/2 hingt vom Parameter ¢ ab, fiir dessen
Wahl es nach (3.20) zwei Moglichkeiten gibt. Mit der im Lemma bewiesenen Identitét
konnen effizient beide Moglichkeiten getestet und diejenige gewahlt werden, fiir die sich

eine kleinere Norm ergibt.

Aufgabe 3. (Konvergenz des Extrapolationsverfahrens)

Vorbereitend auf Aufgabe 4 ist das Ziel dieser Aufgabe, den folgenden Satz zu beweisen.

Satz. Sei T : (0, hg] — R eine Abbildung und hy > hy > ... > h, > 0. Angenommen, es
exisitieren ¢ € N, a1,...,a, € R und ¢ > 0 mit

T(h)=T*+>_ aih® + ant1(h),
=1
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so dass |ant1(h)| < ch?tD)  Eg sei T}, der Wert an der Stelle 0 des Interpolations-
polynoms durch die Punkte (hd,T(ho)), (h{,T(h1)),..., (hd, T(hy)). Gilt hgi1 < phg,
k=0,...,n—1, fiir ein p < 1, dann gilt

T, —T*| < ¢hd-h{-...-h,
wobei ¢ nur von ¢, q und p abhéngt.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall, dass hx+1 = phg, £k =0,...,n — 1. Setze 2z, = hz.

Das Interpolationspolynom fiir (z9,7'(ho)),- - -, (2n, T'(hy)) hat die Form

ZT hk Lk , Lk(z) = H S . (1)
k=0

im0 *k T %
ik

Zeige folgende Hilfsaussagen:

a) Seipell,, px) =31, cxz® mit positiven Nullstellen z1, ..., z,. Dann sind die ¢
alternierend, d.h. cxep+1 < 0,0 < k < n.

b) Es gilt
n
1, +=0,
> ali(0) = {0 Lo
— , 1<i<n
c) Es gilt
n
ZZZH|L1¢ < ] 2
k=0
it & = [T, 1225

d) Zeige mit diesen Hilfsaussagen, dass

T, =T+ ai+ Y Li(0)aps1(hy)
=1 k=1

und [T, — T*| < e[ [p_g 2k gilt.

Aufgabe 4. (Romberg-Verfahren)

Die Idee des Romberg-Verfahrens ist, die zusammengesetzte Trapezregel Q?ap “ fiir ver-
schiedene Gitterweiten hg > hy > --+ > h,, > 0 anzuwenden und anschliefend den Wert

an der Stelle h = 0 zu extrapolieren, indem das Interpolationspolynom durch die Punkte
(R, QTrapeZ) (Rd, QTrapeZ), , (hi, Trapez) an der Stelle 0 ausgewertet wird.

Es sei f € C?t)[a,b], n €N, h := 2 meNundz;=a+j-h, j=0,.
Es seien die Bernoulli-Polynome gegeben durch By(t) := 1 und

By (t) == kBy_1(t) /Bk k> 1.

a) Zeige:
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i) Br(0) = Bg(1), k > 2,
i) By(t) = (=1)*Bp(1—1), k >0,
iii) Bog11(0) = Bary1(3) = Boxra(1) =0, k > 1.
b) Es sei ¢ € C?"[0,1]. Zeige, dass gilt

1 1 "1 B B
/0 @(t)dtZ2(@(0)+¢(1))—;(2WB%(¢(2’“ V(1) — o@1(0))

b (2n)
+ [ B0 0.

Mit @;(t) == hf(z; +th) gilt ¢;(1) = ©;+1(0) = hf (1),
' . (k) k1 p(k
[ o= [ p@de wd o) =00 s an),
0 T
(2k—1) 4\ (2k—1)
woraus ¢; (1) = ¢;7; 7(0) folgt.
c) Zeige, dass gilt

/abf(ﬂ:

m—1

h — h** (2k—1) (2k—1)
5 (flz5) + flzj41)) Z ,B2k FEED @) — f (a))
j=0 k= 1

n — 1 n
+ Rt Z/O WBQn(t)f(Q (x4 th) dt.
j=0

d) Zeige, dass

m—1 .1
1 b—
hE/Bnt()x+thdt< Bo, (2n)
| = 0 (Qn)' 2 ()f (] ) | ( ) H 2 ”oon ,[a,b]

gilt und folgere, dass die Voraussetzungen fiir den Satz in Aufgabe 3 mit ¢ = 2
erfiillt sind.




