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Einleitung

Die Mathematik stellt eine wichtige Grundlage für viele Anwendungsbereiche des täglichen
Lebens dar. Ingenieure, Logistikexperten und Ökonomen profitieren in gleicher Weise von
mathematischen Methoden und Modellen. Jedoch kann nur ein Bruchteil der auftretenden
Probleme analytisch gelöst werden, der Großteil ist mit Papier und Bleistift nicht zu bewält-
igen. Als Beispiel kann nicht einmal die Pendelbewegung eines dünnen Stabes geschlossen
angegeben werden. Ein weiteres Beispiel ergibt sich aus dem Satz von Abel-Ruffini. Da-
nach gibt es keine geschlossene Berechnungsformel für Eigenprobleme der Dimension n ≥ 5.
Um solch einfache Probleme lösen zu können, sind numerische Methoden unerlässlich. Bei
komplexeren Problemstellungen nutzt man zur Umsetzung der entsprechenden numerischen
Verfahren den Computer als Hilfsmittel. Der Hörer dieser Einführungsvorlesung lernt grund-
legende Konzepte, Algorithmen und Methoden der numerischen Mathematik kennen. Er soll
am Ende in der Lage sein, mit Hilfe der erworbenen Kenntnisse selbständig numerische Me-
thoden problemorientiert zu entwickeln, zu analysieren und programmtechnisch umzusetzen.
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1 Lineare Ausgleichsprobleme

Im Folgenden bezeichne Km×n, K ∈ {R,C}, den Raum der m× n-Matrizen

A =

a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn

 , aij ∈ K.

Dabei verwenden wir die komponentenweise Addition und Multiplikation mit Skalaren. Für
n = 1 ergibt sich der Raum der Spaltenvektoren Km.

Beispiel 1.1. Eine Matrix A ∈ Km×n heißt Diagonalmatrix, falls aij = 0 für i 6= j. Die
Matrix I ∈ Kn×n mit

Iij = δij :=

{
1, i = j,

0, sonst,

wird als Identität oder Einheitsmatrix bezeichnet. Die Vektoren ei ∈ Kn mit (ei)j = δij
heißen kanonische Einheitsvektoren.

Zwischen Matrizen kann ein Produkt · : Km×p ×Kp×n → Km×n durch

(A ·B)ij =

p∑
`=1

ai`b`j, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,

für A ∈ Km×p, B ∈ Kp×n definiert werden. Es gilt Assoziativität (A · B) · C = A · (B · C).
Den Multiplikationspunkt · lassen wir auch weg. Ferner bezeichnet

• AT ∈ Kn×m mit den Einträgen (AT )ij = aji die transponierte Matrix,

• AH mit (AH)ij = aji die adjungierte Matrix zu A ∈ Km×n.

Gilt AT = A bzw. AH = A, so heißt A symmetrisch bzw. hermitesch. Ferner gelten die
Rechenregeln

(AB)T = BTAT , (AB)H = BHAH , (A+ λB)T = AT + λBT , (A+ λB)H = AH + λBH

für λ ∈ K sowie (AT )T = A = (AH)H .
In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit linearen Gleichungssystemen

Ax = b, (1.1)

wobei A ∈ Km×n und b ∈ Km. Im Fall m > n bezeichnen wir (1.1) als überbestimmtes
Gleichungssystem, für m < n nennen wir es unterbestimmt. Probleme vom Typ (1.1)
tauchen oft als Endproblem in vielen Anwendungen auf. (1.1) ist offenbar genau dann lösbar,
wenn b ∈ RanA. Sei x0 ∈ Kn eine Lösung, dann ist die Lösungsmenge von (1.1) gegeben
durch

x0 + KerA := {x0 + y, y ∈ KerA}.
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1 Lineare Ausgleichsprobleme

Hier und im Folgenden definieren wir

KerA = {x ∈ Kn : Ax = 0} und RanA = {Ax, x ∈ Kn}.

Insbesondere ist, falls rankA := dimRanA = n, x0 die eindeutige Lösung von (1.1). Quadra-
tische Matrizen A ∈ Kn×n heißen invertierbar, falls B ∈ Kn×n existiert mit AB = BA = I.
Daher wird B = A−1 als Inverse von A bezeichnet. A ist genau dann invertierbar, wenn
rankA = n ist.
Eine äquivalente Charakterisierung der Lösbarkeit von (1.1) ergibt sich aus dem folgendem

Lemma, in dem der Orthogonalraum

X⊥ = {y ∈ Kn : xHy = 0 für alle x ∈ X}

von X ⊂ Kn verwendet wird. Man beachte, dass (X⊥)⊥ = X, falls X ein Unterraum ist.

Lemma 1.2. Sei A ∈ Km×n. Dann gilt (RanA)⊥ = KerAH .

Beweis. Sei x ∈ KerAH , d.h. AHx = 0 und sei z ∈ RanA. Dann existiert y ∈ Kn mit
z = Ay. Dann ist zHx = (Ay)Hx = yH(AHx) = 0 und somit x ∈ (RanA)⊥.
Mit der Umkehrung des Arguments erhält man die verbleibende Inklusion.

Satz 1.3. Das Gleichungssystem (1.1) ist genau dann lösbar, wenn bHy = 0 für alle y ∈ Km

mit AHy = 0.

Beweis. Wir haben bereits bemerkt, dass (1.1) genau dann lösbar ist, wenn b ∈ RanA. Nach
dem letzten Lemma gilt RanA = ((RanA)⊥)⊥ = (KerAH)⊥.

Ist die Lösbarkeit von (1.1) nicht gegeben, so suchen wir im Folgenden Vektoren x ∈ Kn,
so dass (1.1) bestmöglich gelöst wird, d.h. mit minimaler Norm

‖b− Ax‖2 = min
y∈Kn
‖b− Ay‖2. (1.2)

des Residuums r := b− Ax. Der Ausdruck ‖r‖2 ist ein Maß für den Fehler, und ‖r‖2 = 0
impliziert Ax = b.

Beispiel 1.4. Beim sog. “curve fitting” sind m Paare (t1, b1), . . . , (tm, bm) ∈ R2 gegeben.
Gesucht ist ein Polynom p ∈ Πn−1, n ≤ m, für das der Ausdruck

m∑
i=1

(bi − p(ti))2

minimal ist, d.h. wir suchen ein Polynom, welches den z.B. aus einer Messung erhaltenen
Datensatz (ti, bi), i = 1, . . . ,m, möglichst gut interpoliert. In der Darstellung

p(t) =
n∑
j=1

xjt
j−1
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für p ∈ Πn−1 mit dem Koeffizientenvektor x ∈ Rn gilt es also, die euklidische Norm von b1 − p(t1)
...

bm − p(tm)

 =

 b1
...
bm

−
1 t1 · · · tn−1

1
...

...
1 tm · · · tn−1

m


x1

...
xn

 = b− Ax

zu minimieren. Hierbei ist üblicherweise m � n, weil es nicht sinnvoll ist, mit Polynomen
hohen Grades zu arbeiten. Im Fall n = 2 erhält man die sog. Regressionsgerade

Definition 1.5. Bei gegebenem A ∈ Km×n und b ∈ Km wird das Problem (1.2) als lineares
Ausgleichsproblem (engl. least squares problem) bezeichnet. Jede Lösung x ∈ Kn heißt
Ausgleichslösung oder kleinste-Quadrate-Lösung.

Orthogonale Projektionen

Das Bestapproximationsproblem (1.2) steht in engem Zusammenhang mit der orthogonalen
Projektion. Wir erinnern zunächst an die allgemeine Definition von Skalarprodukten.

Definition 1.6. Sei V ein Vektorraum über K. Eine Abbildung (·, ·) : V × V → K heißt
Skalarprodukt, falls

(i) (u, v) = (v, u) für alle u, v ∈ V , (Symmetrie)

(ii) (αu+ βv, w) = α(u,w) + β(v, w) für alle α, β ∈ K, u, v, w ∈ V , (Linearität)

(iii) (v, v) > 0 für alle v ∈ V \ {0}. (Definitheit)

Das Paar (V, (·, ·)) wird als Prä-Hilbert-Raum bezeichnet. Ist V bzgl. der durch das Ska-
larprodukt induzierten Norm

‖v‖ :=
√

(v, v), v ∈ V,

vollständig, so heißt (V, (·, ·)) Hilbert-Raum.

Beispiel 1.7.

(i) Für V = Cn, K = C haben wir bereits das Skalarprodukt

(u, v) := vHu =
n∑
i=1

uivi

verwendet.
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1 Lineare Ausgleichsprobleme

(ii) Sei L2[a, b] = {f : [a, b]→ C :
∫ b
a
|f(x)|2 dx <∞} die Menge der auf dem Intervall [a, b]

quadratisch Lebesgue-integrierbaren Funktionen. Dann definiert

(f, g) :=

∫ b

a

f(t)g(t) dt

ein Skalarprodukt auf V = L2[a, b].

Sei {v1, v2, . . . } eine Orthonormalbasis eines Hilbert-Raums V . Dann werden die Projektio-
nen (u, vi), i = 1, 2, . . . , auf die Vektoren der Orthonormalbasis als Fourier-Koeffizienten
von u ∈ V bezeichnet.

Satz 1.8. Sei V ein Hilbert-Raum und Vn ⊂ V ein endlichdimensionaler Teilraum mit
Orthonormalbasis {v1, . . . , vn}. Dann gilt

(i) Für u ∈ Vn gilt u =
∑n

i=1(u, vi)vi.

(ii) Es gilt die Parsevalsche Gleichung

‖u‖2 =
n∑
i=1

|(u, vi)|2 für alle u ∈ Vn.

(iii) Für alle u ∈ V gilt die Besselsche Ungleichung

n∑
i=1

|(u, vi)|2 ≤ ‖u‖2.

(iv) Die Bestapproximation von u ∈ V in Vn ist

un :=
n∑
i=1

(u, vi)vi ∈ Vn

d.h. ‖u− un‖ ≤ ‖u− v‖ für alle v ∈ Vn.

Beweis. zu (i): Für u ∈ Vn gilt u =
∑n

i=1 αivi mit geeigneten αi ∈ K. Daher folgt

(u, vi) = (
n∑
j=1

αjvj, vi) =
n∑
j=1

αj(vj, vi) = αi.

zu (ii): Aus (i) folgt

‖u‖2 = (u, u) = (
n∑
i=1

αivi,
n∑
j=1

αjvj) =
n∑

i,j=1

αiαj(vi, vj) =
n∑
i=1

|αi|2 =
n∑
i=1

|(u, vi)|2.

zu (iv): Für beliebiges v =
∑n

i=1 βivi ∈ Vn gilt

‖u− v‖2 = ‖u‖2 − 2Re
n∑
i=1

βi(u, vi) +
n∑
i=1

|βi|2 = ‖u‖2 − ‖un‖2 +
n∑
i=1

|(u, vi)− βi|2. (1.3)
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Der letzte Ausdruck wird offenbar genau dann minimal, wenn βi = (u, vi), i = 1, . . . , n.
zu (iii): Für u ∈ V und βi := (u, vi) erhält man analog zu (1.3)

0 ≤ ‖u−
n∑
i=1

βivi‖2 = ‖u‖2 − 2Re
n∑
i=1

βiβi +
n∑
i=1

|βi|2 = ‖u‖2 −
n∑
i=1

|βi|2.

Bemerkung. Satz 1.8 zeigt insbesondere die Bedeutung von Orthonormalbasen in der Nu-
merik. Durch die Fourierkoeffizienten erhält man eine explizite Basisdarstellung und unmit-
telbar die Bestapproximation. Ferner ist die Bestapproximation von v ∈ V stabil, weil nach
der Besselschen Ungleichung gilt |(u, vi)|2 ≤

∑n
i=1 |(u, vi)|2 ≤ ‖u‖2 und somit die Fourierko-

effizienten (u, vi), i = 1, . . . , n, der Approximation beschränkt sind.

Für das folgende Lemma überzeugt man sich leicht davon, dass in Prä-Hilbert-Räumen
die Parallelogramm-Gleichung

2‖u‖2 + 2‖v‖2 = ‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2, u, v ∈ V, (1.4)

gilt.

Lemma 1.9 (Projektionssatz). Sei V ein Hilbert-Raum und U ⊂ V eine abgeschlossene
und konvexe Menge. Dann existiert zu x ∈ V das eindeutig bestimmte Element bester
Approximation x′ ∈ U , d.h. es gilt

‖x− x′‖ = inf
y∈U
‖x− y‖.

Ist U = u+L ein affiner Unterraum mit u ∈ V und einem linearen Unterraum L ⊂ V , dann
erfüllt genau x′ die Bedingung (x− x′, z) = 0 für alle z ∈ L.

U

x

x′

Beweis. Sei d = infy∈U ‖x − y‖ und {yn}n∈N ⊂ U eine Folge mit limn→∞ ‖x − yn‖ = d.
Dann existiert zu ε > 0 ein N ∈ N, so dass ‖x − yn‖2 ≤ d2 + ε für alle n ≥ N . Mit der
Parallelogramm-Gleichung (1.4) erhalten wir für m,n ≥ N

‖ym − yn‖2 = 2‖x− ym‖2 + 2‖x− yn‖2 − ‖ym + yn − 2x‖2 ≤ 4d2 + 4ε− 4d2 = 4ε,

weil aus 1
2
(ym + yn) ∈ U folgt ‖1

2
(ym + yn) − x‖ ≥ d. Also ist {yn}n∈N eine Cauchy-Folge,

die wegen der Abgeschlossenheit von U gegen ein x′ ∈ U konvergiert. Dies ist ein gesuchtes
Minimum. Ist x′′ ∈ U ein weiteres Element bester Approximation, so gilt wie oben

‖x′ − x′′‖ = 2‖x− x′‖2 + 2‖x− x′′‖2 − ‖x′ + x′′ − 2x‖2 ≤ 4d2 − 4d2 = 0,

woraus die Eindeutigkeit folgt.
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1 Lineare Ausgleichsprobleme

Angenommen, es gibt ein z ∈ L mit α := (x−x′, z) 6= 0. Betrachte v := x′+αz/‖z‖2 ∈ U .
Dann gilt

‖x− v‖2 = ‖x− x′ − α

‖z‖2
z‖2 = ‖x− x′‖2 − 2Re

α

‖z‖2
(x− x′, z) +

|α|2

‖z‖2

= ‖x− x′‖2 − |α|
2

‖z‖2
< ‖x− x′‖2.

Aus diesem Widerspruch folgt (x − x′, z) = 0 für alle z ∈ L. Ist umgekehrt (x − x′, z) = 0
für alle z ∈ L, so folgt wegen x′ − y ∈ L für alle y ∈ U

‖x− y‖2 = ‖x− x′‖2 + 2Re (x− x′, x′ − y) + ‖x′ − y‖2

= ‖x− x′‖2 + ‖x′ − y‖2 ≥ ‖x− x′‖2.

Die Abbildung x 7→ x′ definiert einen Projektor. Wir beschränken uns auf den Fall V = Kn.

Definition 1.10. Ein Projektor P : Kn → Kn ist eine lineare Abbildung, die idempotent
ist, d.h. es gilt P 2 = P .

Mit P ist auch I − P ein Projektor, und es gilt P (I − P ) = (I − P )P = 0,

KerP = Ran (I − P ) und KerP ∩ RanP = {0}. (1.5)

Wegen x = Px+ (I − P )x für alle x ∈ Kn gilt daher

Kn = KerP ⊕ RanP.

Definition 1.11. Sei U ⊂ Kn ein Unterraum. Eine Abbildung P : Kn → U heißt
orthogonaler Projektor auf U , falls P ein Projektor ist mit (x − Px, u) = 0 für alle
u ∈ U und x ∈ Kn.

Für den folgenden Satz benötigen wir das

Lemma 1.12. Seien X, Y ∈ Kn×r. Die Gramsche Matrix G ∈ Kr×r sei durch

gij = (xi, yj), i, j = 1, . . . , r,

definiert. Dabei bezeichnet xi die i-te Spalte von X und yj die j-te Spalte von Y . G ist genau
dann regulär, wenn rankX = r und spanX ∩ (spanY )⊥ = {0}.

Beweis. Angenommen, eine nicht-triviale Linearkombination der Zeilen von G verschwindet,
d.h. es existieren Koeffizienten αi, i = 1, . . . , r, so dass mit x :=

∑r
i=1 αixi ∈ spanX gilt

(x, yj) =
r∑
i=1

αi(xi, yj) = 0 für alle j = 1, . . . , r.
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Also ist x ∈ (spanY )⊥ und aus spanX ∩ (spanY )⊥ = {0} folgt x = 0. Dies liefert einen
Widerspruch zur linearen Unabhängigkeit der Spalten von X.
Sei umgekehrt G regulär, dann sind die Spalten von X offensichtlich linear unabhängig.

Sei x ∈ spanX mit (x, yj) = 0, j = 1, . . . , r. Aus der Basisdarstellung x =
∑r

i=1 αixi mit
Koeffizienten αi, i = 1, . . . , r, erhält man

r∑
i=1

αigij = (x, yj) = 0 für alle j = 1, . . . , r,

und hieraus wegen der Invertierbarkeit von G, dass αi = 0, i = 1, . . . , r. Also folgt spanX ∩
(spanY )⊥ = {0}.

Satz 1.13. Sei P : K → U ein orthogonaler Projektor auf den Unterraum U ⊂ Kn. Dann
gilt

(i) P ist eindeutig bestimmt;

(ii) Ist x′ ∈ U die Bestapproximation an x ∈ Kn aus Lemma 1.9, so gilt Px = x′;

(iii) Ist X = [x1, . . . , xk] eine Basis von U , so gilt

P = X(XHX)−1XH .

Insbesondere ist P hermitesch.

Beweis. Wegen
‖x− y‖2 = ‖x− Px‖2 + ‖Px− y‖2 für y ∈ U (1.6)

folgt ‖x−y‖ ≥ ‖x−Px‖. Das Minimum wird für y = Px angenommen. Aus der Eindeutigkeit
von x′ folgen (i) und (ii). Für (iii) erhält man aus Lemma 1.12, dass XHX regulär ist. Man
prüft leicht nach, dass X(XHX)−1XH ein orthogonaler Projektor auf U ist, der wegen (i)
mit P übereinstimmt.

Bemerkung.

(a) Es gilt auch die Umkehrung von (iii), d.h. jeder hermitesche Projektor ist ein orthogo-
naler Projektor. Dies folgt mit (1.5) und Lemma 1.2 aus

Ran (I − P ) = KerP = KerPH = (RanP )⊥.

(b) Sei P ein orthogonaler Projektor. Dann folgt aus (1.6) für y = 0, dass ‖Px‖ ≤ ‖x‖.
Ferner folgt

‖P‖ = sup
0 6=x∈Kn

‖Px‖
‖x‖

= 1,

weil das Maximum für die Elemente in RanP angenommen wird. P besitzt nur die zwei
Eigenwerte 0 und 1. Jeder nicht-triviale Kernvektor ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 0,
jeder nicht-triviale Bildvektor ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.
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1 Lineare Ausgleichsprobleme

1.1 Die Normalengleichungen

Im Folgenden werden wir das Problem (1.2) als lineares Gleichungssystem umformulieren.

Satz 1.14. Alle Lösungen x ∈ Kn von (1.2) sind genau die Lösungen der sog. Normalen-
gleichungen

AHAx = AHb. (1.7)

Die Lösungsmenge L ist nicht leer, und es gilt für x1, x2 ∈ L, λ ∈ K, dass

(1− λ)x1 + λx2 ∈ L, Ax1 = Ax2.

Insbesondere ist das Residuum eindeutig bestimmt.

Beweis. Nach Lemma 1.9 angewendet auf U = RanA gilt

‖b− Ax‖2 = min
y∈Kn
‖b− Ay‖2 ⇐⇒ r = b− Ax ⊥ RanA.

Nach Lemma 1.2 ist (RanA)⊥ = KerAH . Also ist (1.2) äquivalent mit

AHr = 0 ⇐⇒ AH(b− Ax) = 0 ⇐⇒ AHAx = AHb.

Nach Lemma 1.9 existiert eine Bestapproximation Ax an b und ist eindeutig bestimmt.
Ax1 = Ax2 für x1, x2 ∈ L ist wegen der Eindeutigkeit von Ax klar, (1−λ)x1 +λx2 ∈ L kann
leicht nachgeprüft werden.

Bemerkung.

(a) Ist Ax = b lösbar, so liefert (1.7) die Lösungsmenge.

(b) Aus AHr = 0 erkennt man, dass das Residuum senkrecht auf den Spalten von A steht.
Daraus erklärt sich der Begriff “Normalengleichungen”.

(c) (1.7) kann auch aus der Bedingung ∇f = 0 mit f(x) = ‖b− Ax‖2
2 hergeleitet werden.

Hinsichtlich der Eindeutigkeit der Lösung von (1.7) gilt

Satz 1.15.

(i) Unter allen Lösungen von (1.7) gibt es genau eine Lösung minimaler euklidischer Norm.

(ii) Die Matrix AHA ∈ Kn×n ist hermitesch und positiv semidefinit. AHA ist genau dann
positiv-definit (und damit (1.7) eindeutig lösbar), falls rankA = n.

Beweis.
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1.2 Die QR-Zerlegung

(i) Betrachte die Lösungsmenge L von (1.7). Diese ist abgeschlossen und

L′ := L ∩ {x ∈ Kn : ‖x‖2 ≤ ‖x̂‖2}

ist kompakt, wobei x̂ ∈ L ein beliebiges aber festes Element bezeichnet. Daher nimmt
die stetige Funktion ‖ · ‖2 auf L′ ihr Minimum x∗ ∈ L mit ‖x∗‖2 = miny∈L′ ‖y‖2 an.
Sei x′ ∈ L ein weiteres Element minimaler euklidischer Norm. Dann gilt nach Satz 1.14
1
2
(x∗ + x′) ∈ L und

‖x∗‖2 ≤ ‖
1

2
(x∗ + x′)‖2 ≤

1

2
(‖x∗‖2 + ‖x′‖2) = ‖x∗‖2.

Daher ist ‖1
2
(x∗ + x′)‖2 = ‖x∗‖2 = ‖x′‖2, und es folgt

‖x′ − x∗‖2
2 = ‖x′‖2

2 − 2Re (x∗, x′) + ‖x∗‖2
2

= ‖x′‖2
2 − (‖x′ + x∗‖2

2 − ‖x′‖2
2 − ‖x∗‖2

2) + ‖x∗‖2
2

= 2(‖x∗‖2
2 + ‖x′‖2

2)− ‖x∗ + x′‖2
2 = 0,

was x′ = x∗ und somit die Eindeutigkeit von x∗ beweist.

(ii) AHA ist offenbar hermitesch und wegen

xHAHAx = ‖Ax‖2
2 ≥ 0 für alle x ∈ Kn

positiv semidefinit. Gleichheit gilt genau für Ax = 0. In diesem Fall ist aber x = 0
wegen rankA = n.

Bemerkung. Nach Satz 1.15 (ii) können im Fall rankA = n die Normalengleichungen (1.7)
mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung gelöst werden. Für m < n ist allerdings die Bedingung
rankA = n nicht realisierbar. In diesem Fall betrachtet man AAHy = b mit x = AHy und
setzt rankA = m voraus. Dann ist AAH positiv-definit.

Obwohl die Lösung mittels Cholesky-Zerlegung aus Sicht der Komplexität attraktiv er-
scheint (mn2 + 1

3
n3 Operationen), eignet sich diese für praktische Zwecke nur bedingt, weil

AHA bzw. AAH deutlich schlechtere Konditionen (die Kondition wird quadriert) als A auf-
weisen. Im Folgenden werden wir Verfahren herleiten, die ohne die Normalengleichungen
auskommen.

1.2 Die QR-Zerlegung

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass lineare Ausgleichsprobleme mit Hilfe der
Normalengleichungen und im Fall m ≥ n = rankA mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung gelöst
werden können. Eine numerisch stabile Alternative stellt der folgende Zugang über die QR-
Zerlegung dar.

Definition 1.16. Sei A ∈ Km×n. Eine Zerlegung der Form A = QRmit unitäremQ ∈ Km×m

und einer oberen Dreiecksmatrix R ∈ Km×n heißt QR-Zerlegung von A.

9



1 Lineare Ausgleichsprobleme

Bemerkung.

(a) Man beachte, dass es genügt, eine Matrix Q̂ ∈ Km×n mit Q̂HQ̂ = I ∈ Kn×n und eine
obere Dreiecksmatrix R̂ ∈ Kn×n zu bestimmen. Man spricht von einer reduzierten
QR-Zerlegung im Gegensatz zur oben definierten vollen QR-Zerlegung.

(b) Die QR-Zerlegung kann alternativ zur LR-Zerlegung zur Lösung von linearen Glei-
chungssystemen verwendet werden. Wegen Q−1 = QH gilt nämlich

Ax = b ⇐⇒ Rx = QHb,

was mittels Rückwärtseinsetzen gelöst werden kann.

Sei m ≥ n = rankA und A = QR mit Q ∈ Km×m unitär und R ∈ Km×n in der Darstellung

R =

[
R̂
0

]
(1.8)

mit einer oberen Dreiecksmatrix R̂ ∈ Kn×n. Aus rankA = n folgt, dass R̂ regulär ist. Wegen

‖b− Ax‖2 = ‖b−QRx‖2 = ‖QH(b−QRx)‖2 = ‖QHb−Rx‖2 =

∥∥∥∥QHb−
[
R̂x
0

]∥∥∥∥
2

kann die eindeutige Lösung des linearen Ausgleichsproblems (1.2) durch Lösung von

R̂x = c (1.9)

mittels Rückwärtseinsetzen bestimmt werden. Hierbei ist[
c
d

]
:= QHb, c ∈ Kn.

Dann gilt

min
y∈Kn
‖b− Ay‖2

2 = min
y∈Kn

∥∥∥∥[c− R̂yd

]∥∥∥∥2

2

= min
y∈Kn
‖c− R̂y‖2

2 + ‖d‖2
2 = ‖d‖2

2.

Theorem 1.17. Jedes A ∈ Km×n mit m ≥ n = rankA besitzt eine eindeutige reduzierte
QR-Zerlegung A = Q̂R̂ mit r̂ii > 0, i = 1, . . . , n.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt induktiv aus der Gleichung

A = Q̂R̂ ⇐⇒ ak =
k∑
i=1

r̂ikq̂i, k = 1, . . . , n.

1.2.1 Die QR-Zerlegung nach Householder

Im Folgenden werden wir eine Möglichkeit kennen lernen, eine QR-Zerlegung zu berechnen.
Insbesondere folgt die Existenz der QR-Zerlegung.
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1.2 Die QR-Zerlegung

Definition 1.18. Jede Matrix Q ∈ Kn×n der Form

Q = I − βuu
H

uHu

mit einem u ∈ Kn\{0} und einem β ∈ K\{0}, |β|2 = 2Re β, wird alsHouseholder-Matrix
bezeichnet.

Lemma 1.19. Sei Q eine Householder-Matrix. Dann gilt

(i) Q ist unitär;

(ii) Ist K = R, so gilt x − Qx ∈ span {u} und 1
2
(x + Qx) ∈ (span {u})⊥. Also spiegelt

Q den Vektor x 6= 0 an der Hyperebene senkrecht zu u. Daher spricht man auch von
Householder-Spiegelungen;

(iii) Sei x ∈ Kn mit |x1| 6= ‖x‖2 gegeben. Für u := x− αe1, |α| = ‖x‖2, und β := 1 + xHu
uHx

gilt Qx = αe1.

Beweis.

(i) Dass Q unitär ist, erkennt man wegen |β|2 = 2Re β aus

QHQ =

(
I − βuu

H

uHu

)H (
I − βuu

H

uHu

)
= I − βuu

H

uHu
− βuu

H

uHu
+ |β|2u(uHu)uH

(uHu)2
= I.

(ii) Ist K = R, so gilt β2 = 2β ⇔ β = 2. Dann gilt

x−Qx = x−
(
x− 2

u(uTx)

uTu

)
= 2

uTx

uTu
u

und

uT (x+Qx) = uTx+ uTx− 2
(uTu)uTx

uTu
= 0.

(iii) Zunächst überzeugt man sich leicht davon, dass für diese Wahl |β|2 = 2Re β gilt. Wegen
uHx = (x− αe1)Hx = ‖x‖2

2 − αx1 6= 0 und

uHu = (x− αe1)H(x− αe1) = ‖x‖2
2 − αx1 − αx1 + |α|2 = 2[‖x‖2

2 − Re (αx1)]

folgt

Qx = x− βu
Hx

uHu
u = x− uHx

uHu
u− xHu

uHu
u = x− 2

ReuHx
uHu

u

= x− Re (‖x‖2
2 − αx1)

‖x‖2
2 − Re (αx1)

u = x− u = αe1.
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1 Lineare Ausgleichsprobleme

Bemerkung. Um Auslöschungseffekte zu vermeiden, sollte α in (iii) das entgegengesetzte
Vorzeichen der ersten Komponente x1 von x bekommen. Es sollte also

α = − x1

|x1|
‖x‖2

gewählt werden. Außerdem ist für K = R natürlich β = 2.

Beispiel 1.20. Der Punkt x = [3, 4]T ∈ R2 soll durch Anwendung einer Householder-
Spiegelung auf die x-Achse transformiert werden. Nach Lemma 1.19 (iii) wird dies durch

Q = I − 1

40

[
8
4

] [
8
4

]T
erreicht. Tatsächlich gilt

Qx =

[
3
4

]
− 1

40

[
8
4

] [
8
4

]T [
3
4

]
=

[
3
4

]
−
[
8
4

]
=

[
−5
0

]
.

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5

−1

1

2

3

4

5

Qx

x

1
2
(x+Qx)

Wir werden nun A ∈ Km×n, m ≥ n, mit linear unabhängigen Spalten durch eine Folge
von Householder-Spiegelungen in obere Dreiecksform bringen. Wie in Lemma 1.19 (iii) kann
die erste Spalte von A durch Multiplikation mit einer Householder-Matrix Q1 ∈ Km×m von
links in ein Vielfaches des ersten kanonischen Einheitsvektors e1 transformiert werden:

A(1) := Q1A, A(1)e1 = α1e1.

Sei nun angenommen, dass die Matrix A durch k − 1 sukzessive Anwendungen von einer
Householder-Matrix in folgende partielle obere Dreiecksform gebracht wurde:

A(k−1) = Qk−1 · . . . ·Q1A =


a

(1)
11 · · · · · · · · · a

(1)
1n

. . . ...
a

(k−1)
kk · · · a

(k−1)
kn

0
...

...
a

(k−1)
mk · · · a

(k−1)
mn

 .

Im k-ten Schritt soll A(k−1) so transformiert werden, dass QkA
(k−1) bis zur k-ten Spalte eine

obere Dreiecksmatrix ist. Um die ersten k − 1 Zeilen und Spalten unverändert zu lassen,
wählen wir

Qk =

[
Ik−1 0

0 Q̂k

]
,
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1.2 Die QR-Zerlegung

wobei Q̂k ∈ K(m−k+1)×(m−k+1) eine Householder-Matrix ist, die den Vektora
(k−1)
kk
...

a
(k−1)
mk


auf ein Vielfaches von e1 ∈ Km−k+1 transformiert, falls dies nicht schon der Fall ist. Weil Q̂k

unitär ist, trifft dies auch auf Qk zu. Nach n Schritten erhält man also die obere Dreiecks-
matrix

A(n) = Qn · . . . ·Q1A =


a

(1)
11 · · · a

(1)
1n

. . . ...
a

(n)
nn

 =: R.

Setzen wir also Q := QH
1 · . . . ·QH

n , so erhalten wir die gewünschte Zerlegung A = QR.

Bemerkung.

(a) Für die QR-Zerlegung von A ∈ Km×n mittels Householder-Spiegelungen werden 2mn2−
2
3
n3 arithmetische Operationen benötigt. Somit ist dieser Zugang etwa doppelt so teuer

wie die Lösung der Normalengleichungen (1.7) mittels Cholesky-Zerlegung. Weil unitäre
Matrizen die euklidische Norm eines Vektors erhalten, stimmen die Konditionen von A
und R̂ aber überein. Dabei verweisen wir auf die Definition der Kondition für rechteckige
Matrizen am Ende dieses Kapitels. Anders als bei den Normalengleichungen wird somit
bei diesem Zugang über die QR-Zerlegung die Kondition nicht erhöht.

(b) Die Einträge von Q sollten niemals berechnet werden. Effizienter ist es, die Vektoren u
zu speichern. Diese können in gerade frei gewordene Spalten der Matrix A abgelegt
werden. Auch für die Berechnung der Matrix-Vektor-Multiplikation kann auf die explizite
Darstellung der Matrix verzichtet werden. Es gilt nämlich

Qx = x− βu
Hx

uHu
u,

d.h.Qx entsteht als Linearkombination der Vektoren x und u, was mitO(m) Operationen
im Vergleich zu O(m · n) Operationen bei einträgeweiser Multiplikation durchgeführt
werden kann.

1.2.2 Das Gram-Schmidt-Verfahren

Neben der Householder-Transformation kann eine QR-Zerlegung auch mit Hilfe des aus
der Linearen Algebra bekannten Gram-Schmidt-Verfahrens berechnet werden. Es sei-
en a1, . . . , an ∈ Km die Spalten von A. Wegen rankA = n sind diese linear unabhängig.
Sei q1 = a1/‖a1‖2 und für k = 2, . . . , n

q′k := ak −
k−1∑
`=1

(ak, q`) q`, qk :=
q′k
‖q′k‖2

.

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass {q1, . . . , qn} eine Orthonormalbasis des Raums
span{a1, . . . , an} bildet. Setze r`k := (ak, q`), ` < k, und rkk = ‖q′k‖2. Dann gilt

ak = q′k +
k−1∑
`=1

(ak, q`︸ ︷︷ ︸
r`k

) q` =
k∑
`=1

r`kq`, k = 1, . . . , n ⇐⇒ A = Q̂R̂
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1 Lineare Ausgleichsprobleme

mit Q̂ = [q1, . . . , qn], Q̂HQ̂ = I ∈ Kn×n, und der regulären oberen n× n Dreiecksmatrix

R̂ :=

{
rij, i ≤ j,

0, sonst.

Offenbar ist A = Q̂R̂ eine reduzierte QR-Zerlegung von A.

Bemerkung. Durch Rundungsfehler kann es beim Gram-Schmidt-Verfahren in der Praxis
zum Verlust der Orthogonalität der Vektoren qk kommen. Interessanterweise ist aber das Pro-
dukt Q̂R̂ akurat. Eine numerisch stabilere Variante ist das modifizierte Gram-Schmidt-
Verfahren. Dies erhält man, wenn man berücksichtigt, dass wegen der Orthogonalität der
Vektoren qk gilt

(ak, q`) = (ak −
`−1∑
i=1

αkiqi, q`)

für alle Skalare αki ∈ K.

Algorithmus 1.21 (Modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren).
for k = 1, . . . , n

q′k = ak;
for ` = 1, . . . , k − 1

r`k = (q′k, q`);
q′k := q′k − r`kq`;

rkk = ‖q′k‖2;
qk = q′k/rkk;

1.2.3 Der Businger-Golub-Algorithmus

Bisher haben wir immer vorausgesetzt, dass rankA = n gilt. Wir wollen nun den rangdefizien-
ten Fall, d.h. r := rankA < n betrachten. Will man die QR-Zerlegung mittels Householder-
Transformation in diesem Fall berechnen, so tritt ein Nullvektor in der ersten Spalte der
Restmatrix auf. Um dies zu verhindern, sucht man nach der Spalte j∗ mit der größten 2-
Norm und bringt sie durch Spaltenvertauschen an die aktuelle Stelle:

‖a(k)
j∗ ‖2 = max

k≤j≤n
‖a(k)

j ‖2.

Statt A = QR erhält man dadurch schließlich

AP = QR

mit einer Permutationsmatrix P ∈ Kn×n. Insbesondere sind die Diagonalelemente von R
der Größe nach absteigend geordnet und ermöglichen eine Konditionsabschätzung über das
Verhältnis von größtem und kleinstem. Dieses Verfahren bezeichnet man als Businger-
Golub-Algorithmus. Verglichen mit (1.8) hat die Matrix R dann die Gestalt

R =

[
R̂1 R̂2

0 0

]
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1.3 Singulärwertzerlegung und Pseudo-Inverse

mit R̂1 ∈ Kr×r regulär und R̂2 ∈ Kr×(n−r). Entsprechend sei

P−1x =

[
x1

x2

]
, x1 ∈ Kr, x2 ∈ Kn−r,

und wie bisher
QHb =

[
c
d

]
, c ∈ Kr, d ∈ Km−r,

zerlegt. Wegen

‖b− Ax‖2
2 = ‖b−QRP−1x‖2

2 = ‖c− R̂1x1 − R̂2x2‖2
2 + ‖d‖2

2

wird ‖b− Ax‖2 genau dann minimal, wenn

R̂1x1 + R̂2x2 = c. (1.10)

Bemerkung. Für alle x2 ∈ Kn−r ist also P [x1, x2]T mit x1 = R̂−1
1 (c − R̂2x2) Lösung des

linearen Ausgleichsproblems (1.2). Die Lösungsmenge ist daher (n− r)-dimensional. Im Fall
r = n erhalten wir wieder R̂1x1 = c wie in (1.9), was eindeutig gelöst werden kann.

Die eindeutig bestimmte Lösung minimaler euklidischer Norm kann im rangdefizienten
Fall mit Hilfe des folgenden Lemmas bestimmt werden.

Lemma 1.22. Sei r := rankA < n, V := R̂−1
1 R̂2 ∈ Kr×(n−r) und u := R̂−1

1 c ∈ Kr. Dann
ist die Lösung minimaler euklidischer Norm von (1.2) gegeben durch x = P [x1, x2]T mit
x1 = u− V x2 ∈ Kr und x2 ∈ Kn−r Lösung von

(I + V HV )x2 = V Hu.

Beweis. Nach (1.10) sind alle Lösungen durch x1 = u−V x2 beschrieben. Eingesetzt in ‖x‖2

erhalten wir

‖x‖2
2 = ‖x1‖2

2 + ‖x2‖2
2 = ‖u− V x2‖2

2 + ‖x2‖2
2

= ‖u‖2
2 − 2Re (u, V x2) + (V x2, V x2) + (x2, x2)

= ‖u‖2
2 + Re ((I + V HV )x2 − 2V Hu, x2) =: ϕ(x2).

Dann ist ϕ′(x2) = 2Re [(I + V HV )x2 − V Hu] und ϕ′′(x2) = 2(I + V HV ). Da I + V HV
positiv-definit ist, nimmt ϕ sein Minimum für x2 mit ϕ′(x2) = 0 an, d.h.

(I + V HV )x2 = V Hu.

1.3 Singulärwertzerlegung und Pseudo-Inverse

Eine weitere Möglichkeit, das Minimierungsproblem (1.2) zu lösen, erhält man mit der Sin-
gulärwertzerlegung. Die Singulärwertzerlegung ist aber auch im Allgemeinen ein nützliches
Mittel, um Matrizen zu analysieren.
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1 Lineare Ausgleichsprobleme

In diesem und den folgenden Abschnitten verwenden wir die der euklidischen Vektornorm
zugeordnete Spektralnorm

‖A‖2 := sup
06=x∈Kn

‖Ax‖2

‖x‖2

= ρ1/2(AHA)

von A ∈ Km×n. Dabei bezeichnet ρ(M) den Spektralradius, d.h. den betragsmäßig größten
Eigenwert, von M ∈ Kn×n. Ferner verwenden wir die Frobenius-Norm

‖A‖F :=

(
m∑
i=1

n∑
j=1

|aij|2
)1/2

=
(
traceAHA

)1/2
.

Hierbei ist die Spur von M ∈ Kn×n durch traceM :=
∑n

i=1 mii definiert. Es gilt

traceM =
n∑
i=1

λi(M)

mit den Eigenwerten λi ∈ C, i = 1, . . . , n, von M . Spektral- und Frobenius-Norm sind
unitär invariant, d.h. für alle unitäre Matrizen U ∈ Km×m und V ∈ Kn×n gilt

‖UAV ‖2 = ‖A‖2 und ‖UAV ‖F = ‖A‖F .

Für spätere Zwecke ist die Abschätzung

ρ(A) ≤ ‖A‖, A ∈ Kn×n, (1.11)

für beliebige Operatornormen ‖ · ‖ hilfreich. Um diese zu zeigen, sei (λ, x) ein Eigenpaar.
Dann gilt

|λ|‖x‖ = ‖λx‖ = ‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖.

Obwohl die Frobenius-Norm keiner Vektornorm zugeordnet ist, ist sie mit der euklidischen
Norm verträglich. Insbesondere wird ersichtlich, dass auch ρ(A) ≤ ‖A‖F gilt.

Satz 1.23. Zu A ∈ Km×n existieren unitäre Matrizen U ∈ Km×m und V ∈ Kn×n, so dass

UHAV = Σ

mit Σ = diag(σ1, . . . , σp) ∈ Rm×n, wobei p = min{m,n} und σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σp ≥ 0.

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass U ∈ Km×m und V ∈ Kn×n existieren mit

UHAV =

[
σ 0
0 B

]
; (1.12)

per Induktion folgt dann die Behauptung.
Sei σ := ‖A‖2 = max‖x‖2=1 ‖Ax‖2. Dabei dürfen wir annehmen, dass A 6= 0 und somit

σ 6= 0. Weil das Maximum angenommen wird, gibt es v ∈ Kn, ‖v‖2 = 1, mit ‖A‖2 = ‖Av‖2.
Definiere

u =
Av

‖Av‖2

.
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1.3 Singulärwertzerlegung und Pseudo-Inverse

Dann gilt Av = σu. Seien Û ∈ Km×(m−1) und V̂ ∈ Kn×(n−1) so gewählt, dass u und v zu
unitären Matrizen

U = [u, Û ] ∈ Km×m bzw. V = [v, V̂ ] ∈ Kn×n

erweitert werden. Für die Existenz dieser Matrizen verwende z.B. die Householder-Transfor-
mation. Dann gilt

UHAV =

[
uH

ÛH

]
A[v, V̂ ] =

[
uHAv uHAV̂

ÛHAv ÛHAV̂

]
=

[
σ wH

0 B

]

mit w := V̂ HAHu ∈ Kn−1. Da∥∥∥∥UHAV

[
σ
w

]∥∥∥∥
2

≥ σ2 + ‖w‖2
2 und

∥∥∥∥[σw
]∥∥∥∥

2

=
√
σ2 + ‖w‖2

2,

folgt aus der unitären Invarianz der Spektralnorm

σ2 + ‖w‖2
2 ≤

∥∥∥∥UHAV

[
σ
w

]∥∥∥∥2

2∥∥∥∥[σw
]∥∥∥∥2

2

≤ ‖UHAV ‖2
2 = ‖A‖2

2 = σ2

und daher w = 0. Hieraus folgt (1.12).

Definition 1.24. Eine Zerlegung der Form A = UΣV H mit U ∈ Km×m, V ∈ Kn×n unitär
und

Σ = diag(σ1, . . . , σp) ∈ Rm×n, p = min{m,n},

mit σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σp ≥ 0 heißt Singulärwertzerlegung (engl. singular value decompo-
sition, SVD) von A ∈ Km×n. Die Werte σi, i = 1, . . . , p, heißen Singulärwerte von A, die
Spalten ui von U bezeichnet man als linke und die Spalten vi von V als rechte Singulär-
vektoren.

Bemerkung. Die Singulärwerte einer Matrix sind eindeutig bestimmt. Falls σi, i = 1, . . . , r,
r := rankA, paarweise verschieden sind, so sind die Singulärvektoren ui, vi, i = 1, . . . , r, bis
auf einen skalaren Faktor, der betragsmäßig 1 ist, eindeutig bestimmt.

Es ergibt sich eine Reihe von Folgerungen.

Satz 1.25. Sei A ∈ Km×n und A = UΣV H eine Singulärwertzerlegung.

(i) Sind ui, vi die Spalten von U bzw. V , so gilt

Avi = σiui und AHui = σivi, i = 1, . . . , p.

17



1 Lineare Ausgleichsprobleme

(ii) Es gilt AAH = UΣΣTUH und AHA = V ΣTΣV H . Daher sind ui, i = 1, . . . ,m, die
Eigenvektoren von AAH und vi, i = 1, . . . , n, die Eigenvektoren von AHA. Ferner
sind σ2

i , i = 1, . . . , p, genau die Eigenwerte (entsprechend ihrer Vielfachheiten) von{
AHA, falls m ≥ n,

AAH , falls m ≤ n.

Insbesondere gilt ‖A‖2 = σ1 und ‖A‖2
F =

∑p
i=1 σ

2
i .

(iii) Der Rang r = rankA stimmt mit der Anzahl positiver Singulärwerte überein, und es
gilt

KerA = span{vr+1, . . . , vn}, RanA = span{u1, . . . , ur}

und
KerAH = span{ur+1, . . . , um}, RanAH = span{v1, . . . , vr}.

Beweis.

(i) folgt direkt aus A = UΣV H ⇐⇒ AV = UΣ ⇐⇒ AHU = V ΣT .

(ii) Sei m ≥ n = p. Wegen AHA = V ΣTUHUΣV H = V ΣTΣV H stimmen die charakte-
ristischen Polynome von AHA und ΣTΣ = diag(σ2

1, . . . , σ
2
p) ∈ Rn×n überein. Ferner

gilt
‖A‖2

2 = ρ(AHA) = σ2
1

und

‖A‖2
F = traceAHA =

p∑
i=1

λi(A
HA) =

p∑
i=1

σ2
i .

Im Fall p = m ≤ n besitzen AAH und ΣΣT = diag(σ2
1, . . . , σ

2
p) ∈ Rm×m dasselbe

charakteristische Polynom.

(iii) Es gilt r = rankA = rankΣ. Aus

A = UΣV H =

p∑
i=1

σiuiv
H
i =

r∑
i=1

σiuiv
H
i

erhält man span{vr+1, . . . , vn} ⊂ KerA. Wegen dimKerA = n− r folgt

span{vr+1, . . . , vn} = KerA.

Außerdem gilt für x ∈ Kn

Ax =
r∑
i=1

σiui(v
H
i x)

und somit RanA ⊂ span{u1, . . . , ur}. Der Vergleich der Dimensionen liefert wieder die
Behauptung

RanA = span{u1, . . . , ur}.

18



1.3 Singulärwertzerlegung und Pseudo-Inverse

Bemerkung.

(a) Frobenius- und Spektralnorm sind Spezialfälle der sog. Schatten-Normen

‖A‖p :=

(
r∑
i=1

σpi

)1/p

, p = 1, 2, . . . ,∞.

Durch die Summation der ersten k Singulärwerte erhält man ebenfalls eine Norm, die
Ky Fan-Norm

‖A‖′k :=
k∑
i=1

σi, k = 1, . . . , r.

(b) Nach (ii) können die Singulärwerte im Fall m ≥ n aus den Eigenwerten von AHA be-
stimmt werden. Dies hat aber wie bereits bei den Normalengleichungen eine Quadrierung
der Kondition zu Folge. Eine bessere Möglichkeit besteht darin, die Eigenwerte der Ma-
trix

A′ =

[
0 A
AH 0

]
∈ K(m+n)×(m+n)

zu berechnen. Es gilt nämlich

A′
[
ui
±vi

]
= σi

[
±ui
vi

]
.

Insbesondere setzen sich die Eigenvektoren von A′ aus den Singulärvektoren ui, vi zu-
sammen.

(c) Nach (iii) gilt

A =
r∑
i=1

σiuiv
H
i , r = rankA. (1.13)

Definiert man ũi := σiui, so kann also jede Rang-r-Matrix A ∈ Km×n durch r(m + n)
Speichereinheiten (statt m ·n bei einträgeweiser Speicherung) repräsentiert werden. Au-
ßerdem ist die Matrix-Vektor-Multiplikation Ax mit O(r(m + n)) Operationen durch-
führbar, indem man zunächst βi := vHi x, i = 1, . . . , r, und dann

Ax =
r∑
i=1

βiũi

berechnet. Ist r(m+ n) < m · n, so kann mit der Darstellung (1.13) eine Steigerung der
Effizienz erzielt werden.

Sei nun A ∈ Km×n eine allgemeine Matrix (mit möglicherweise vollem Rang). Um die
Vorteile von Niedrigrangmatrizen nutzen zu können, müssen wir herausfinden, wie gut sich
A durch eine Matrix von niedrigem Rang bei vorgegebenem Fehler ε > 0 approximieren
lässt. Dies führt auf den Begriff des numerischen Ranges

rankεA := min
B∈Km×n:‖A−B‖<ε

rankB.

Für den Beweis des folgenden Satzes benötigen wir, dass x ∈ span{v1, . . . , vn} die Basisdar-
stellung

x =
n∑
i=1

(vHi x)vi
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1 Lineare Ausgleichsprobleme

mit den Fourierkoeffizienten vHi x, i = 1, . . . , n, besitzt, falls vi, i = 1, . . . , n, orthonormal
sind. Insbesondere folgt hieraus, dass

‖x‖2
2 =

n∑
i=1

|vHi x|2.

Satz 1.26. Sei A ∈ Km×n mit einer Singulärwertzerlegung A = UΣV H und ‖ · ‖ eine unitär
invariante Matrixnorm. Die beste Approximation in der Menge der Matrizen vom Rang
höchstens k ≤ p := min{m,n} an A ist

Ak := UΣkV
H ,

wobei Σk = diag(σ1, . . . , σk, 0, . . . , 0). Genauer ist

‖A− Ak‖ = min
rankB≤k

‖A−B‖ = ‖Σ− Σk‖.

Beweis. (nur für Spektralnorm, allgemeines Resultat von L. Mirsky)
Wegen UHAkV = diag(σ1, . . . , σk, 0, . . . , 0) folgt rankAk ≤ k. Weiter gilt

UH(A− Ak)V = Σ− Σk = diag(0, . . . , 0, σk+1, . . . , σp)

und wegen der unitären Invarianz ‖A− Ak‖2 = ‖Σ− Σk‖2 = σk+1.
Es bleibt zu zeigen, dass für jede Matrix B mit k′ := rankB ≤ k gilt ‖A − B‖ ≥ σk+1.

Dazu wählen wir eine Basis {x1, . . . , xn−k′} von KerB. Aus Dimensionsgründen folgt

span{x1, . . . , xn−k′} ∩ span{v1, . . . , vk+1} 6= {0}.

Sei z ∈ Kn, ‖z‖2 = 1, aus dieser Schnittmenge. Dann gilt Bz = 0 und Az =
∑k+1

i=1 σi(v
H
i z)ui

und somit

‖A−B‖2
2 ≥ ‖(A−B)z‖2

2 = ‖Az‖2
2 =

k+1∑
i=1

σ2
i |vHi z|2 ≥ σ2

k+1

k+1∑
i=1

|vHi z|2 = σ2
k+1.

Hierbei wurde verwendet, dass wegen der Orthonormalität der vi

z =
k+1∑
i=1

(vHi z)vi

und deshalb 1 = ‖z‖2
2 =

∑k+1
i=1 |vHi z|2.

Bemerkung. Im Fall der Frobenius-Norm gilt ‖Σ− Σk‖F =
√∑p

i=k+1 σ
2
i , während für die

Spektralnorm ‖Σ − Σk‖2 = σk+1 ist. Wegen der Fehlerabschätzung ‖A − Ak‖ = ‖Σ − Σk‖
kann aus der Bedingung

‖Σ− Σk‖ < ε

bei vorgegebenem ε > 0 der benötigte minimale Rang k bestimmt werden.
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1.3 Singulärwertzerlegung und Pseudo-Inverse

Abbildung 1.1: Ak für ein Bild mit 533× 400 Pixeln bei k = 10, 20, 50, 400.

Beispiel 1.27. Die Singulärwertzerlegung kann z.B. zur Bildkompression verwendet werden.
Sei ein Bild mitm×n Pixeln gegeben. Man erhält eine Matrix A ∈ Rm×n, indem die Helligkeit
jedes Bildpunktes für einen einzelnen Farbkanal abgelegt wird. Den Rängen k = 10, 20, 50
in Abbildung 1.1 entsprechen Kompressionsraten von 4%, 9% und 22%.

Auf Basis der Singulärwertzerlegung führen wir nun die Pseudo-Inverse als Verallgemei-
nerung der Inversen für nicht quadratische Matrizen ein.

Definition 1.28. Sei A = UΣV H eine Singulärwertzerlegung von A ∈ Km×n. Dann bezeich-
net man die Matrix

A+ := V Σ+UH ∈ Kn×m

mit Σ+ = diag(1/σ1, . . . , 1/σr, 0, . . . , 0) ∈ Rn×m, r = rankA, als Pseudo-Inverse oder
Moore-Penrose-Inverse von A.

Bemerkung.

(a) Gilt rankA = n für A ∈ Km×n, so hat man A+ = (AHA)−1AH . Dies folgt aus

(AHA)−1AH = (V ΣHUHUΣV H)−1V ΣHUH

= (V ΣHΣV H)−1V ΣHUH

= V (ΣHΣ)−1ΣHUH = V Σ+UH = A+.

Ist zusätzlich A quadratisch, so gilt (AHA)−1 = A−1A−H und somit

A+ = (AHA)−1AH = A−1A−HAH = A−1.

(b) Es gilt

A+ =
r∑
i=1

1

σi
viu

H
i

und somit KerA+ = KerAH und RanA+ = RanAH .

(c) Wegen (Σ+)+ = Σ und (Σ+)H = (ΣH)+ gilt (A+)+ = A und (A+)H = (AH)+. Es gilt
aber nicht (AB)+ = B+A+; vgl. Übungen.
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1 Lineare Ausgleichsprobleme

Weil die Pseudo-Inverse mit Hilfe der nicht eindeutigen Singulärwertzerlegung definiert
wurde, stellt sich die Frage, ob A+ wohldefiniert ist. Aus dem folgenden Satz ergibt sich
außerdem die Bezeichnung “Pseudo-Inverse”.

Satz 1.29. Die Pseudo-Inverse A+ von A ∈ Km×n erfüllt die sog. Penrose-Bedingungen

(i) AA+A = A,

(ii) A+AA+ = A+,

(iii) (AA+)H = AA+,

(iv) (A+A)H = A+A.

Diese vier Bedingungen beschreiben A+ auf eindeutige Weise. Insbesondere ist A+ wohlde-
finiert.

Beweis.

(i) Wegen A+ = V Σ+UH und ΣΣ+ =

[
Ir 0
0 0

]
∈ Rm×m gilt

AA+A = UΣV HV Σ+UHUΣV H = UΣΣ+ΣV H = UΣV H = A

und analog

(ii) A+AA+ = V Σ+UHUΣV HV Σ+UH = V Σ+ΣΣ+UH = V Σ+UH = A+.

(iii) Aus AA+ = UΣV HV Σ+UH = UΣΣ+UH und A+A = V Σ+ΣV H erkennt man, dass
diese beiden Matrizen hermitesch sind.

Erfüllt auch B ∈ Kn×m die Penrose-Bedingungen, so gilt

A+ (ii)
= A+AA+ (i)

= A+ABAA+ (iv)
= AH(A+)HBAA+ (iv)

= AH(A+)HAHBHA+ (i)
= AHBHA+

(iv)
= BAA+ (ii)

= BABAA+ (iii)
= BAB(A+)HAH

(iii)
= BBHAH(A+)HAH

(i)
= BBHAH

(iii)
= BAB

(ii)
= B.

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen Pseudo-Inverser und linearen Aus-
gleichsproblemen her.

Satz 1.30. Der Vektor xLA := A+b =
∑r

i=1
1
σi
vi(u

H
i b) ist die eindeutig bestimmte Lösung

minimaler euklidischer Norm des linearen Ausgleichsproblems (1.2). Für den Residualfehler
gilt

‖b− AxLA‖2
2 =

p∑
i=r+1

|uHi b|2, p := min{m,n}.
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1.3 Singulärwertzerlegung und Pseudo-Inverse

Beweis. Wegen Satz 1.29 (ii) ist

b− AA+b ∈ KerA+ = KerAH = (RanA)⊥,

weil A+(b− AA+b) = A+b− A+AA+b = 0. Also erfüllt xLA die Normalengleichung (1.7)

AHAxLA = AHb

und ist somit eine Lösung des linearen Ausgleichsproblems (1.2). Ist z eine weitere Lösung
der Normalengleichungen, dann gilt nach Satz 1.14

w := A+b− z ∈ KerA.

Da A+b ∈ RanA+ = (KerA)⊥ haben wir z = A+b− w orthogonal zerlegt, und es folgt

‖z‖2
2 = ‖A+b‖2

2 + ‖w‖2
2 ≥ ‖A+b‖2

2.

Also ist xLA = A+b die eindeutig bestimmte Lösung minimaler euklidischer Norm. Ferner
gilt

‖b− AxLA‖2
2 = ‖b− UΣV HV Σ+UHb‖2

2 = ‖UHb− ΣΣ+UHb‖2
2 =

p∑
i=r+1

|uHi b|2.

Bemerkung.

(a) Der Weg über Singulärwertzerlegung und Pseudo-Inverse zur Lösung des linearen Aus-
gleichproblems ist der universellste aber auch der teuerste mit O(21m ·n2) Operationen.

(b) Man beachte, dass AA+ ein orthogonaler Projektor (siehe Definition 1.10) auf RanA
und A+A ein orthogonaler Projektor auf RanA+ ist.

Mit Hilfe der Pseudo-Inversen läßt sich der Konditionsbegriff auf allgemeine Matrizen
erweitern.

Definition 1.31. Sei A ∈ Km×n und A+ ∈ Kn×m die Pseudo-Inverse. Wir definieren die
Konditionszahl als

cond‖·‖A = ‖A‖‖A+‖.

Wegen A+ = A−1 bei regulären Matrizen A ∈ Kn×n (siehe die Bemerkung nach Defini-
tion 1.28) ist der neue Konditionsbegriff aus Definition 1.31 eine Verallgemeinerung der
bisherigen Definition cond‖·‖A = ‖A‖‖A−1‖.
Bemerkung. Für ‖ · ‖ = ‖ · ‖2 ergibt sich ‖A‖2 = σ1, ‖A+‖2 = 1/σr und somit

cond‖·‖2A =
σ1

σr
.
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2 Iterative Lösungsverfahren

In diesem Kapitel wenden wir uns der iterativen Lösung von linearen Gleichungssystemen

Ax = b, A ∈ Kn×n, (2.1)

zu. Diese treten z.B. in Folge der Methode der finiten Differenzen und des Galerkin-Verfahrens
zur Lösung von Randwertproblemen partieller Differentialgleichungen auf; mehr dazu in
der Vorlesung Wissenschaftliches Rechnen. In diesem Fällen ist A großdimensioniert aber
schwachbesetzt.

Definition 2.1. Eine Folge von Matrizen Ai ∈ Kmi×ni , i ∈ N, wird als schwachbesetzt
bezeichnet, falls ν ∈ N existiert, so dass die Anzahl der nicht-verschwindenden Einträge in
jeder Zeile oder in jeder Spalte von Ai durch ν beschränkt ist.

Beispiel 2.2. Wir betrachten das Randwertproblem für u

−∆u = f in Ω := (−1, 1)2, (2.2a)
u = 0 auf ∂Ω. (2.2b)

bei gegebenem f . Dabei bezeichnet ∆ := ∂2
x + ∂2

y den Laplace-Operator und ∂Ω = {(x, y) ∈
R2 : max(|x|, |y|) = 1} den Rand von Ω.
Eine einfache Möglichkeit, das Problem (2.2) numerisch behandelbar zu machen, ist es,

die Ableitungen in (2.2) durch Ausdrücke, die nur die Werte der Funktion enthalten, zu
ersetzen. Seien v ∈ C1[−1, 1] und h > 0 gegeben. Wir definieren

∂+v(x) :=
v(x+ h)− v(x)

h
Vorwärtsdifferenz,

∂−v(x) :=
v(x)− v(x− h)

h
Rückwärtsdifferenz.

Die Ausdrücke ∂+v und ∂−v heißenDifferenzenquotienten. Unter Verwendung der Taylor-
Entwicklung um x ∈ (−1 + h, 1− h) erhält man

|∂+v(x)− v′(x)| ≤ ch|v|C2[−1,1], (2.3a)
|∂−v(x)− v′(x)| ≤ ch|v|C2[−1,1], (2.3b)

|∂+∂−v(x)− v′′(x)| ≤ ch2|v|C4[−1,1] (2.3c)

mit einer von h und v unabhängigen Konstanten c > 0 und |v|Ck[−1,1] := supx∈[−1,1] |v(k)(x)|.
Dabei gehen wir davon aus, dass v den jeweiligen Glattheitsanforderungen genügt.
Um (2.2) zu diskretisieren, verwenden wir das Gitter (xi, yj) ∈ Ω, i, j = 0, . . . , N + 1, mit

xi := ih − 1, yj := jh − 1 der Gitterweite h := 2/(N + 1). In den inneren Gitterpunkten
ersetzen wir den negativen Laplace-Operator −∆ = −∂2

x − ∂2
y in (2.2a) durch

−∂+
x ∂
−
x u− ∂+

y ∂
−
y u = h−2[4u(x, y)− u(x− h, y)− u(x+ h, y)− u(x, y − h)− u(x, y + h)].
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Denkt man sich die Gitterfunktion ui,j als Approximation an den Wert u(xi, yj) der exakten
Lösung, so erzeugt diese Diskretisierung die Finite-Differenzen-Gleichung

4ui,j − ui−1,j − ui+1,j − ui,j−1 − ui,j+1 = h2f(xi, yj), i, j = 1, . . . , N. (2.4)

Unter Verwendung der Randbedingung u0,j = uN+1,j = ui,0 = ui,N+1 = 0 und nach Sequen-
zierung des Indexpaares (i, j) durch k := i+ jN erhält man hieraus das lineare Gleichungs-
system

Au = f, uk := ui,j, fk := h2f(xi, yj, k = 1, . . . , N2. (2.5)

Die Koeffizientenmatrix A ∈ RN2×N2 in (2.5) hat dann die Gestalt

A =


T −I
−I T

. . .
. . . . . . −I
−I T

 mit T =


4 −1

−1 4
. . .

. . . . . . −1
−1 4

 ∈ RN×N .

Diese ist positiv-definit und besitzt obere/untere Bandbreite N . Ferner besitzt A für jedes n
höchstens 3 nicht-verschwindende Einträge pro Zeile und ist somit schwachbesetzt.

Ist A ∈ Km×n schwachbesetzt, so ist es unnötig, die Nullen zu speichern. Anstelle des
gewöhnlichen spalten- oder zeilenweisen Speicherformats verwendet man die folgenden kom-
primierenden Formate. BeimCRS-Format (engl. compressed row storage) werden die nicht-
verschwindenden Einträge (seien mit ihren Spaltenindizes zeilenweise gespeichert. Dabei wer-
den in einem Feld A die Werte, in einem Feld jA die entsprechenden Spaltenindizes und in iA
die Anfangsindizes der Zeilen in A bzw. jA beginnend mit 1 abgelegt. Als letzten Index in iA
wird zusätzlich die Länge von A erhöht um Eins gespeichert. Bezeichnet µ ∈ N die Anzahl
der nicht-verschwindenden Einträge von A ∈ Km×n, so benötigt man statt m ·n Speicherein-
heiten bei gewöhnlicher Speicherung nur 2µ+m+ 1 Speichereinheiten im CRS-Format.

Beispiel 2.3. Die Matrix

A =


0 3 4 0 0 7 0
0 0 0 0 4 0 0
0 9 2 −5 0 0 0
0 0 3 0 8 0 0
0 0 0 0 0 −1 0


hat im CRS-Format die Gestalt

A =
jA =
iA =

3 4 7 4 9 2 −5 3 8 −1
2 3 6 5 2 3 4 3 5 6
1 4 5 8 10 11

Dieses Format kann nicht nur genutzt werden, um eine schwachbesetzte Matrix effizient
zu speichern, man kann auch die Multiplikation von A ∈ Km×n mit einem Vektor x ∈ Kn

schnell durchführen

for i = 1, . . . ,m do
yi = 0;
for k = iA[i], . . . , iA[i+ 1]− 1 do

yi = yi + A[k]xjA[k];
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Offenbar benötigt diese Multiplikation nur etwa doppelt so viele Operationen wie nicht-
verschwindende Einträge vorhanden sind.
Natürlich kann A auch spaltenweise komprimiert werden, d.h. man speichert AT im CRS-

Format. Dieses Format wird als CCS-Format (engl. compressed column storage) oder
Harwell-Boeing-Format bezeichnet.
Direkte Lösungsmethoden wie die LR-Zerlegung erhalten zwar die Bandbreite, d.h. die

Faktoren L und R besitzen dieselbe Bandbreite wie A, besitzen aber signifikant mehr nicht-
verschwindende Einträge als A. Da mit diesem sog. fill-in-Effekt ein erhöhter Aufwand ver-
bunden ist, betrachten wir in diesem Kapitel iterative Methoden, bei denen die Matrix nur
durch Matrix-Vektor-Multiplikation in die Berechnung eingeht.

2.1 Krylov-Räume

Im Folgenden suchen wir Approximationen der Lösung des linearen Gleichungssystems (2.1)
in Räumen, zu deren Konstruktion A nur durch Multiplikationen mit Vektoren eingeht.

Definition 2.4. Seien A ∈ Kn×n und v ∈ Kn gegeben. Der Unterrraum

Kk(A, v) := span {v,Av, . . . , Ak−1v}

des Kn wird als Krylov-Raum der Ordnung k bezeichnet.

Es ist offensichtlich, dass die Folge der Krylov-Räume geschachtelt ist, d.h.

Kk(A, v) ⊂ Kk+1(A, v) für alle v ∈ Kn.

Ferner wächst die Dimension von Kk(A, v) offensichtlich um höchstens Eins bei Erhöhung
von k. Wir definieren

gradA(v) := min{j : dimKj+1(A, v) < j + 1}

als den kleinsten Index, bei dem sich die Dimension nicht erhöht. Wegen Kk(A, v) ⊂ Kn gilt
offenbar gradA(v) ≤ n.

Satz 2.5. Sei A ∈ Kn×n, v ∈ Kn und g := gradA(v). Dann gilt

(i) AKg(A, v) ⊂ Kg(A, v), d.h. Kg(A, v) ist A-invariant;

(ii) Kk(A, v) = Kg(A, v) für alle k ≥ g;

(iii) dimKk(A, v) = min{k, g}.

Beweis. Sei zunächst k > g. Nach Definition von gradA(v) existieren Koeffizienten β` ∈ K,
` = 0, . . . , g, so dass

g∑
`=0

β`A
`v = 0
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und nicht alle Koeffizienten verschwinden. Insbesondere ist βg 6= 0, weil sonst gradA(v) < g

wäre. Sei x =
∑k−1

`=0 α`A
`v ∈ Kk. Dann ist

x =
k−1∑
`=0

α`A
`v − αk−1

βg
Ak−1−g

g∑
`=0

β`A
`v ∈ Kk−1.

In dieser Weise kann fortgefahren werden, bis man x ∈ Kg und somit Kk = Kg erhält.
Insbesondere erhält man dimKk = dimKg. Ist k < g, so folgt aus der Definition von gradA(v),
dass dimKk+1 = k + 1. Außerdem gilt offenbar AKg ⊂ Kg+1 = Kg.

Viele auf Krylov-Räumen basierende Methoden verwenden Orthonormalbasen. Wir be-
trachten zunächst den nicht-hermiteschen Fall A ∈ Kn×n. Das folgende Arnoldi-Verfahren
ist identisch mit dem Gram-Schmidt-Verfahren (wir verwenden das modifizierte Verfahren;
siehe Algorithmus 1.21) zur Konstruktion einer Orthonormalbasis {w1, . . . , wk} des Krylov-
Raums Kk(A, v).

Algorithmus 2.6 (Arnoldi-Verfahren).
Input: A ∈ Kn×n, v ∈ Kn \ {0}
Output: Orthonormalbasis {w1, . . . , wk} von Kk(A, v) und H̃k ∈ K(k+1)×k

w1 := v/‖v‖2;
for j = 1, . . . , k

q := Awj;
for i = 1, . . . , j

hij := wHi q;
q := q − hijwi;

hj+1,j = ‖q‖2;
if hj+1,j = 0 then STOP;
wj+1 := q/hj+1,j;

Bemerkung. Der Algorithmus multipliziert in jedem Schritt den letzten Arnoldi-Vektor wj
mit A und orthogonalisiert den resultierenden Vektor q gegen alle bereits berechneten Vek-
toren wi. Die Matrix A geht dabei nur durch die Matrix-Vektor-Multiplikation Awj ein. Sei
die Anzahl der Operationen für eine solche Multiplikation mit cMV bezeichnet. Dann werden
2k2n+kcMV Operationen für Algorithmus 2.6 benötigt. Ferner sind (k+1)n Speichereinheiten
für die Vektoren wj, j = 1, . . . , k + 1, und O(k2) Speichereinheiten für die Matrix

H̃k :=


h11 h12 · · · h1k

h21 h22
. . . ...

0
. . . . . . hk−1,k

... . . . . . . hkk
0 . . . 0 hk+1,k

 ∈ K(k+1)×k

nötig.

Im folgenden Satz werden Eigenschaften der durch das Arnoldi-Verfahren generierten Ma-
trizen Wk := [w1, . . . , wk] ∈ Kn×k und H̃k bewiesen. Neben H̃k betrachten wir auch die
Hessenberg-Matrix Hk ∈ Kk×k, die aus H̃k durch Streichen der letzten Zeile entsteht.
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2.1 Krylov-Räume

Definition 2.7. Eine Matrix A ∈ Kn×n heißt Hessenberg-Matrix, falls aij = 0 für alle
i, j = 1, . . . , n mit i > j + 1.

Hessenberg-Matrizen sind also bis auf eine untere Nebenbendiagonale obere Dreiecksma-
trizen.

Satz 2.8. Das Arnoldi-Verfahren bricht genau im Schritt j = gradA(v) ab. Für alle k ≤
gradA(v) gilt

(i) Die Spalten von Wk bilden eine Orthonormalbasis von Kk(A, v);

(ii) Es gilt AWk = Wk+1H̃k;

(iii) Es gilt WH
k AWk = Hk.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass wj = pj(A)v mit einem Polynom pj ∈ Πj−1, dessen
führender Koeffizient nicht verschwindet, und dass {w1, . . . , wj} orthonormal ist. Für j = 1
ist die Behauptung wegen w1 = v/‖v‖2 wahr. Für den Induktionsschritt beachte man, dass

wj+1 =
1

‖q‖2

(
Awj −

j∑
i=1

hijwi

)
=

1

‖q‖2

(
Apj(A)v −

j∑
i=1

hijpi(A)v

)
= pj+1(A)v,

wobei

pj+1(t) :=
1

‖q‖2

(
tpj(t)−

j∑
i=1

hijpi(t)

)
∈ Πj.

Also ist span{w1, . . . , wj+1} ⊂ Kj+1(A, v). Im Fall j < gradA(v) ist Awj ∈ Kj+1 \ Kj und
daher hj+1,j 6= 0. Die Orthogonalität des Vektorsystems {w1, . . . , wj+1} schließt man wie
beim Gram-Schmidt-Verfahren. Im Fall j = gradA(v) ist Awj ∈ Kj+1 = Kj mit der Folge,
dass hj+1,j = 0 gilt. Insgesamt erhält man für k ≤ gradA(v), dass span{w1, . . . , wk} = Kk,
weil das System {w1, . . . , wk} linear unabhängig ist. Wegen

Awj =

j+1∑
i=1

hijwi = Wk+1H̃kej, j = 1, . . . , k,

gilt AWk = Wk+1H̃k. Hieraus folgt

WH
k AWk = WH

k Wk+1H̃k = WH
k [Wk, wk+1]

[
Hk

hk+1,ke
T
k

]
= [Ik, 0]

[
Hk

hk+1,ke
T
k

]
= Hk

und somit die Behauptung.

Bemerkung. Die Matrix Pk := WkW
H
k ∈ Kn×n ist ein orthogonaler Projektor auf

RanPk = RanWk = Kk(A, x0).

Daher ist Hk die Darstellung der Projektion

PkAPk = WkW
H
k AWkW

H
k = WkHkW

H
k

von A auf Kk(A, x0) bzgl. der Basis {w1, . . . , wk}. Je größer der Unterraum RanPk ist, desto
besser approximiert WkHkW

H
k die Matrix A.
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2 Iterative Lösungsverfahren

Bei hermiteschen Matrizen A ∈ Kn×n wird das Arnoldi-Verfahren als Lanczos-Verfahren
bezeichnet. Wegen WH

k AWk = Hk ist die Hessenberg-Matrix Hk dann eine hermitesche Tri-
diagonalmatrix. Wegen hj+1,j = ‖q‖2 ∈ R ist sie sogar reell mit positiven Nebendiagonalein-
trägen und wird statt mit Hk als

Tk :=


α1 β2 0

β2
. . . . . .
. . . . . . . . .

. . . . . . βk
0 βk αk

 ∈ Rk×k

bezeichnet. Mit
T̃k :=

[
Tk

βk+1e
T
k

]
∈ R(k+1)×k

gilt dann AWk = Wk+1T̃k. Weil beim Lanczos-Verfahren nur αj und βj+1, j = 1, . . . , k,
berechnet werden müssen, sollte dies auch im Algorithmus Berücksichtigung finden. Wegen
αj = hjj und βj+1 = hj+1,j folgt αj = wHj q, wobei q := Awj−βjwj−1 und βj+1 = ‖q−αjwj‖2.
Daher ergibt sich aus Algorithmus 2.6 unter Berücksichtigung der Struktur von Tk.

Algorithmus 2.9 (Lanczos-Verfahren).
Input: A ∈ Kn×n hermitesch und v ∈ Kn \ {0}
Output: Orthonormalbasis {w1, . . . , wk} von Kk(A, v) und T̃k ∈ R(k+1)×k

w1 := v/‖v‖2; β1 := 0;
for j = 1, . . . , k

q := Awj − βjwj−1;
αj := wHj q;
q := q − αjwj;
βj+1 := ‖q‖2;
if βj+1 = 0 then STOP;
wj+1 := q/βj+1;

2.2 Das Arnoldi-Verfahren bei der Lösung linearer
Gleichungssysteme

In diesem Abschnitt wird das Arnoldi-Verfahren verwendet, um lineare Gleichungssyste-
me (2.1) zu lösen. Sei dazu x0 ∈ Kn ein Startvektor und Wk = [w1, . . . , wk] eine Orthonor-
malbasis von Kk(A, r0) mit r0 := b− Ax0. Hk bezeichne die zugehörige Hessenberg-Matrix.
Durch die Bedingung

rk := b− Axk ⊥ Kk(A, r0), k > 0, (2.6)

wird eine Folge {xk} und damit das sog. FOM-Verfahren (engl. full orthogonalization
method) definiert. Für positiv-definite Matrizen A gilt die folgende Interpretation von (2.6).
In diesem Fall wird nämlich durch (x, y)A := (Ax, y) das Energieskalarprodukt und durch

‖x‖A :=
√

(x, x)A, x ∈ Kn,

die Energienorm definiert.
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2.2 Das Arnoldi-Verfahren bei der Lösung linearer Gleichungssysteme

Lemma 2.10. Sei A positiv-definit. xk ist genau dann eine Lösung von (2.6), wenn

‖x− xk‖A = min
y∈x0+Kk(A,r0)

‖x− y‖A. (2.7)

Beweis. Nach dem Projektionssatz 1.9 ist x − xk genau dann bzgl. ‖ · ‖A minimal, wenn
x− xk bzgl. (·, ·)A orthogonal zu Kk(A, r0) ist, d.h.

0 = (A(x− xk), y) = (b− Axk, y)

für alle y ∈ Kk(A, r0).

Bemerkung. Wegen (2.7) und Kk(A, r0) ⊂ Kk+1(A, r0) ist die Konvergenz bzgl. der ‖ · ‖A-
Norm monoton, d.h. es gilt ‖x− xk+1‖A ≤ ‖x− xk‖A, falls A positiv-definit ist.

Das folgende Lemma päsentiert die explizite Lösung von (2.6) bzw. im positiv-definiten
Fall der Minimierungsaufgabe (2.7).

Lemma 2.11. Sei dimKk(A, r0) = k > 0 und Hk aus (2.1) regulär. Dann gilt für den Vektor

xk := x0 + ‖r0‖2WkH
−1
k e1,

dass
xk ∈ x0 +Kk(A, r0) und rk = b− Axk ⊥ Kk(A, r0).

Beweis. Weil die Spalten von Wk eine Basis von Kk(A, r0) bilden, erhält man sofort, dass
xk ∈ x0 + Kk(A, r0). Wegen (Kk(A, r0))⊥ = (RanWk)

⊥ = KerWH
k gilt b− Axk ⊥ Kk(A, r0)

genau dann, wenn WH
k (b− Axk) = 0. Aus

WH
k (b− Axk) = WH

k r0 − ‖r0‖2W
H
k AWkH

−1
k e1 = WH

k (r0 − ‖r0‖2Wke1) = 0

folgt die Behauptung wegen w1 = r0/‖r0‖2.

Die Matrix Hk = WH
k AWk ist beispielsweise regulär, falls A positiv-definit ist. Die Haupt-

arbeit bei der Bestimmung von xk liegt in der Lösung des (kleinen) linearen Gleichungssys-
tems

Hkyk = ‖r0‖2e1

mit der Hessenberg-Matrix Hk ∈ Kk×k. Dies kann z.B. mit Hilfe der gaußschen Elimination
effizient gelöst werden.

Bemerkung. Der Aufwand verhält sich dann quadratisch in k und es müssen k Arnoldi-
Vektoren gespeichert werden, so dass es sinnvoll sein kann, das Verfahren mit der gewonnenen
Approximation xk als neuen Startwert x0 neu zu beginnen.

Wie wir im folgenden Lemma sehen, kann das Residuum in jedem Schritt auf einfache
Weise bestimmt werden.
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2 Iterative Lösungsverfahren

Lemma 2.12. Es gilt rk = b− Axk = −hk+1,ky
T
k ek wk+1. Also ist ‖rk‖2 = hk+1,k|yTk ek|.

Beweis. Wegen AWk = Wk+1H̃k gilt

b− Axk = b− A(x0 +Wkyk) = r0 − AWkyk = ‖r0‖2w1 −WkHkyk − hk+1,ke
T
k yk wk+1.

Aus Hkyk = ‖r0‖2e1 folgt die Behauptung.

Das Arnoldi-Verfahren bricht nur ab, falls hk+1,k = 0 ist. Wir sehen also insbesondere, dass
das FOM-Verfahren genau dann abbricht, wenn die exakte Lösung erreicht ist. Insbesondere
ist das FOM-Verfahren ein endliches Verfahren, weil gradA(r0) ≤ n.

2.3 Das GMRES-Verfahren

Fordert man anstelle von (2.7), dass xk ∈ x0 +Kk(A, r0) die Residual-Norm

‖b− Axk‖2 = min
y∈x0+Kk(A,r0)

‖b− Ay‖2 (2.8)

minimiert, so erhält man das GMRES-Verfahren (engl. generalized minimal residuals).
Aus (2.8) folgt sofort, dass

‖rk+1‖2 ≤ ‖rk‖2.

Die Konvergenz ist also monoton.

Bemerkung. Nach dem Projektionssatz 1.9 löst xk genau dann (2.8), wenn rk ⊥ AKk(A, r0).

Praktisches Vorgehen

Wir beschreiben im Folgenden das praktische Vorgehen zur Lösung von (2.8). Sei Wk wie
in (2.1) mit der ersten Spalte r0/‖r0‖2. Dann ist (2.8) äquivalent zur Minimierung des Aus-
drucks

‖b− A(x0 +Wky)‖2 = ‖r0 − AWky‖2, y ∈ Kk,

und es gilt
r0 − AWky = Wk+1(‖r0‖2e1 − H̃ky).

Weil die Spalten von Wk+1 orthonormal sind, folgt hieraus

‖r0 − AWky‖2 =
∥∥H̃ky − ‖r0‖2e1

∥∥
2
.

Wegen AWk = Wk+1H̃k ist rank H̃k = k und das Minimierungsproblem

finde yk ∈ Kk mit
∥∥H̃kyk − ‖r0‖2e1

∥∥
2

= min
y∈Kk

∥∥H̃ky − ‖r0‖2e1

∥∥
2

ist eindeutig lösbar. Hierbei handelt es sich um ein lineares Ausgleichsproblem; siehe Ka-
pitel 1. Um dies stabil zu lösen, ist die QR-Zerlegung von H̃k ∈ K(k+1)×k zu bestimmen.
Wegen der Hessenberg-Struktur von H̃k ist nur die untere Nebendiagonale zu eliminieren.
Die Verwendung einer Folge von Householder-Spiegelungen wäre zu kostspielig. Mit Hilfe
von Givens-Rotationen G(`,`+1), ` = 1, . . . , k, kann dies aber effizient durchgeführt werden.
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2.3 Das GMRES-Verfahren

Definition 2.13. Jede Matrix G(i,j) ∈ Kn×n, die sich von der Einheitsmatrix nur in den
Positionen (i, i), (i, j), (j, i) und (j, j) durch die Einträge[

c s
−s̄ c

]
mit c ∈ R, s ∈ K, c2 + |s|2 = 1,

unterscheidet, wird als Givens-Rotation bezeichnet.

Bemerkung.

(a) Givens-Rotationen sind unitäre Matrizen, weil[
c s
−s̄ c

] [
c −s
s̄ c

]
=

[
c2 + |s|2 0

0 c2 + |s|2
]

= I.

(b) Ist x ∈ Kn, y := G(i,j)x, so ist für k = 1, . . . , n

yk =


cxi + sxj, k = i,

cxj − s̄xi, k = j,

xk, sonst.

(c) Sind c, s ∈ R, dann existiert θ ∈ [0, 2π) mit c = cos θ, s = sin θ. Nach (b) dreht daher
G(i,j) den Vektor x in der (xi, xj)-Ebene um den Winkel θ im Uhrzeigersinn.

Givens-Rotationen können also verwendet werden, um einen Vektor so zu transformieren,
dass eine einzelne Komponente verschwindet. Zu gegebenen α, β ∈ K sind c ∈ R und s ∈ K
gesucht, so dass [

c s
−s̄ c

] [
α
β

]
=

[
γ
0

]
und c2 + |s|2 = 1.

Die Lösung ergibt sich wie folgt: Ist α = 0, so wähle c = 0, s = 1. Ansonsten setze

c =
|α|√

|α|2 + |β|2
, s =

αβ̄

|α|
√
|α|2 + |β|2

. (2.9)

Bemerkung. Um einen Vektor x ∈ Kn auf ein Vielfaches von e1 zu transformieren, benötigt
man mit Givens-Rotationen etwa doppelt so viele Operationen wie mit einer Householder-
Spiegelung. Demnach sind Givens-Rotationen nur geeignet für Vektoren mit vielen Nullen.

Angenommen, eine QR-Zerlegung von H̃k ist bereits berechnet, d.h.

G(k,k+1) · . . . ·G(1,2)H̃k =

[
Rk

0

]
mit einer oberen Dreiecksmatrix Rk ∈ Kk×k, die wegen rank H̃k = k invertierbar ist. Die
QR-Zerlegung von H̃k+1 kann unter Verwendung dieser Zerlegung effizient bestimmt werden.
Definiert man nämlich

Ĝ(`,`+1) =

[
G(`,`+1) 0

0 1

]
, ` = 1, . . . , k,
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2 Iterative Lösungsverfahren

so gilt

Ĝ(k,k+1) · . . . · Ĝ(1,2)H̃k+1 = Ĝ(k,k+1) · . . . · Ĝ(1,2)

[
H̃k hk+1

0 hk+2,k+1

]
=

[
G(k,k+1) · . . . ·G(1,2)H̃k h̃k+1

0 hk+2,k+1

]
mit h̃k+1 := G(k,k+1) ·. . .·G(1,2)hk+1. Definiert man G(k+1,k+2) als die Givens-Rotation, die den
Eintrag hk+2,k+1 zu Null werden lässt, so kann die QR-Zerlegung von H̃k+1 aus der Zerlegung
von H̃k mit nur einer Givens-Rotation und O(k) Operationen berechnet werden.
Wie von den linearen Ausgleichsproblemen bekannt, kann die Norm des Residuums

‖rk‖2 = ‖H̃kyk − ‖r0‖2e1‖2

aus der rechten Seite nach Anwendung der Givens-Rotationen bestimmt werden. Entspre-
chend sei

‖r0‖2G
(k,k+1) · . . . ·G(1,2)e1 =:

[
ck
dk

]
∈ Kk+1, dk ∈ K.

Dann ist yk = R−1
k ck; vgl. (1.9). Also minimiert xk := x0 + WkR

−1
k ck den Ausdruck (2.8),

und wir haben ‖rk‖2 = |dk|. Insbesondere erhält man

Satz 2.14. Sei A ∈ Kn×n regulär. Das GMRES-Verfahren bricht mit der exakten Lösung
des Gleichungssystems Ax = b nach höchstens n Schritten ab.

Beweis. Das Verfahren bricht genau dann ab, wenn hk+1,k = 0 für ein k. Dann ist G(k,k+1)

die Identität und somit dk = 0, weil G(k−1,k) · . . . · G(1,2)e1 ab der (k + 1)-ten Komponente
verschwindet.

Bemerkung. Für große k wird GMRES schnell teuer. Insbesondere müssen alle Arnoldi-
VektorenWk gespeichert werden. In diesem Fall beginnt man das Verfahren nach k Schritten
erneut mit der aktuelle Approximation xk als neuen Startwert x0. Man bezeichnet dies als
Restarted GMRES.

Konvergenzanalyse

Bisher haber wir nur den Ablauf des Verfahrens behandelt. Wir wissen zwar, dass GMRES ein
endliches Verfahren ist, kennen aber nicht dessen Konvergenzverhalten. Zunächst betrachten
wir den Effekt des Restarts.

Satz 2.15. Sei A ∈ Kn×n regulär, und es gelte xHAx ∈ R für alle x ∈ Kn. Dann gilt

‖b− Axk‖2 ≤
(

1− µ2

‖A‖2
2

)1/2

‖b− Ax0‖2,

wobei µ := λmin(AH + A)/2.
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2.3 Das GMRES-Verfahren

Beweis. Für beliebiges α ∈ K ist x0 + αr0 ∈ x0 + Kk(A, r0). Beim GMRES-Verfahren gilt
aber

‖rk‖2
2 ≤ ‖b− A(x0 + αr0)‖2

2 = ‖r0 − αAr0‖2
2 = ‖r0‖2

2 − 2αrH0 Ar0 + α2‖Ar0‖2
2.

Speziell für α = rH0 Ar0/‖Ar0‖2
2 folgt, dass

‖rk‖2
2 ≤ ‖r0‖2

2 −
(rH0 Ar0)2

‖Ar0‖2
2

=

[
1−

(
rH0 Ar0

‖r0‖2
2

)2( ‖r0‖2

‖Ar0‖2

)2
]
‖r0‖2

2 ≤
[
1− µ2

‖A‖2
2

]
‖r0‖2

2,

weil nach Voraussetzung rH0 Ar0 = rH0 A
Hr0 und somit rH0 Ar0 = rH0 (AH + A)r0/2 ≥ µ‖r0‖2

2.

Der letzte Satz zeigt, dass GMRES mit Restart für eine positiv-definite Matrix eine Folge
von Näherungslösungen liefert, die gegen die Lösung von Ax = b konvergiert. Hierbei beachte
man, dass die Abschätzung nicht berücksichtigt, wie groß k ist. Ist die Matrix nicht positiv-
definit, so kann der wohl-bekannte Stagnationseffekt auftreten, weil in diesem Fall µ = 0
nicht ausgeschlossen werden kann.
Aus Satz 2.14 wissen wir, dass (bei exakter Arithmetik) endlich viele Schritte genügen, um

die exakte Lösung von Ax = b zu bestimmen. Weil eine Approximation an x aber in der Regel
ausreichend ist, möchte man sich mit wenigen Schritten des GMRES-Verfahrens begnügen.
Im Rest des Abschnitts werden wir daher die Genauigkeit der Näherung xk untersuchen. Für
y ∈ x0 +Kk(A, r0) ist y = x0 + q(A)r0 mit q ∈ Πk−1. Daher gilt

b− Ay = b− A(x0 + p(A)r0) = (I − Aq(A))r0 = p(A)r0

mit einem p ∈ Π̃k := {p ∈ Πk : p(0) = 1}. Auch das Residuum des GMRES-Verfahrens kann
daher als Anwendung eines Matrixpolynoms pk(A) auf r0 angesehen werden: rk = pk(A)r0,
pk ∈ Π̃k. Daher ist die Minimierung des Residuums (2.8) äquivalent zu

‖rk‖2 = min
p∈Π̃k

‖p(A)r0‖2.

Satz 2.16. Sei A ∈ Kn×n diagonalisierbar, d.h. A = XΛX−1, Λ = diag(λ1, . . . , λn). Dann
gilt

‖b− Axk‖2 ≤ cond(X)εk‖b− Ax0‖2,

wobei
εk := min

p∈Π̃k

max
i=1,...,n

|p(λi)|.

Insbesondere ist xk die exakte Lösung, falls λi = 0, i > k.

Beweis. Mit obigen Bezeichnungen folgt für y ∈ x0 +Kk(A, r0)

‖rk‖2 ≤ ‖b− Ay‖2 = ‖p(A)r0‖2 = ‖Xp(Λ)X−1r0‖2 ≤ ‖X‖2‖X−1‖2‖p(Λ)‖2‖r0‖2

= cond(X)‖p(Λ)‖2‖r0‖2 = cond(X) max
i=1,...,n

|p(λi)| ‖r0‖2

für beliebiges p ∈ Π̃k.
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2 Iterative Lösungsverfahren

2.3.1 Minimax-Eigenschaft von Tschebyscheff-Polynomen

Sei [a, b] ein beliebiges Intervall und x0 /∈ [a, b]. In diesem Abschnitt betrachten wir das
folgende Minimax-Problem

‖pk‖∞,[a,b] = min
p∈Πk, p(x0)=1

‖p‖∞,[a,b],, (2.10)

um damit das optimale Polynom pk ∈ Πk mit pk(x0) = 1 für eine konkrete Abschätzung
von εk in Satz 2.16 zu identifizieren. Hierbei bezeichne ‖f‖∞,[a,b], := maxx∈[a,b] |f(x)| die
Supremumsnorm von f ∈ C[a, b].
Für x ∈ R definieren wir die Tschebyscheff-Polynome Tn ∈ Πn

T0(x) = 1, T1(x) = x, Tn(x) := 2xTn−1(x)− Tn−2(x), n > 1.

Satz 2.17 (Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome).

(i) Für gerade n ist Tn eine gerade, für ungerade n eine ungerade Funktion;

(ii) Der Koeffizient des höchsten Monoms ist 2n−1, n ≥ 1;

(iii) Tn(1) = 1, Tn(−1) = (−1)n und ‖Tn‖∞,[−1,1] = 1;

(iv) |Tn(x)| nimmt den Wert 1 an den sog. Tschebyscheff-Abszissen

tk := cos

(
k

n
π

)
, k = 0, . . . , n,

an, d.h. |Tn(x)| = 1 ⇐⇒ x = tk für ein k = 0, . . . , n;

(v) Die Nullstellen von Tn sind

xk := cos

(
2k − 1

2n
π

)
, k = 1, . . . , n;

(vi) Es gilt

Tk(x) =

{
cos(k arccos(x)), |x| ≤ 1,

cosh(k arccosh(x)), |x| ≥ 1;

(vii) Eine weitere Darstellung ist

Tk(x) =
1

2

((
x+
√
x2 − 1

)k
+
(
x−
√
x2 − 1

)k)
für x ∈ R.

Beweis. (i)–(iv) überprüft man leicht. (v) und (vi) beweist man, indem man nachweist, dass
die Formeln der Dreitermrekursion (inkl. Startwerten) genügen.

Der folgende Satz zeigt eine Lösung von (2.10).
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2.3 Das GMRES-Verfahren

Satz 2.18. Das Polynom

T̂n(x) :=
Tn(t)

Tn(t0)
mit t(x) := 1− 2

x− a
b− a

, t0 := t(x0),

ist minimal bzgl. ‖ · ‖∞,[a,b] unter den Polynomen p ∈ Πn mit p(x0) = 1.

Beweis. Weil alle Nullstellen von Tn(t(x)) in [a, b] liegen, ist c := |Tn(t0)| 6= 0 und T̂n ∈ Πn

wohldefiniert. Ferner ist T̂n(x0) = 1 und ‖T̂n‖∞,[a,b] = 1/c.
Angenommen, es gibt ein Polynom p ∈ Πn mit p(x0) = 1 und ‖p‖∞,[a,b] < 1/c. Dann ist

x0 eine Nullstelle von T̂n − p, d.h.

T̂n(x)− p(x) = q(x)(x− x0)

mit einem Polynom 0 6= q ∈ Πn−1. An den Tschebyscheff-Abszissen xk := x(cos( k
n
π)) mit

x(t) := 1−t
2
a+ 1+t

2
b gilt

T̂n(x2k) = 1/c, p(x2k) < 1/c ⇒ T̂n(x2k)− p(x2k) > 0,

T̂n(x2k+1) =−1/c, p(x2k+1) >−1/c ⇒ T̂n(x2k+1)− p(x2k+1) < 0.

Also hat q in den Punkten xk wechselndes Vorzeichen für k = 0, . . . , n und daher mindes-
tens n verschiedene Nullstellen in [a, b]. Dies steht im Widerspruch zu 0 6= q ∈ Πn−1.

Fehlerabschätzung für Tschebyscheff-Polynome

Die Größe von εk hängt von der Lage der Eigenwerte λi, i = 1, . . . , n, ab. Liegen diese in
einer entlang der Koordinatenachsen ausgerichteten Ellipse E(c; d, a) mit Zentrum c ∈ R,
Brennpunktabstand d und der Länge der großen Halbachse a,

Re

Im

c

c+ a

Re

Im

c

c+ a

so kann das Verhalten von εk in Abhängigkeit dieser drei Parameter abgeschätzt werden.
Dazu setzen wir das Tschebyscheff-Polynom Tk mit Hilfe der Darstellung (siehe Satz 2.17 (v))

Tk(x) = cosh(k arccosh(x)), |x| ≥ 1,

auf ganz C durch

Tk(z) = cosh(kζ), z = cosh(ζ) =
1

2
(eζ + e−ζ),

fort. Mit der Variablen w := eζ erhält man daher

Tk(z) =
1

2
(wk + w−k), z =

1

2
(w + w−1).
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2 Iterative Lösungsverfahren

Die Optimalität der Tschebyscheff-Polynome, die in Satz 2.18 für reelle Intervalle gezeigt
wurde, gilt für E(c; d, a) nicht. Dennoch kann man die Tschebyscheff-Polynome verwenden,
um die folgende praxistaugliche obere Schranke zu zeigen.

Lemma 2.19. Es gelte λi ∈ E(c; d, a) ⊂ C \ {0}, i = 1, . . . , n. Dann gilt

εk ≤
|Tk(a/d)|
|Tk(c/d)|

∼
(
a+
√
a2 − d2

c+
√
c2 − d2

)k
.

Beweis. Wir definieren
T̂k(z) =

Tk((c− z)/d)

Tk(c/d)
.

Durch Betrachtung des Ausdrucks wk +w−k für w = reiϕ erkennt man, dass |Tk((c− z)/d)|
für z = c+ a in E(c; d, a) maximal wird. Wegen T̂k ∈ Π̃k folgt daher

εk = min
p∈Π̃k

max
i=1,...,n

|p(λi)| ≤ min
p∈Π̃k

max
z∈E(c;d,a)

|p(z)| ≤ max
z∈E(c;d,a)

|T̂k(z)| = |Tk(a/d)|
|Tk(c/d)|

.

Nach Satz 2.17 (vi) erhalten wir für große k

|Tk(a/d)|
|Tk(c/d)|

∼
(
a+
√
a2 − d2

c+
√
c2 − d2

)k
.

Man beachte, dass der Quotient
a+
√
a2 − d2

c+
√
c2 − d2

in Lemma 2.19 kleiner als 1 ist, weil aus 0 6∈ E(c; d, a) folgt a < c. Allerdings hängt die
Größe des letzten Ausdrucks vom Verhältnis der Ausdehnung der Ellipse zu ihrem Abstand
zur 0 ab. Die Konvergenz von GMRES wird also von der Lage der Eigenwerte und von der
Kondition von X bestimmt. Ist A normal, so ist X unitär und somit cond(X) = 1. Mit einer
Vorkonditionierung kann man erreichen, dass die Eigenwerte der vorkonditionierten Matrix
sich um einen Punkt verschieden vom Ursprung häufen. Dadurch kann eine kleinere Ellipse
gewählt werden, die die Eigenwerte umschließt, was zu einer Beschleunigung der Konvergenz
führt.

2.3.2 Vorkonditioniertes GMRES

Weil die die Eigenwerte von CA umschliessende Ellipse bei geschickter Wahl der regulären
Matrix C ∈ Kn×n kleiner sein kann als die Kondition von A, wenden wir das GMRES-
Verfahren auf das Gleichungssystem

CAx = Cb ⇐⇒ Ax = b

an. Die Matrix C wird als linker Vorkonditionierer bezeichnet. Ebenso kann man rechte
Vorkonditionierer betrachten:

ACx̃ = b, x = Cx̃ ⇐⇒ Ax = b.
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2.4 Gradientenverfahren

Die Anwendung eines Vorkonditionierers C auf einen Vektor sollte ähnlich schnell duchführ-
bar sein wie die Multiplikation mit A. Die Konstruktion eines geeigneten Vorkonditionierers
ist nicht-trivial und kann in der Regel nur problembezogen geschehen.

Bemerkung. Vom Standpunkt der Konvergenzgeschwindigkeit wäre C = A−1 der optimale
Vorkonditionierer, weil alle Eigenwerte von CA = I bzw. AC = I Eins sind und somit die
Ellipsenparameter a = d = 0 gewählt werden können. Dies zeigt, dass die exakte Lösung
bereits nach einem Schritt vorliegt. Allerdings ist die Berechnung von C = A−1 deutlich
teurer als die iterative Lösung und scheidet somit für die Praxis aus.

Das folgende Lemma beschreibt den prinzipiellen Unterschied zwischen rechts- und links-
vorkonditioniertem GMRES.

Lemma 2.20. Die durch das links-vorkonditionierte GMRES-Verfahren berechnete Näher-
ungslösung xk löst die folgende Aufgabe

minimiere ‖C(b− Ax)‖2, x ∈ x0 +Kk(CA,Cr0),

die durch das rechts-vorkonditionierte GMRES-Verfahren generierte Näherungslösung xk die
Aufgabe

minimiere ‖b− Ax‖2, x ∈ x0 + CKk(AC, r0).

Beweis. Die erste Aussage ist klar. Ist C ein rechter Vorkonditionierer, so ist xk = Cx̃k,
wobei x̃k die Aufgabe

minimiere ‖b− ACx̃‖2, x̃ ∈ x̃0 +Kk(AC, r̃0),

löst. Hierbei ist r̃0 = b−ACx̃0. Mit der Transformation xk = Cx̃k erhält man die Behauptung.

Die rechte Vorkonditionierung ist demnach für das GMRES-Verfahren natürlicher, weil
weiterhin das Residuum bzgl. der euklidischen Norm minimiert wird. Daher betrachten wir
im Folgenden ausschließlich rechte Vorkonditionierer.
Der hermitesche Spezialfall des GMRES-Verfahrens wird als MINRES-Verfahren be-

zeichnet. Dieses ist prinzipiell auf indefinite Matrizen anwendbar. Auf die dabei entstehenden
Probleme wollen wir hier nicht weiter eingehen.

2.4 Gradientenverfahren

Im Folgenden betrachten wir positiv-definite Matrizen. Bisher war diese Eigenschaft bzgl.
des euklidischen Skalarproduktes zu verstehen. Dies verallgemeinern wir nun.

Definition 2.21. Eine Matrix A ∈ Kn×n heißt positiv-definit bzgl. eines Skalarproduktes
(·, ·) auf Kn, falls A selbstadjungiert ist, d.h. es gilt (Ax, y) = (x,Ay) für alle x, y ∈ Kn,
und falls (x,Ax) > 0 für alle 0 6= x ∈ Kn.
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2 Iterative Lösungsverfahren

Wie in Abschnitt 2.2 kann man sich leicht davon überzeugen, dass (x, y)A := (Ax, y)
für bzgl. (·, ·) positiv-definite Matrizen A ein weiteres Skalarprodukt definiert. Die dadurch
induzierte Norm ‖x‖A :=

√
(Ax, x) wird als Energienorm bezeichnet.

In diesem Abschnitt werden wir einen anderen Zugang zur Lösung großdimensionierter
Gleichungssysteme

Ax = b (2.11)
mit positiv-definiter Matrix A ∈ Kn×n und gegebener rechter Seite b ∈ Kn kennenlernen.
Dazu formulieren wir (2.11) als äquivalentes Minimierungsproblem der Funktion

f(y) :=
1

2
(y, y)A − Re (y, b).

Lemma 2.22. Die Lösung x von (2.11) ist das eindeutige Minimum von f , und für alle
y ∈ Kn gilt

f(y)− f(x) =
1

2
‖y − x‖2

A.

Beweis. Wegen

f(y) =
1

2
(y, y)A − Re (y, x)A =

1

2
(y − x, y − x)A −

1

2
‖x‖2

A =
1

2
‖y − x‖2

A −
1

2
‖x‖2

A

ist f minimal für y = x.

Um das Minimum von f zu finden, verfolgen wir die Strategie, ausgehend von xk ∈ Kn

den nächsten Punkt xk+1 ∈ Kn durch Minimierung von f auf der Geraden durch xk in einer
gegebenen Richtung pk ∈ Kn zu bestimmen (sog. Liniensuche), d.h.

xk+1 = xk + αkpk, (2.12)

wobei die Schrittweite αk so gewählt ist, dass

f(xk+1) = f(x) +
1

2
‖xk+1 − x‖2

A

minimal unter allen xk + αpk, α ∈ K, ist. Wegen Lemma 1.9 wählen wir xk+1 als die bzgl.
(·, ·)A orthogonale Projektion von x auf die Gerade {xk + αpk, α ∈ K}. Wir erhalten

xk+1 = xk + (x− xk,
pk
‖pk‖A

)A
pk
‖pk‖A

und somit
αk =

(x− xk, pk)A
(pk, pk)A

=
(Ax− Axk, pk)

(Apk, pk)
=

(rk, pk)

(Apk, pk)

mit dem Residuum rk = b − Axk. Obige Wahl von αk stellt sicher, dass {f(xk)}k∈N eine
monoton fallende Folge ist. Dies folgt schon aus der Konstruktion der xk, mit (2.12) gilt
aber genauer

f(xk+1)− f(xk) =
1

2
(xk+1, xk+1)A − Re (xk+1, x)A −

1

2
(xk, xk)A + Re (xk, x)A

= Re (αkpk, xk)A +
|αk|2

2
(pk, pk)A − Re (αkpk, x)A

=
|αk|2

2
(pk, pk)A − Reαk(pk, x− xk)A

= −1

2

|(pk, x− xk)A|2

‖pk‖2
A

≤ 0.
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2.4 Gradientenverfahren

Im Folgenden betrachten wir drei Verfahren durch spezielle Wahl der Suchrichtung pk.

2.4.1 Methode des steilsten Abstiegs

Für dieses Verfahren nehmen wir an, dass K = R und (x, y) := yTx das euklidische Skalar-
produkt ist. Sei die Suchrichtung

pk = −∇f(xk) = −Axk + b = rk

in Richtung des steilsten Abstieges gewählt. Dann gilt

αk =
‖rk‖2

(Ark, rk)
.

Algorithmus 2.23 (Methode des steilsten Abstiegs).
Input: A ∈ Rn×n positiv-definit, b, x0 ∈ Rn und Fehlertoleranz ε > 0
Output: Folge {xk}k∈N ⊂ Rn von Approximationen an die Lösung von Ax = b

r0 = b− Ax0;
k = 0;
do {

αk = ‖rk‖2
(Ark,rk)

;
xk+1 = xk + αkrk;
k = k + 1;
rk = b− Axk;

} while (‖rk‖ > ε‖b‖);

Satz 2.24. Ist A ∈ Rn×n positiv-definit, so konvergiert die Methode des steilsten Abstiegs
für jeden Startwert x0 ∈ Rn, d.h. es gilt

‖xk+1 − x‖A ≤
cond(A)− 1

cond(A) + 1
‖xk − x‖A,

wobei cond(A) = ‖A‖2‖A−1‖2 die Kondition von A bezeichnet.

Beweis. Sei Tα := I − αA, α ∈ R. Dann gilt wegen Tαy = y + α(b− Ay)− αb, y ∈ Rn,

‖xk+1 − x‖A ≤ ‖xk + αrk − x‖A = ‖Tαxk + αb− Tαx− αb‖A = ‖Tα(xk − x)‖A.

Sei v1, . . . , vn ∈ Rn eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A und λ1 ≤ . . . ≤ λn die
zugehörigen Eigenwerte. Für Rn 3 y =

∑n
i=1 βivi gilt

‖Tαy‖2
A = (Tαy, ATαy) =

n∑
i,j=1

βi(1− αλi)βjλj(1− αλj) (vi, vj)︸ ︷︷ ︸
δij

=
n∑
i=1

β2
i λi|1− αλi|2 ≤ max

i=1,...,n
|1− αλi|2︸ ︷︷ ︸
ρ2(Tα)

n∑
i=1

β2
i λi = ρ2(Tα) ‖y‖2

A.
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2 Iterative Lösungsverfahren

Also folgt ‖xk+1 − x‖A ≤ ρ(Tα) ‖xk − x‖A.
Wir gehen nun der Frage nach, für welches α der Spektralradius von Tα minimal ist. Wegen

ρ(Tα) = max
i=1,...,n

|1− αλi| = max{|1− αλn|, |1− αλ1|}

ist αopt die Schnittstelle der beiden Funktionen

g1(α) := |1− αλn| und g2(α) := |1− αλ1|,

1
λn

1
λi

αopt 1
λ1

d.h.
−1 + αoptλn = 1− αoptλ1 ⇐⇒ αopt =

2

λ1 + λn
.

Der Spektralradius für diese Wahl ist

ρ(Tαopt) =
λn − λ1

λn + λ1

=
λn
λ1
− 1

λn
λ1

+ 1
.

Die Behauptung folgt aus

‖A‖2 = ρ(A) = λn, ‖A−1‖2 = ρ(A−1) =
1

λ1

.

Bemerkung. Wegen
cond(A)− 1

cond(A) + 1
= 1− 2

cond(A) + 1
< 1

liegt zwar immer Konvergenz vor, die Konvergenzgeschwindigkeit kann bei großer Kondition
aber gering sein.

2.4.2 Methode des steilsten Residuen-Abstiegs

Für die Methode des steilsten Abstiegs ist es wichtig, dass A positiv-definit ist. Betrachtet
man beim Abstieg statt der Norm des Fehlers xk − x die Norm des Residuums b− Axk, so
können allgemeinere Probleme behandelt werden.
Sei A ∈ Kn×n regulär. Um in jedem Schritt die Norm des Residuums

f(y) := ‖b− Ay‖2
2, y ∈ Kn,

zu minimieren, kann wegen

‖b− Ay‖2
2 = ‖A(y − x)‖2

2 = (AHA(y − x), y − x) = ‖y − x‖2
AHA (2.13)
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2.4 Gradientenverfahren

und weil AHA positiv-definit ist, offenbar die Methode des steilsten Abstiegs auf die Nor-
malengleichungen AHAx = AHb angewendet werden. Entsprechend definiert man hier vk :=
AHrk mit rk = b− Axk und wk := Avk. Hieraus erhält man

αk =
‖vk‖2

2

‖wk‖2
2

.

Pro Iterationsschritt benötigt man daher drei Matrix-Vektor-Multiplikationen. Wegen

rk+1 = b− Axk+1 = rk − αkAvk

kann man das Verfahren aber so umschreiben, dass nur zwei Matrix-Vektor-Multiplikationen
benötigt werden:

Algorithmus 2.25 (Methode des steilsten Residuen-Abstiegs).
Input: A ∈ Kn×n regulär, b, x0 ∈ Kn und Fehlertoleranz ε > 0
Output: Folge {xk}k∈N ⊂ Kn von Approximationen an die Lösung von Ax = b

r0 = b− Ax0;
k = 0;
do {

vk = AHrk;
wk = Avk;
αk =

‖vk‖22
‖wk‖22

;
xk+1 = xk + αkvk;
rk+1 = rk − αkwk;
k = k + 1;

} while (‖rk‖ > ε‖b‖);

Aus Satz 2.24 erhält man wegen (2.13) die folgende Konvergenzaussage.

Satz 2.26. Ist A ∈ Kn×n regulär, so konvergiert die Methode des steilsten Residuen-Abstiegs
für jeden Startwert x0 ∈ Rn, d.h. es gilt

‖b− Axk+1‖2 ≤
cond2(A)− 1

cond2(A) + 1
‖b− Axk‖2.

Bemerkung. Ziel von Iterationsverfahren ist es, einen möglichst kleinen Fehler ‖xk − x‖
zu erzielen. Die Minimierung des Residuums ist nur bedingt von Interesse, weil daraus nicht
direkt ein kleiner Fehler ‖x− xk‖ folgt. Man hat nämlich im Allgemeinen nur

‖x− xk‖ = ‖A−1(b− Axk)‖ ≤ ‖A−1‖‖b− Axk‖.

Ein kleiner Fehler ‖xk − x‖ ergibt sich also aus dem Residuum nur, falls man Stabiltät hat,
d.h. falls ‖Ax‖ ≥ c‖x‖ mit einer kleinen Konstanten c > 0.
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2 Iterative Lösungsverfahren

2.4.3 Verfahren der konjugierten Gradienten

Das folgende konjugierte Gradienten-Verfahren (engl. conjugate gradients (CG) method) ist
wohl das effizienteste bekannte Verfahren zur Lösung linearer Gleichungssysteme Ax = b mit
bzgl. eines Skalarproduktes (·, ·) positiv-definiter Matrix A. Bei diesem Verfahren sind die
Suchrichtungen pk paarweise konjugierte Vektoren.

Definition 2.27. Zwei Vektoren x, y ∈ Kn heißen konjugiert bzgl. A und (·, ·), falls
(x, y)A = (Ax, y) = 0.

Bemerkung. Sind n Vektoren vi 6= 0, i = 1, . . . , n, paarweise A-konjugiert, so bilden sie
eine Basis von Kn. Dies sieht man, weil aus

n∑
i=1

βivi = 0

durch Multiplikation mit vj folgt

n∑
i=1

βi(vi, vj)A = βj(vj, vj)A

und hieraus βj = 0, j = 1, . . . , n; vgl. auch Lemma 1.12.

Lemma 2.28. Seien p0, . . . , pn−1 paarweise A-konjugierte Vektoren. Dann liefert die durch
(2.12) definierte Folge für jedes x0 ∈ Kn nach (höchstens) n Schritten die Lösung x = A−1b.

Beweis. Wegen

rn = b− Axn = b− Axn−1 − αn−1Apn−1 = rn−1 − αn−1Apn−1 = r` −
n−1∑
i=`

αiApi

für 0 ≤ ` < n ergibt sich

(rn, p`) = (r`, p`)−
n−1∑
i=`

αi(Api, p`) = (r`, p`)− α`(Ap`, p`) = 0.

Weil {p0, . . . , pn−1} eine Basis von Kn bildet, folgt rn = 0.

In der Regel ist ein A-konjugiertes System {p0, . . . , pn−1} von vornherein nicht vorhan-
den. Es kann aber schrittweise auf Basis des Residuums nach folgender Vorschrift generiert
werden:

p0 = r0, pk+1 = rk+1 + γkpk mit γk = −(Ark+1, pk)

(Apk, pk)
, k ≥ 0.
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2.4 Gradientenverfahren

Lemma 2.29. Sei rj 6= 0 für j ≤ k. Dann gilt

(i) (rk, pj) = 0 für alle j < k,

(ii) (rk, rj) = 0 für alle j < k,

(iii) die Vektoren {p0, . . . , pk} sind paarweise A-konjugiert.

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass

(rk, pk−1) = (rk−1 − αk−1Apk−1, pk−1) = (rk−1, pk−1)− αk−1(Apk−1, pk−1) = 0 (2.14)

nach Wahl von αk−1. Wir zeigen die Behauptung per Induktion über k. Für k = 1 erhält
man (i) und (ii) aus (2.14), (iii) folgt aus

(Ap1, p0) = (Ar1, p0) + γ0(Ap0, p0) = 0.

Die Behauptung sei wahr für ein k. Dann erhält man (i) für j = k aus (2.14). Für 0 ≤ j < k
folgt (i) mit der Induktionsannahme aus

(rk+1, pj) = (rk − αkApk, pj) = (rk, pj)︸ ︷︷ ︸
=0

−αk (Apk, pj)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.

Wegen rj = pj−γj−1pj−1, 0 < j < k+ 1, erhält man ferner (ii) aus (i). Die A-Konjugiertheit
von pk und pk+1 folgt wegen

(Apk+1, pk) = (Ark+1, pk) + γk(Apk, pk) = 0.

Für 0 ≤ j < k folgt mit der Induktionsannahme

(Apk+1, pj) = (Ark+1, pj) + γk(Apk, pj) = (Ark+1, pj)

und wegen (ii)

αj(Ark+1, pj) = αj(rk+1, Apj) = (rk+1, rj − rj+1) = (rk+1, rj)︸ ︷︷ ︸
=0

− (rk+1, rj+1)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.

Dabei ist α0 = ‖r0‖2
2/(Ar0, r0) 6= 0 und für j > 0 kann αj nicht verschwinden, weil sonst

(rj, pj) = (rj+1, pj) = 0 und somit

0 = (pj, rj) = (rj + γj−1pj−1, rj) = (rj, rj) + γj−1 (pj−1, rj)︸ ︷︷ ︸
=0

= ‖rj‖2

wäre. Dies widerspricht aber der Vorraussetzung.

Im folgenden Lemma stellen wir eine Beziehung des CG-Verfahren zum Krylov-Raum
Kk(A, r0) her.

Lemma 2.30. Sei rj 6= 0 für j < k. Dann gilt

xk ∈ x0 +Kk(A, r0) (2.15)

und
span {p0, . . . , pk−1} = span {r0, . . . , rk−1} = Kk(A, r0). (2.16)
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Beweis. Wir zeigen den Beweis per Induktion über k. Für k = 1 sind (2.15) und (2.16)
offenbar wahr. Aus pk = rk + γk−1pk−1 erhält man

span {p0, . . . , pk} = span {r0, . . . , rk}.

Mit rk = rk−1 − αk−1Apk−1 sieht man

span {r0, . . . , rk} = Kk+1(A, r0).

(2.15) folgt nun aus xk+1 = xk + αkpk.

Bemerkung. Die Wahl der Parameter nach Fletcher-Reeves

αk =
(rk, rk)

(Apk, pk)
, γk =

(rk+1, rk+1)

(rk, rk)

liefert wegen der Orthogonalitätsbeziehung von Lemma 2.29 ein mathematisch äquivalentes
Verfahren, das sich in der Praxis allerdings als stabiler und effizienter erweist.

Algorithmus 2.31 (CG-Verfahren).
Input: A ∈ Kn×n positiv-definit bzgl. (·, ·), b, x0 ∈ Kn und Fehlertoleranz ε > 0
Output: Folge {xk}k∈N von Approximationen an die Lösung von Ax = b

p0 := r0 = b− Ax0;
k = 0;
do {

αk = (rk,rk)
(Apk,pk)

;
xk+1 = xk + αkpk;
rk+1 = rk − αkApk;
γk = (rk+1,rk+1)

(rk,rk)
;

pk+1 = rk+1 + γkpk;
k = k + 1;

} while (‖rk‖ > ε‖b‖);

Die Iterierten xk des CG-Verfahrens erweisen sich als Bestapproximationen an x im Krylov-
Raum Kk(A, r0); vgl. Lemma 2.10. Das CG-Verfahren ist also eine andere Realisierung der
FOM im positiv-definiten Fall.

Lemma 2.32. Es gilt
‖x− xk‖A = min

y∈x0+Kk(A,r0)
‖x− y‖A.

Insbesondere gilt wegen Kk(A, r0) ⊂ Kk+1(A, r0), dass ‖xk+1 − x‖A ≤ ‖xk − x‖A. Das CG-
Verfahren ist also monoton.

Beweis. Nach Lemma 2.30 wissen wir, dass xk ∈ x0 +Kk(A, r0). Für y ∈ x0 +Kk(A, r0) setze
δ := xk − y ∈ Kk(A, r0). Dann gilt

‖x− y‖2
A = ‖x− xk + xk − y‖2

A = ‖x− xk‖2
A + ‖δ‖2

A + 2Re (A(x− xk)︸ ︷︷ ︸
rk

, δ).
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Nach Lemma 2.30 ist δ ∈ Kk(A, r0) = span {p0, . . . , pk−1}, und Lemma 2.29 impliziert
(rk, δ) = 0. Also wird das Minimum von

‖x− y‖2
A = ‖x− xk‖2

A + ‖δ‖2
A

genau für δ = 0 ⇐⇒ y = xk angenommen.

Weil normalerweise eine Genauigkeit ε > 0 der Iterierten xk ausreichend ist, werden in
Algorithmus 2.31 oft weniger als n Schritte ausgeführt. Um die Anzahl der Schritte, die
für eine vorgegebene Genauigkeit benötigt werden, abzuschätzen, geben wir die folgende
Fehlerabschätzung an.

Satz 2.33. Ist A ∈ Kn×n positiv-definit bzgl. (·, ·), so konvergiert das CG-Verfahren und es
gilt

‖x− xk‖A ≤ 2

(√
cond(A)− 1√
cond(A) + 1

)k

‖x− x0‖A, k = 1, . . . , n− 1.

Beweis. Nach Lemma 2.30 gilt xk = x0 + pk(A)r0 für ein pk ∈ Πk−1 und somit

x− xk = x− x0 − pk(A)A(x− x0) = q(A)(x− x0), q(x) := 1− x pk(x).

Es gilt q ∈ Π̃k := {p ∈ Πk : p(0) = 1}. Ferner gilt nach Lemma 2.32

‖x− xk‖A = min
p∈Π̃k

‖p(A)(x− x0)‖A.

Sei v1, . . . , vn eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten λ1 ≤ . . . ≤ λn
von A und x− x0 =

∑n
i=1 βivi. Dann folgt aus

p(A)(x− x0) =
n∑
i=1

βip(A)vi =
n∑
i=1

βip(λi)vi,

dass

‖p(A)(x− x0)‖2
A = (p(A)(x− x0), p(A)(x− x0))A =

n∑
i,j=1

βiαjp(λi)p(λj)(vi, vj)A

=
n∑
i=1

|βi|2|p(λi)|2 ≤ max
i=1,...,n

|p(λi)|2
n∑
i=1

|βi|2

= max
i=1,...,n

|p(λi)|2 ‖x− x0‖2
A

und somit
‖x− xk‖A ≤ min

p∈Π̃k

max
i=1,...,n

|p(λi)| ‖x− x0‖A.

Daher genügt es, ein Polynom in Π̃k zu finden, das die gewünschte Abschätzung liefert. Ist
λn = λ1, so existiert p ∈ Π̃k mit p(λ1) = 0, was ‖x − xk‖A = 0 zeigt. Im Fall λn > λ1

verwenden wir nach Satz 2.18 das Tschebyscheff-Polynom

T̂k(x) =
Tk(t(x))

Tk(t0)
∈ Π̃k, t(x) = 1− 2

x− λ1

λn − λ1

, t0 := t(0) =
λn + λ1

λn − λ1

> 1. (2.17)
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Nach Satz 2.17 (vi) gilt

Tk(t0) ≥ 1

2

(
t0 +

√
t20 − 1

)k
=

1

2


√

λn
λ1

+ 1√
λn
λ1
− 1

k

und nach Satz 2.17 (ii)

max
i=1,...,n

|T̂k(λi)| ≤
1

Tk(t0)
≤ 2

(√
cond(A)− 1√
cond(A) + 1

)k

.

Bemerkung. Will man mit Hilfe des CG-Verfahrens die exakte Lösung berechnen, so müs-
sen höchstens n Schritte durchgeführt werden, von denen jeder nur eine Multiplikation von A
mit einem Vektor benötigt. Ist A schwachbesetzt, so genügen O(n) Operationen pro Iterati-
onsschritt. Ist ferner eine Genauigkeit ε > 0 der Approximation an die Lösung ausreichend, so
gilt nach dem letzten Satz ‖x−xk‖A ≤ 2ηk‖x−x0‖A mit einem η < 1. Wegen log 1/x ≥ 1−x
für alle 0 < x < 1 gilt für

k ≥
√

cond(A) + 1

2
| log ε/2| = 1

1− η
| log ε/2| ≥ | log ε/2|

log 1/η
= logη(ε/2),

dass 2γk < ε. Also werden k ∼
√

cond(A) | log ε| Schritte benötigt, um einen relativen
Fehler ε für xk bei x0 = 0 zu garantieren. In diesem Fall ist die Gesamtkomplexität von der
Ordnung n

√
cond(A) | log ε|.

Wir wollen die Konvergenz des in Algorithmus 2.31 vorgestellten Verfahrens der konju-
gierten Gradienten genauer untersuchen. Nach Satz 2.33 spielt für die Konvergenzgeschwin-
digkeit des CG-Verfahrens das Verhältnis von größtem zu kleinstem Eigenwert von A eine
entscheidende Rolle. Man beobachtet jedoch, dass wenige kleine Eigenwerte λ′i, i = 1, . . . , p,
und wenige große Eigenwerte λ′′j , j = 1, . . . , q, (sog. “outliers”) die Konvergenzgeschwindig-
keit nicht beeinflussen. Um diesen Effekt zu analysieren, schreiben wir das Spektrum von A
in der Form

σ(A) =

(
p⋃
i=1

λ′i

)
∪M ∪

(
q⋃
j=1

λ′′j

)
, M ⊂ [a, b],

mit 0 < λ′i < a, i = 1, . . . , p, und b < λ′′j , j = 1, . . . , q. Die folgende Fehlerabschätzung
zeigt, dass p+ q zusätzliche Schritte nötig sind, um die p kleinsten und q größten Eigenwerte
abzuarbeiten. Danach konvergiert das CG-Verfahren, als wäre das Spektrum in [a, b] ent-
halten, d.h. anstelle von cond(A) = λmax/λmin wird die Konvergenzrate durch das kleinere
Verhältnis b/a bestimmt.

Satz 2.34. Sei A ∈ Kn×n positiv-definit bzgl. (·, ·). Für den Fehler des CG-Verfahrens gilt

‖x− xk‖A ≤ 2(cond(A) + 1)p

(√
b/a− 1√
b/a+ 1

)k−p−q

‖x− x0‖A, k = p+ q, . . . , n− 1.
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Beweis. Anstelle von (2.17) wählen wir

T̂k(x) =
Tk(t(x))

Tk(t0)

p∏
i=1

(
1− x

λ′i

) q∏
j=1

(
1− x

λ′′j

)
∈ Π̃k+p+q

mit
t(x) = 2

x− a
b− a

− 1 und t0 := t(0) =
b+ a

b− a
> 1.

Weil für λ ∈ {λ′1, . . . , λ′p, λ′′1, . . . , λ′′q} gilt
p∏
i=1

(
1− λ

λ′i

) q∏
j=1

(
1− λ

λ′′j

)
= 0

und für x ∈ [a, b] ∣∣∣∣1− x

λ′i

∣∣∣∣ ≤ cond(A) + 1 und
∣∣∣∣1− x

λ′′j

∣∣∣∣ ≤ 1,

folgt

max
λ∈σ(A)

|T̂k(λ)| ≤ max
x∈[a,b]

|T̂k(x)| ≤ (cond(A) + 1)p max
x∈[a,b]

|Tk(t(x))|
|Tk(t0)|

≤ 2(cond(A) + 1)p

(√
b/a− 1√
b/a+ 1

)k

.

Daher gilt

‖xk+p+q − x‖A ≤ min
ξ∈Π̃k+p+q

max
λ∈σ(A)

|ξ(λ)| ≤ max
λ∈σ(A)

|T̂k(λ)| ≤ 2(cond(A) + 1)p

(√
b/a− 1√
b/a+ 1

)k

und somit die Behauptung.

2.4.4 Das vorkonditionierte CG-Verfahren (PCG)

Seien A und C positiv-definit bzgl. des Skalarproduktes (·, ·). Wir wollen wieder vorkondi-
tionierte Systeme mit Koeffizientenmatrix CA bzw. AC betrachten. Um das CG-Verfahren
anwenden zu können, müssen diese Matrizen aber positiv-definit sein. Im Allgemeinen wer-
den aber weder AC noch CA selbstadjungiert bzgl. (·, ·) sein. Allerdings ist die Matrix CA
positiv-definit bzgl. (x, y)C−1 := (C−1x, y), weil für x, y ∈ Kn gilt

(CAx, y)C−1 = (Ax, y) = (x,Ay) = (CC−1x,Ay) = (C−1x,CAy) = (x,CAy)C−1 .

Insbesondere gilt (CAx, x)C−1 = (Ax, x) > 0 für x 6= 0. Anstelle von linken Vorkonditionieren
kann man auch rechte Vorkonditionierer betrachten. Dann ist AC positiv-definit bzgl. (·, ·)C ,
weil für x, y ∈ Kn gilt

(ACx, y)C = (CACx, y) = (ACx,Cy) = (Cx,ACy) = (x,ACy)C ,

und es ist (ACx, x)C = (ACx,Cx) > 0, x 6= 0. Die symmetrische Vorkonditionierung
C1/2AC1/2 erhält die Positivität von A, bedarf aber der Berechnung von C1/2.

Wir werden uns beim vorkonditionierten Gradienten-Verfahren (PCG) auf rechte
Vorkonditionierer konzentrieren, d.h. wir wenden das CG-Verfahren bzgl. des Skalarproduk-
tes (·, ·)C auf die Systemmatrix AC an. Die entsprechenden Variablen kennzeichnen wir
jeweils durch ·̃. Der folgende Algorithmus ergibt sich aus dem CG-Verfahren durch Ersetzen
der Variablen p̃k und x̃k durch pk := Cp̃k und xk := Cx̃k.
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Algorithmus 2.35 (PCG-Verfahren).
Input: A,C positiv-definit bzgl. (·, ·), b, x0 ∈ Kn und Fehlertoleranz ε > 0
Output: Folge {xk}k∈N von Approximationen an die Lösung von Ax = b

r0 = b− Ax0, p0 = v0 = Cr0 und ρ0 = (v0, r0);
k = 0;
do {

wk = Apk;
xk+1 = xk + αkpk, wobei αk = ρk

(pk,wk)
;

rk+1 = rk − αkwk;
vk+1 = Crk+1;
ρk+1 = (vk+1, rk+1);
pk+1 = vk+1 + γkpk, wobei γk := ρk+1

ρk
;

k = k + 1;
} while (‖rk‖ > ε‖b‖);

Die durch (·, ·)C induzierte Energie-Norm stimmt mit ‖·‖CAC überein. Berücksichtigt man
die Umbenennung der Variablen, so erhält man aus Satz 2.33 wieder die Abschätzungen bzgl.
derselben Norm ‖ · ‖A. Auch Satz 2.34 gilt entsprechend mit den Eigenwerten von AC.

Satz 2.36. Für den Fehler des vorkonditionieren konjugierten Gradienten-Verfahrens gilt

‖xk − x‖A ≤ 2

(√
κ− 1√
κ+ 1

)k
‖x0 − x‖A, k = 0, . . . , n− 1,

wobei κ := λmax(AC)/λmin(AC).

Man beachte, dass in Satz 2.33 die Konditionszahl durch κ = λmax(AC)/λmin(AC) zu
ersetzen ist. Diese beiden Ausdrücke stimmen nicht überein, weil AC im Allgemeinen nicht
hermitesch ist. Das folgende Lemma stellt dabei sicher, dass die Eigenwerte von AC bzw.
CA reell sind.

Lemma 2.37. Seien A ∈ Kn×n positiv-definit und B ∈ Kn×n hermitesch. Dann sind die
Eigenwerte von AB und BA reell.

Beweis. Sei BAx = λx mit x 6= 0. Multiplikation mit xHA von links ergibt

xHABAx = λxHAx ⇐⇒ xHABAx = λxHAx.

Hieraus folgt (λ − λ)xHAx = 0. Wegen x 6= 0 ist xHAx 6= 0. Also ist λ reell. Wegen
σ(BA) \ {0} = σ(AB) \ {0} sind auch die Eigenwerte von BA reell.

Gelingt es mit Hilfe eines passenden Vorkonditionierers, κ unabhängig von n zu beschrän-
ken, so existiert nach dem letzten Satz eine von n unabhängige Konstante 0 < η < 1, so
dass

‖x− xk‖A ≤ 2ηk‖x− x0‖A.
Eine vorgegebene relative Genauigkeit ε > 0 wird also nach k ∼ | log ε| Schritten erreicht.
Wenn man berücksichtigt, dass ε üblicherweise von n abhängt, sind dies O(log n) Schritte.
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Bemerkung. Die nicht-hermitesche Matrix A ∈ Km×n habe vollen Rang. Wir betrachten
das lineare Gleichungssystem Ax = b bei gegebener rechter Seite b ∈ ImA. Eines der ein-
fachsten Verfahren zur Lösung eines solchen Systems, das CGN-Verfahren, erhält man
durch Anwendung des CG-Verfahrens auf die Normalengleichungen

AHAx = AHb.

Die positiv-definite Matrix AHA wird dabei nicht explizit berechnet, sondern geht in das
Verfahren nur durch zwei Matrix-Vektor-Multiplikationen AHAv = AH(Av) ein.
Wir wissen bereits, dass ‖z − x‖AHA durch z = xk minimiert wird. Wegen

‖Az − b‖2
2 = ‖A(z − x)‖2

2 = (AHA(z − x), z − x) = ‖z − x‖2
AHA

minimiert xk daher wie beim GMRES-Verfahren auch das Residuum. CGN und GMRES sind
trotz dieser gemeinsamen Eigenschaft wegen der unterschiedlichen Definition der Krylov-
Räume jedoch nicht äquivalent. Die Konvergenz von GMRES hängt von der Verteilung der
Eigenwerte von A ab, während CGN von den Eigenwerten von AHA also den Singulärwerten
von A bestimmt ist. Daher eignet sich das Verfahren besonders, wenn die Singulärwerte statt
der Eigenwerte geclustert sind. Ferner gilt

‖rk‖2 ≤ 2

(
cond(A)− 1

cond(A) + 1

)k
‖r0‖2.

Im Vergleich zum CG-Verfahren ist hier also die Kondition quadriert.

2.5 Vorkonditionierer

Die Konvergenzgeschwindigkeit der in diesem Kapitel vorgestellten Iterationsverfahren zur
Lösung von Gleichungssystemen Ax = b ist durch die das Spektrum von A bestimmt. Wir
hatten bereits erwähnt, dass mit Hilfe von Vorkonditionierern die Konvergenzeigenschaften
verbessert werden können.
Die Kondition einer Matrix kann schon für kleine Dimensionen sehr groß sein. In diesem

Fall ist man an einem Vorkonditionierer für eine feste Matrixdimension interessiert. Üblicher-
weise steigt die Konditionszahl aber erst für wachsende Problemgrößen. In diesem Fall hängt
die Konvergenzgeschwindigkeit von n ab. Daher ist es unerlässlich, die Spektraleigenschaften
von Folgen von Matrizen zu untersuchen.

Definition 2.38. Zwei Folgen {An}n∈N, {Cn}n∈N positiv-definiter Matrizen An, Cn ∈ Kn×n

heißen spektraläquivalent, falls für jedes nKonstanten γn,Γn > 0 mit Γn/γn < c existieren,
so dass

γn(Cnx, x) ≤ (Anx, x) ≤ Γn(Cnx, x) für alle x ∈ Kn

mit einer von n unabhängigen Konstanten c > 0.

Nach dem folgenden Lemma ist die Konvergenzrate des PCG-Verfahrens genau dann un-
abhängig von n, wenn Systemmatrix und Vorkonditionierer spektraläquivalent sind.
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Lemma 2.39. {An}n∈N und {Cn}n∈N sind genau dann spektraläquivalent, wenn

λmax (AnC
−1
n )

λmin (AnC−1
n )

unabhängig von n beschränkt ist.

Beweis. Übungsaufgabe

Wir wollen einige Vorkonditionierungstechniken, die im Zusammenhang mit Differential-
gleichungen verwendet werden, vorstellen.

2.5.1 ILU-Vorkonditionierer

Sei A ∈ Kn×n eine schwachbesetzte Matrix. Wir wissen bereits, dass eine LR-Zerlegung von A
im Allgemeinen vollbesetzt ist. Diesen Effekt umgeht man, indem Einträge außerhalb eines
vorgegebenen Besetzungsmusters P ⊂ I × I mit (i, i) ∈ P für alle i ∈ I := {1, . . . , n}
künstlich auf Null gesetzt werden (sog. “Dropping”). Für P kann beispielsweise das Beset-
zungsmuster von A

PA := {(i, j) : aij 6= 0}
verwendet werden. Unter einer unvollständigen LR-Zerlegung (engl. incomplete LU fac-
torization) versteht man eine Zerlegung

A = LR + E

mit (normierter) unterer und oberer Dreiecksmatrix L bzw. R, so dass

`ij = 0 = rij, (i, j) 6∈ P, und eij = 0, (i, j) ∈ P.

Die Einträge des Fehlers E = A − LR verschwinden also auf dem Besetzungsmuster P
und die Einträge von L und R an den übrigen Positionen. Abhängig von der Wahl des
Besetzungsmusters P kann ein kleiner oder ein großer Fehler E erwartet werden. Ist P = I×I,
so reproduzieren wir die gewöhnliche LR-Zerlegung und es ist E = 0. Umgekehrt kann auch
bei vorgegebener Genauigkeit das Besetzungsmuster adaptiert werden.

Algorithmus 2.40 (ILU-Zerlegung).
for k = 1, . . . , n− 1

for i = k + 1, . . . , n
if (i, k) ∈ P {

aik := aik/akk;
for j = k + 1, . . . , n

if (i, j) ∈ P then aij := aij − aikakj;
}

Als Ergebnis des Algorithmus definieren wir L und R durch

`ij =


aij, (i, j) ∈ P und i > j,

1, i = j,

0, sonst,
und rij =

{
aij, (i, j) ∈ P und j ≥ i,

0, sonst.
(2.18)
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Bemerkung. Die Berechnung der ILU-Zerlegung benötigt O(n) Operationen und O(n)
Speicher. Zur Vorkonditionierung von A kann somit C := (LR)−1 = R−1L−1 als Vorkon-
ditionierer verwendet werden. Dabei ist zu berücksichtigen, dass die Inversen nicht explizit
berechnet werden müssen. Es genügt, sie durch Vorwärts- bzw. Rückwärtssubstitution an-
zuwenden.

Satz 2.41. Sei P ⊃ PA. Das obige Verfahren breche nicht vorzeitig ab. Dann sind die
Faktoren L und R regulär und eij = 0 für (i, j) ∈ P .

Beweis. Im k-ten Schritt des obigen Algorithmus gilt

A(k) = LkA
(k−1) − E(k) (2.19)

mit A(0) = A und der Gauß-Matrix Lk := I − `keTk ,

`k :=
1

a
(k−1)
kk

[0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, a
(k−1)
k+1,k, . . . , a

(k−1)
nk ]T .

Die Matrix E(k) enthält die im k-ten Schritt künstlich zu Null gesetzten Einträge. Für die
in (2.18) definierten Matrizen gilt L = (Ln−1 · . . . · L1)−1 und R = A(n−1). Also erhält man
aus (2.19)

R = L−1A− F, F := Ln−1 · . . . · L2E
(1) + . . .+ Ln−1E

(n−2) + E(n−1).

Weil im k-ten Schritt nur unterhalb der k-ten Zeile von A(k−1) Einträge zu Null gesetzt
werden, gilt eTi E(k) = 0, i = 1, . . . , k. Hieraus folgt sofort

Ln−1 · . . . · Lk+1E
(k) = Ln−1 · . . . · L1E

(k)

mit der Konsequenz, dass F = Ln−1 · . . . · L1E, wobei E := E(1) + E(2) + . . . + E(n−1). Wir
erhalten also die gewünschte Zerlegung

A = LR + E,

bei der E an den Positionen aus P verschwindet.

Bemerkung. Der letzte Beweis zeigt, dass in E die während des Algorithmus zu Null ge-
setzten Einträge stehen.

Für sog. M-Matrizen kann garantiert werden, dass obiger Algorithmus nicht vorzeitig
abbricht. Wir verwenden die Notation A ≥ 0 ⇐⇒ aij ≥ 0, i, j = 1, . . . , n.

Definition 2.42. Eine invertierbare Matrix A ∈ Rn×n heißt M -Matrix, falls

(i) aij ≤ 0 für alle i 6= j,

(ii) A−1 ≥ 0.
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Bemerkung.

(i) Man kann zeigen, dass die Finite-Differenzen-Diskretisierungen des negativen Laplace-
Operators aus Beispiel 2.2 M -Matrizen sind.

(ii) Mit der zweiten Bedingung A−1 ≥ 0 folgt aus Ax ≤ Ay, dass x ≤ y.

(iii) Sei ai := Aei die i-te Spalte von A. Wäre ai ≤ 0, so hätte man ei ≤ 0 nach (ii). Aus
diesem Widerspruch erhält man, dass die Diagonaleinträge aii von M -Matrizen positiv
sind.

Weil der Eintrag a11 einerM -Matrix A positiv ist, kann der erste Eliminationsschritt ohne
Pivotisierung durchgeführt werden. Dann hat die erste Gauß-Matrix die Gestalt

L1 = I − `1e
T
1 , `1 :=

1

a11


0
a21
...
an1

 .
Lemma 2.43. Sei A eineM -Matrix. Dann sind sowohl L1A als auch die Matrix, die aus L1A
durch Löschen der ersten Spalte und ersten Zeile entsteht, M -Matrizen.

Beweis. Weil L1 und A regulär sind, ist auch B := L1A regulär. Die erste Zeile von B
und A stimmen überein. Die Außerdiagonaleinträge der ersten Spalte von B verschwinden.
Für i, j = 2, . . . , n, i 6= j, ist

bij = aij −
ai1a1j

a11

≤ 0.

Schließlich ist
B−1 = A−1L−1

1 = A−1(I + `1e
T
1 )

und daher

B−1e1 =
1

a11

A−1

a11
...
an1

 =
1

a11

e1 ≥ 0

und B−1ej = A−1ej ≥ 0 für j ≥ 2. Also ist B−1 ≥ 0 und B somit eine M -Matrix.
Mit der Zerlegung

B =

[
a11 aT

0 B̂

]
, a :=

a12
...
a1n

 ,
sieht man, dass mit B auch B̂ regulär ist. Es bleibt also zu zeigen, dass B̂−1 ≥ 0. Dies folgt
aber aus

0 ≤ B−1 =

[
1/a11 −aT (Â(1))−1/a11

0 B̂−1

]
.

Das folgende Lemma analysiert den Einfluss des Droppings auf dieM -Matrix-Eigenschaft.
Jeder zu Null gesetzte Eintrag ist nicht-positiv, d.h. man erhält

A(1) = L1A− E ≥ L1A

mit eii = 0 und eij ≤ 0, i 6= j. Wir geben die Aussage ohne Beweis an.
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2.5 Vorkonditionierer

Lemma 2.44. Sei A eine M -Matrix, und B ≥ A erfülle bij ≤ 0, i 6= j. Dann ist auch B
eine M -Matrix und B−1 ≤ A−1.

Der nächste Schritt kann nun durchgeführt werden, bis die unvollständige LR-Zerlegung
von A berechnet ist. Zusammenfassend erhalten wir in Ergänzung zu Satz 2.41:

Satz 2.45. Sei A eine M -Matrix. Dann bricht Algorithmus 2.40 nicht vorzeitig ab. Die
berechneten Faktoren L und R sind regulär, E = A− LR ≤ 0 und (LR)−1 ≥ 0.

Beweis. Für M -Matrizen ist jedes E(k) in (2.19) nicht-positiv. Daher gilt auch für die Sum-
me E ≤ 0. Wegen

LR = A− E ≥ A

ist nach Lemma 2.44 auch LR eine M -Matrix und daher (LR)−1 ≥ 0.

Natürlich kann analog zur LR-Zerlegung auch eine unvollständige Choleky-Zerlegung (IC)
bestimmt werden. Dann gilt A = LLT +E, und neben der linken- bzw. rechten Vorkonditio-
nierung mit C := (LLT )−1 = L−TL−1 kann auch das CG-Verfahren auf die positiv-definite
Matrix L−1AL−T (symmetrische Vorkonditionierung) angewendet werden.

2.5.2 Approximative-Inverse-Vorkonditionierer

Ähnlich wie bei der LR-Zerlegung ist auch die Inverse einer schwachbesetzten Matrix im
Allgemeinen vollbesetzt. Ziel der Approximative-Inverse-Vorkonditionierer ist es, C ∈
Kn×n mit Besetzungsmuster P , d.h. cij = 0 für (i, j) 6∈ P , so zu finden, dass das Funktional

f(C) := ‖I − AC‖2
F

minimiert wird.
Bei Abstiegsverfahren (vgl. Abschnitt 2.4) wird ausgehend von C ein neues C ′ in Rich-

tung G ∈ Kn×n gesucht:
C ′ = C + αG.

Der Parameter α wird als Minimum des Funktionals f bestimmt. Wir wissen bereits, dass
die Minimierung des Residuums R := I−AC äquivalent mit der Bedingung R−αAG ⊥ AG
ist. Hieraus folgt

α =
(R,AG)

‖AG‖2
F

,

wobei

(A,B) := traceBHA =
n∑

i,j=1

aijbij

das die Frobenius-Norm induzierende Skalarprodukt auf Kn×n bezeichnet. Durch diesen Up-
date füllt die Matrix C auf, so dass Einträge außerhalb des Besetzungsmusters P verworfen
werden müssen. Dann gilt aber nicht mehr, dass f(C ′) ≤ f(C) ist.
Eine mögliche Wahl für die Richtung ist das Residuum G = R. Eine andere Möglichkeit

ist der steilste Abstieg, d.h. die Richtung des negativen Gradienten −∇f = 2AHR.
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2 Iterative Lösungsverfahren

Wegen

f(C) =
n∑
j=1

‖ej − Acj‖2
2,

wobei cj die j-te Spalte von C bezeichnet, kann man neben der globalen Minimierung auch
jede der Funktionen

fj(c) := ‖ej − Ac‖2
2, j = 1, . . . , n,

einzeln minimieren. Dieser Zugang eignet sich insbesondere für eine Parallelisierung.
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3 Numerische Behandlung von
Eigenwertproblemen

Wir betrachten quadratische Matrizen A ∈ Cn×n. Das algebraische Polynom

χA(λ) := det(A− λI)

über C vom Grad n wird als charakteristische Polynom von A bezeichnet. Jede Nullstelle
λ ∈ C von χA wird als Eigenwert von A bezeichnet. Die algebraische Vielfachheit eines
Eigenwertes λ ist die Vielfachheit der Nullstelle λ des charakteristischen Polynoms. Die
Menge aller Eigenwerte von A heißt Spektrum σ(A) ⊂ C. Jeder Vektor x ∈ Cn \ {0} mit

Ax = λx (3.1)

heißt Eigenvektor. Die Dimension des durch die Eigenvektoren zum Eigenwert λ aufge-
spannten Raums wird als geometrische Vielfachheit von λ bezeichnet.
Nach dem Abel-Ruffini-Theorem können die Nullstellen eines Polynoms im Fall n > 4 nicht

durch eine endliche Folge von arithmetischen Operationen und Wurzeln berechnet werden.
Daher werden wir in diesem Kapitel ausschließlich iterative Verfahren zur numerischen Lö-
sung von (3.1) behandeln. Die wahre Schwierigkeit besteht aber in der effizienten Behandlung
großdimensionierter Eigenwertprobleme.

Bemerkung. Die Bedeutung der numerischen Berechnung von Eigenwerten im Zusammen-
hang mit Eigenschwingungen von Gebäuden kann man am Beispiel der Tacoma Narrows
Brücke sehen. Interessant ist auch die ARD-Sendung zu Brücken.

3.1 Theoretische Grundlagen

Das folgende Resultat ist die Grundlage für viele Algorithmen zur numerischen Berechnung
von Eigenwerten.

Satz 3.1. Sind A,B ∈ Cn×n ähnlich, d.h. existiert T ∈ Cn×n mit B = T−1AT , so stimmen
die Eigenwerte von A und B überein.

Beweis. Für alle λ ∈ C gilt

χB(λ) = det(T−1AT − λI) = det(T−1(A− λI)T ) = det(T−1)det(A− λI)det(T )

=
detT
detT

det(A− λI) = χA(λ).
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3 Numerische Behandlung von Eigenwertproblemen

Die Idee vieler numerischer Verfahren ist es, eine Folge von Matrizen {Tn}n∈N zu konstru-
ieren, so dass {T−1

n ATn}n∈N gegen eine Matrix D konvergiert, deren Eigenwerte leicht zu
bestimmen sind. Wie wir später sehen werden, hängen die Eigenwerte stetig von der Matrix
ab. Daher stimmen die Eigenwerte von D und A überein.
Der folgende Satz besagt, dass jede Matrix unitär ähnlich zu einer (komplexen) oberen

Dreiecksmatrix ist.

Satz 3.2 (Schur). Zu A ∈ Cn×n existiert U ∈ Cn×n unitär, so dass UHAU eine obere
Dreiecksmatrix ist.

Beweis. Für n = 1 ist die Aussage trivial. Wir nehmen an, sie sei für n − 1 gezeigt. Es
existiert mindestens ein Eigenpaar (λ, x) von A. Außerdem gibt es nach Householder eine
unitäre Matrix Q ∈ Cn×n mit Qx = αe1, α = ‖x‖2 6= 0. Dann gilt

λαe1 = λQx = QAx = QAQHQx = α(QAQH)e1

und somit QAQHe1 = λe1, d.h.

QAQH =

[
λ wT

0 B

]
.

Die (n−1)×(n−1)-Matrix B hat nach Induktionsvorraussetzung die Zerlegung B = PSPH

mit oberer Dreiecksmatrix S und P unitär. Wir definieren

P̂ =

[
1 0
0 P

]
.

Dann ist auch P̂ unitär, und es gilt

A = QHP̂

[
λ wTP
0 S

]
(QHP̂ )H .

Weil mit QH und P̂ auch das Produkt QHP̂ unitär ist, folgt die Behauptung.

Die Zerlegung A = URUH mit U unitär und R obere Dreiecksmatrix heißt Schur-
Zerlegung. Wegen der Ähnlichkeit von A und R sind die Diagonaleinträge von R die Eigen-
werte von A. Eine ähnliche Zerlegung ist die aus der Linearen Algebra bekannte Jordansche
Normalenform. Diese verwendet aber keine unitäre Ähnlichkeit und ist deshalb für numeri-
sche Zwecke schwierig zu behandeln.
Ein reelles Analogon (C wird durch R ersetzt und unitär durch orthogonal) zu letztem

Satz kann nicht existieren, weil reelle Matrizen auch komplexe Eigenwerte besitzen können.
Diese treten jedoch in komplex-konjugierten Paaren auf, weil mit A ∈ Rn×n aus Ax = λx
folgt Ax = Ax = λx = λx. Daher kann man folgendes Resultat zeigen.

Satz 3.3. Sei A ∈ Rn×n. Dann existiert ein Q ∈ Rn×n orthogonal, so dass QTAQ eine reelle
obere Blockdreiecksmatrix mit entweder 1 × 1 oder 2 × 2-Blöcken auf der Blockdiagonalen
ist. Sind die Eigenwerte ausschließlich reell, ist QTAQ eine obere Dreiecksmatrix.

Im Folgenden untersuchen wir Matrizen, für die R in der Schur-Zerlegung als diagonal
angenommen werden darf.
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3.1 Theoretische Grundlagen

Definition 3.4. Eine Matrix A ∈ Cn×n heißt diagonalisierbar, falls sie zu einer Dia-
gonalmatrix D ähnlich ist. Ist D zusätzlich reell, so wird A als reell diagonalisierbar
bezeichnet. Man nennt A unitär diagonalisierbar, falls A mit einer unitären Ähnlichkeits-
transformation diagonalisierbar ist.

Satz 3.5. Eine Matrix A ∈ Cn×n ist genau dann normal, d.h. es gilt AAH = AHA, wenn
A unitär diagonalisierbar ist.

Für den Beweis von Satz 3.5 benötigen wir die beiden folgenden Lemmata.

Lemma 3.6. Jede normale Dreiecksmatrix ist diagonal.

Beweis. Sei A eine obere Dreiecksmatrix und normal. Der Vergleich der Diagonalelemente
von AHA und AAH ergibt

|a11|2 = (AHA)11 = (AAH)11 =
n∑
j=1

|a1j|2.

Daher verschwindet die erste Zeile von A bis auf das Diagonalelement. Das gleiche Argument
wende man nun sukzessive auf die übrigen Zeilen an.

Lemma 3.7. Sei U ∈ Cn×n unitär. Die Matrix A ∈ Cn×n ist genau dann normal, wenn
UHAU normal ist.

Beweis. Es gelten

(UHAU)H(UHAU) = UHAHUUHAU = UHAHAU und UHAAHU = (UHAU)(UHAU)H .

Beweis von Satz 3.5. Ist A unitär diagonalsierbar, so existiert U unitär und D diagonal mit
A = UDUH . Dann gilt

AHA = UDHUHUDUH = UDHDUH = UDDHUH = UDUHUDHUH = AAH .

Ist umgekehrt A normal, so gilt nach der komplexen Schur-Zerlegung UHAU = R mit einer
oberen Dreiecksmatrix R und einer unitären Matrix U . R ist nach Lemma 3.7 normal und
nach Lemma 3.6 diagonal.

Man beachte, dass die Eigenvektoren und die Eigenwerte in Satz 3.5 im Allgemeinen
komplex sind, selbst wenn A ∈ Rn×n gilt.

Beispiel 3.8. Die reelle Matrix

A =

[
0 1
−1 0

]
ist normal und besitzt die Spektralzerlegung A = UDUH mit

U =
1√
2

[
1 1
i −i

]
und D =

[
i
−i

]
.
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3 Numerische Behandlung von Eigenwertproblemen

Hermitesche Matrizen sind offenbar normal. Die einschränkende Bedingung ist im folgen-
den Satz formuliert.

Satz 3.9. Eine Matrix A ∈ Cn×n ist genau dann normal und hat reelle Eigenwerte, wenn A
hermitesch ist.

Beweis. Sei A hermitesch. Dann ist A normal und nach Satz 3.5 gilt A = UDUH mit
unitärem U und diagonalem D. Aus AH = A folgt DH = D. Also ist D reell. Die Umkehrung
ergibt sich analog.

Das folgende Resultat aus der Linearen Algebra haben wir schon mehrfach benutzt.

Satz 3.10 (Spektralsatz für hermitesche Matrizen). Ist A ∈ Kn×n hermitesch, so
existieren D ∈ Rn×n diagonal und U ∈ Kn×n unitär, so dass A = UDUH .

Beweis. Sei zunächst A ∈ Cn×n. Aus Satz 3.9 folgt, dass genau die hermiteschen Matrizen
unitär reell diagonalisierbar sind.
Ist A ∈ Rn×n symmetrisch, so sind wie eben gesehen alle Eigenwerte reell. Nach Satz 3.3

gilt A = QRQT mit einer orthogonalen Matrix Q ∈ Rn×n und einer oberen Dreiecksmatrix R.
Weil A symmetrisch ist, gilt RT = R. Also ist R eine Diagonalmatrix.

Variationelle Charakterisierung von Eigenwerten

Definition 3.11. Sei A ∈ Cn×n und x ∈ Cn \ {0}. Bei gegebenem Skalarprodukt (·, ·) wird
der Ausdruck

µA(x) :=
(Ax, x)

(x, x)

als Rayleigh-Quotient bezeichnet. Die Menge aller Rayleigh-Quotienten

W (A) := {µA(x), x ∈ Cn \ {0}}

heißt Wertebereich von A.

Im Folgenden betrachten wir den Fall (x, y) := yHx des euklidischen Skalarproduktes.

Bemerkung.

(a) Sei A hermitesch. Dann gilt wegen xHAx = (xHAHx)T = xHAx, x ∈ Cn, für den
Wertebereich W (A) ⊂ R. In den Übungsaufgaben zeigen wir, dass aus xHAx ∈ R für
alle x ∈ Cn folgt, dass A hermitesch ist.

(b) Sei A ∈ Kn×n hermitesch. Definiert man f : R→ R bei festem x ∈ Kn \ {0} durch

f(t) =
1

2
‖Ax− tx‖2 =

t2

2
‖x‖2 − t (Ax, x) +

1

2
‖Ax‖2,

so nimmt f wegen f ′(t) = t‖x‖2 − (Ax, x) im Wert des Rayleigh-Quotienten t = µA(x)
sein Minimum an. Ist daher x eine Näherung an einen Eigenvektor, so kann man erwar-
ten, dass µA(x) eine gute Approximation des zugehörigen Eigenwerts ist.
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3.1 Theoretische Grundlagen

(c) Nach einem Resultat von Hausdorff ist W (A) eine konvexe Menge. Ferner gilt für jedes
Eigenpaar (λ, x) von A

µA(x) =
(Ax, x)

(x, x)
=
λ(x, x)

(x, x)
= λ.

Daher ist σ(A) ⊂ W (A) und somit ist auch die konvexe Hülle conv σ(A) mit

conv(x1, . . . , xk) :=

{
k∑
i=1

αixi, 0 ≤ αi ≤ 1,
k∑
i=1

αi = 1

}

in W (A) enthalten.

Satz 3.12. Für normale Matrizen A ∈ Cn×n gilt convσ(A) = W (A).

Beweis. Weil A normal ist, existiert nach Satz 3.5 eine Orthonormalbasis {u1, . . . , un} ⊂ Cn

von Eigenvektoren von A. Für x ∈ Cn in der Darstellung

x =
n∑
i=1

αiui

gilt dann

µA(x) =
(Ax, x)

(x, x)
=

∑n
i,j=1 αiαj(Auj, ui)∑n

i=1 |αi|2
=

∑n
i,j=1 αiαjλjδij∑n

i=1 |αi|2
=

∑n
i=1 λi|αi|2∑n
i=1 |αi|2

=
n∑
i=1

βiλi,

wobei

0 ≤ βi :=
|αi|2∑n
i=1 |αi|2

≤ 1 und
n∑
i=1

βi =

∑n
i=1 |αi|2∑n
i=1 |αi|2

= 1.

Im Folgenden sei A ∈ Kn×n hermitesch. Die der Größe nach geordneten reellen Eigenwerte
von A bezeichnen wir mit

λ1 ≥ . . . ≥ λn. (3.2)

Diese werden nun durch Optimierungseigenschaften charakterisiert.

Satz 3.13 (Rayleigh). Sei A ∈ Kn×n hermitesch und {u1, . . . , un} ⊂ Kn eine zugehö-
rige Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten aus (3.2). Mit den linearen
Unterräumen E0 := {0} und Ej := span{u1, . . . , uj}, j = 1, . . . , n, gilt

λj = max
x∈E⊥j−1\{0}

µA(x) = min
x∈Ej\{0}

µA(x), j = 1, . . . , n.

Beweis. Seien j ∈ {1, . . . , n} und x ∈ E⊥j−1 \ {0} beliebig mit

x =
n∑
`=1

α`u`.
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3 Numerische Behandlung von Eigenwertproblemen

Dann ist
αk = (x, uk) = 0 für k = 1, . . . , j − 1.

Wegen λk ≤ λj für k = j, . . . , n ist

µA(x) =
(Ax, x)

(x, x)
=

∑n
k,`=j λkαkα`(uk, u`)∑n

k=j |αk|2
=

∑n
k=j λk|αk|2∑n
k=j |αk|2

≤ λj

und somit
sup

x∈E⊥j−1\{0}

(Ax, x)

(x, x)
≤ λj.

Andererseits erhält man für uj ∈ E⊥j−1 \ {0}

µA(uj) =
(Auj, uj)

(uj, uj)
=
λj(uj, uj)

(uj, uj)
= λj.

Daher wird das Maximum angenommen. Die Charakterisierung über das Minimum beweist
man analog.

Bemerkung. Aus Satz 3.13 folgt insbesondere für hermitesche A ∈ Kn×n

λ1 = max
x∈Kn\{0}

(Ax, x)

(x, x)
und λn = min

x∈Kn\{0}

(Ax, x)

(x, x)
.

Also gilt
λn‖x‖2 ≤ (Ax, x) ≤ λ1‖x‖2 für alle x ∈ Kn \ {0}.

Satz 3.14 (Courant-Fischer). Sei A ∈ Kn×n hermitesch. Für j = 1, . . . , n sei

Uj := {U ⊂ Kn : U ist Unterraum der Dimension j}.

Dann gilt für die Eigenwerten aus (3.2)

λj = min
U∈Un+1−j

max
x∈U\{0}

µA(x) = max
U∈Uj

min
x∈U\{0}

µA(x), j = 1, . . . , n.

Beweis. Sei {u1, . . . , un} eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten (3.2).
Für j ∈ {1, . . . , n} definiere Ej = span{u1, . . . , uj} und wähle U ∈ Un+1−j. Wegen

dim(Ej ∩ U) = dimEj + dimU − dim(Ej + U) ≥ j + n+ 1− j − n = 1

existiert ein 0 6= x ∈ Ej ∩ U . Als Element von Ej lässt sich x eindeutig in der Form

x =

j∑
i=1

αiui

darstellen. Dann ist

µA(x) =
(Ax, x)

(x, x)
=

∑j
i=1 λi|αi|2∑j
i=1 |αi|2

≥ λj
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3.1 Theoretische Grundlagen

und daher
min

U∈Un+1−j
max

x∈U\{0}
µA(x) ≥ λj.

Wählt man andererseits den (n + 1 − j)-dimensionalen Unterraum U = E⊥j−1, so ist nach
Satz 3.13

max
x∈E⊥j−1\{0}

µA(x) = λj.

und das Minimum wird angenommen. Die andere Charakterisierung beweist man analog.

Bemerkung. Wir haben den Satz von Courant-Fischer für den Spezialfall des euklidischen
Skalarprodukts und hermitescher Matrix bewiesen. Er gilt aber auch für allgemeine Skalar-
produkte (·, ·), falls A bzgl. (·, ·) selbstadjungiert ist.

Beispiel 3.15 (Principal component analysis (PCA)). Seien pi ∈ Rd, i = 1, . . . , n,
und m := 1

n

∑n
i=1 pi ihr Schwerpunkt. Wir suchen die Hauptrichtung der Vektoren pi,

d.h. einen Vektor v ∈ Rd, ‖v‖2 = 1, in dessen Richtung die Varianz

n∑
i=1

|vT (pi −m)|2 = max
‖x‖2=1

n∑
i=1

|xT (pi −m)|2

am größten ist. Dieser Vektor v ist der Eigenvektor zum größten Eigenwert der sog.Kovarianz-
Matrix

C :=
n∑
i=1

(pi −m)(pi −m)T ∈ Rd×d.

Es gilt nämlich für x ∈ Rd

xTCx =
n∑
i=1

|xT (pi −m)|2,

und nach Satz 3.13 ist

λ1(C) = max
x∈Rd\{0}

xTCx

xTx
= max
‖x‖2=1

n∑
i=1

|xT (pi −m)|2.

Die Hauptrichtung kann also durch Lösen eines im Vergleich zur Anzahl der Punkte n kleinen
d× d Eigenwertproblems berechnet werden.
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3 Numerische Behandlung von Eigenwertproblemen

3.1.1 Störungsanalyse von Eigenwerten

Bei numerischen Verfahren ist der Einfluss von Rundungsfehlern ein generelles Problem.
Es ist bekannt, dass die Nullstellen stetig von den Koeffizienten eines Polynoms abhängen.
Daher hängen zwar die Eigenwerte stetig von den Matrixeinträgen ab, wir wollen aber im
Folgenden die Kondition des Eigenwertproblems untersuchen. Dazu betrachten wir die sog.
Begleitmatrix

A :=


0 −a0

1
. . . ...
. . . . . . ...

. . . 0 −an−2

1 −an−1

 ∈ Cn×n

zum Polynom p(t) := a0 + a1t + a2t
2 + . . . + an−1t

n−1 + tn ∈ Πn. Durch Entwicklung nach
der letzten Spalte von A sieht man

det(A− tI) = (−1)np(t).

Die Nullstellen von p stimmen also mit den Eigenwerten der Begleitsmatrix überein.
Das Polynom qε(t) := (t− a)n + ε für ε > 0 und a 6= 0 besitzt die Nullstellen

λk = a− ε1/ne2πik/n, k = 0, . . . , n− 1.

Vergleicht man q0 und qε bzw. deren Begleitmatrizen A0 und Aε, so gilt

∆A := Aε − A0 =


0 · · · 0 ε
...

... 0
...

...
...

0 · · · 0 0

 .
Die Eigenwerte von A0 und Aε unterscheiden sich aber um |∆λ| = ε1/n. Daher gilt

|∆λ|
|λ|

=
ε1/n

|a|
=
‖A‖ε1/n

|a|ε︸ ︷︷ ︸
→∞ für ε→0

‖∆A‖
‖A‖

.

Die Kondition des Eigenwertproblems kann also ohne weitere Vorraussetzungen an die Ma-
trix beliebig groß werden. Der folgende Satz zeigt zumindest die stetige Abhängigkeit der
Eigenwerte von den Einträgen.

Satz 3.16 (Bauer-Fike). Sei A ∈ Cn×n eine diagonalisierbare Matrix mit A = T−1DT ,
D = diag(λ1, . . . , λn). Ferner sei A+E ∈ Cn×n eine Störung von A und λ ein Eigenwert von
A+ E. Dann gilt bzgl. der 1, 2 und ∞-Norm

min
j=1,...,n

|λ− λj| ≤ ‖TET−1‖ ≤ ‖E‖ cond‖·‖(T ).
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Beweis. Ist λ ein Eigenwert von A, so ist die Behauptung trivial. Sei λ 6= λj, j = 1, . . . , n,
und x 6= 0 ein zugehöriger Eigenvektor von A+ E. Dann gilt

(A+ E)x = λx ⇒ Ex = (λI − A)x = T−1(λI −D)Tx.

Hieraus folgt Tx = (λI −D)−1(TET−1)Tx und somit

‖Tx‖ ≤ ‖(λI −D)−1‖‖TET−1‖‖Tx‖ ≤ max
j=1,...,n

|λ− λj|−1‖TET−1‖‖Tx‖.

Division durch ‖Tx‖ 6= 0 liefert die Behauptung.

Nach dem Satz von Bauer-Fike bestimmt die Kondition der Matrix der Eigenvektoren die
Störanfälligkeit der Eigenwerte. Bei normalen Matrizen ist T nach Satz 3.10 unitär. In diesem
Fall gilt cond‖·‖2(T ) = 1. Das symmetrische Eigenwertproblem ist also gut konditioniert, das
unsymmetrische in der Regel schlecht.
Bei hermiteschen Matrizen kann man aus einer Näherung für ein Eigenpaar eine A-

posteriori-Fehlerabschätzung gewinnen.

Satz 3.17. Sei A ∈ Cn×n hermitesch. Seien λ ∈ R und x ∈ Cn \ {0} Näherungen an ein
Eigenpaar. Dann gilt

min
j=1,...,n

|λ− λj| ≤
‖Ax− λx‖2

‖x‖2

.

Beweis. Für B := A+‖x‖−2
2 (λx−Ax)xH gilt Bx = λx. Also besitzt B den Eigenwert λ und

‖A−B‖2
2 = ρ((A−B)H(A−B)) = ‖Ax−λx‖2

2/‖x‖2
2. Die Behauptung folgt aus Satz 3.16.

Im Fall hermitescher Matrizen kann man eine stärkere Aussage als Satz 3.16 zeigen.

Satz 3.18 (Weyl). Seien A,B ∈ Cn×n hermitesch mit Eigenwerten λj(A) und λj(B), j =
1, . . . , n, die jeweils (3.2) genügen. Dann gilt

|λj(A)− λj(B)| ≤ ‖A−B‖2, j = 1, . . . , n.

Beweis. Mit A,B ist auch A−B hermitesch. Für x ∈ Cn \ {0} ist daher nach Satz 3.13

((A−B)x, x)

(x, x)
≤ ρ(A−B) = ‖A−B‖2.

Also gilt
(Ax, x)

(x, x)
≤ (Bx, x)

(x, x)
+ ‖A−B‖2.

Sei j ∈ {1, . . . , n} und Uj = {U ⊂ Kn : U ist Unterraum der Dimension j}. Dann gilt

max
U∈Uj

min
x∈U\{0}

(Ax, x)

(x, x)
≤ max

U∈Uj
min

x∈U\{0}

(Bx, x)

(x, x)
+ ‖A−B‖2,

und nach Satz 3.14 folgt

λj(A) ≤ λj(B) + ‖A−B‖2, j = 1, . . . , n.

Durch Vertauschen der Rollen von A und B folgt die Behauptung.
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Weil die Singulärwerte einer Matrix A ∈ Cm×n die Eigenwerte der hermiteschen Matrix

A′ =

[
0 A
AH 0

]
sind (vgl. die Bemerkung nach Satz 1.25), erhalten wir insbesondere

Korollar 3.19. Sind A,B ∈ Cm×n, so gilt für die absteigend geordneten Singulärwerte
von A und B

|σj(A)− σj(B)| ≤ ‖A−B‖2, j = 1, . . . ,min{m,n}.

Beweis. Mit Satz 1.25 (ii) gilt

|σj(A)− σj(B)| = |λ2j(A
′)− λ2j(B

′)| ≤ ρ(A′ −B′) = σ1(A−B) = ‖A−B‖2.

3.1.2 Lokalisierung von Eigenwerten

Da wir ausschließlich iterative Verfahren zur Lösung des Eigenwertproblems verwenden wer-
den, benötigen wir eine gute Approximation des Eigenwerts als Startwert. Hierfür sind die
folgenden Abschätzungen hilfreich, die die Lage der Eigenwerte auf Basis der Matrixeinträge
einschränken.
Durch Anwendung des Beweises von Satz 3.18 auf B := diag(A) folgt sofort

Korollar 3.20. Sei A ∈ Cn×n hermitesch und {a′11, . . . , a
′
nn} eine Permutation der reellen

Diagonalelemente von A mit a′11 ≥ . . . ≥ a′nn. Für die Eigenwerte λ1 ≥ . . . ≥ λn von A gelten
die Abschätzungen

|λi − a′ii| ≤ max
j=1,...,n

n∑
k=1
k 6=j

|ajk| und |λi − a′ii| ≤

 n∑
j,k=1
k 6=j

|ajk|2


1/2

für i = 1, . . . , n.

Beweis. Die Behauptung folgt aus (1.11).

Die Radien der folgenden Kreise sind kleiner. Allerdings ist nicht klar, in welchem Kreis
ein Eigenwert liegt.

Satz 3.21 (Gerschgorin). Sei A ∈ Cn×n. Für i = 1, . . . , n definiere die sog. Gerschgorin-
Kreise

Gi := {z ∈ C : |z − aii| ≤ ri}, ri :=
n∑
j=1
j 6=i

|aij|.

Dann gilt σ(A) ⊂
⋃n
i=1Gi. Hat die Vereinigung Ĝm von m < n Kreisen einen leeren Durch-

schnitt mit den restlichen n−m Kreisen, so enthält Ĝm genau m Eigenwerte (jeder entspre-
chend seiner algebraischen Vielfachheit gezählt) von A.
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Beweis. Sei (λ, x) ein Eigenpaar von A. Dann gilt

(λ− aii)xi =
n∑
j=1
j 6=i

aijxj, i = 1, . . . , n.

Für i ∈ {1, . . . , n} mit |xi| = maxj=1,...,n |xj| 6= 0 folgt hieraus

|λ− aii| ≤

∣∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1
j 6=i

aijxj
xi

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=1
j 6=i

|aij| = ri.

Also gilt λ ∈ Gi ⊂
⋃n
j=1 Gj. Für den zweiten Teil der Behauptung setzen wir D = diag(A)

und betrachten
B(t) := D + t(A−D), 0 ≤ t ≤ 1,

deren Gerschgorin-Kreise durch

Gi(t) = {z ∈ C : |z − aii| ≤ tri}, i = 1, . . . , n,

gegeben sind. Die Eigenwerte von B(t) hängen stetig von t ab. Die Eigenwerte von B(0) = D
sind genau die Mittelpunkte der Kreise Gi(t), i = 1, . . . , n. Wir wenden den ersten Teil
auf B(t) an und lassen t von 0 nach 1 laufen. Dabei blähen sich die Gerschgorin-Kreise Gi(t)
bei festem Mittelpunkt immer mehr auf. Die Anzahl der Eigenwerte in einem Kreis Gi(t)
kann sich dabei erst ändern, wenn dieser einen anderen Kreis trifft.

Da die Eigenwerte von A und AH übereinstimmen, gilt Satz 3.21 auch mit

G′j =

z ∈ C : |z − ajj| ≤
n∑
i=1
i 6=j

|aij|

 , j = 1, . . . , n,

anstelle von Gi, i = 1, . . . , n. Folglich haben wir auch

σ(A) ⊂

(
n⋃
i=1

Gi

)
∩

(
n⋃
j=1

G′j

)
.

Eine weitere Aussage zur Lage der Eigenwerte basiert auf der Zerlegung

A = A0 + iA1

mit den hermiteschen Matrizen

A0 :=
1

2
(A+ AH) und A1 :=

1

2i
(A− AH).

Nach Satz 3.12 gilt
W (Ai) = [λn(Ai), λ1(Ai)] ⊂ R, i = 0, 1. (3.3)

Satz 3.22 (Bendixson). Sei A ∈ Cn×n. Dann liegt das Spektrum von A im Rechteck

σ(A) ⊂ W (A0) + iW (A1).
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Beweis. Für x ∈ Cn \ {0} gilt
(Ax, x)

(x, x)
=

([A0 + iA1]x, x)

(x, x)
=

(A0x, x)

(x, x)
+ i

(A1x, x)

(x, x)
∈ W (A0) + iW (A1).

Also gilt σ(A) ⊂ W (A) ⊂ W (A0) + iW (A1).

Beispiel 3.23. Betrachte

A =

4 0 3
0 −1 1
1 1 0

 .
Nach dem Satz von Gerschgorin ergeben sich folgende Einschließungen.

−4 −2 0 2 4 6 8

Gerschgorin-Kreise für A

−4 −2 0 2 4 6 8

Gerschgorin-Kreise für AH

Für den Satz von Bendixson berechnen wir

A0 =
1

2
(A+ AH) =

4 0 2
0 −1 1
2 1 0

 , A1 =
1

2i
(A− AH) =

0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 .
Um W (A0) und W (A1) abzuschätzen, schließen wir wegen (3.3) die Spektren von A0 und A1

wieder mit dem Satz von Gerschgorin ein. Dies führt auf das Rechteck

[−3, 6] + i [−1, 1].

−4 −2 0 2 4 6 8

Einschließungen und tatsächliche Eigenwerte
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Das Spektrum von A ist tatsächlich

σ(A) = {−1.7878, 0.1198, 4.6679}.

Wir zeigen noch eine weitere Lokalisationseigenschaft, die sog.Verschachtelung (engl. in-
terlacing) auf.

Satz 3.24. Sei A ∈ Kn×n hermitesch und P ∈ Kn×m, m ≤ n, mit PHP = I ∈ Rm×m. Dann
gilt für die jeweils absteigend geordneten Eigenwerte von A und B := PHAP ∈ Km×m

λj(A) ≥ λj(B) ≥ λj+n−m(A), j = 1, . . . ,m.

Beweis. Sei uj ein Eigenvektor von B zu λj(B) und Ej := span{u1, . . . , uj} ⊂ Km. Nach
Satz 3.13 gilt mit Uj := {Px, x ∈ E⊥j−1} ⊂ Kn

λj(B) = max
x∈E⊥j−1\{0}

(Bx, x)

(x, x)
= max

x∈E⊥j−1\{0}

(APx, Px)

(Px, Px)
= max

y∈Uj\{0}

yHAy

yHy
.

Wegen dimUj = dimE⊥j−1 = m− j + 1 folgt nach Satz 3.14

max
y∈Uj\{0}

(Ay, y)

(y, y)
≥ min

V⊂Kn:dimV=m−j+1
max

y∈V \{0}

(Ay, y)

(y, y)
= λj+n−m(A).

Also gilt
λj+n−m(A) ≤ λj(B), j = 1, . . . ,m. (3.4)

Für die andere Abschätzung wenden wir (3.4) auf −A statt auf A an. Dann gilt wegen
λj(A) = −λn+1−j(−A) und λj(B) = −λm+1−j(−B)

λj(B) = −λm+1−j(−B)
(3.4)
≤ −λn+1−j(−A) = λj(A).

Bemerkung. Aus Satz 3.24 ergibt sich insbesondere für die Wahl

P = [e1, . . . , en−1] ∈ Rn×(n−1)

und die Matrix

Â =

[
A b
bT c

]
∈ Kn×n mit A ∈ K(n−1)×(n−1) hermitesch,

dass
λj(Â) ≥ λj(A) ≥ λj+1(Â), j = 1, . . . , n− 1. (3.5)

Sind b, c = 0, so besitzt Â nach dem Satz von Rayleigh sogar dieselben Eigenwerte wie A
ergänzt um 0.
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Korollar 3.25. Seien A ∈ Cn×n hermitesch, x ∈ Cn \{0} und B := A+αxxH , α 6= 0. Dann
gilt für die absteigend geordneten Eigenwerte von A und B

λ1(B) ≥ λ1(A) ≥ λ2(B) ≥ . . . ≥ λn−1(A) ≥ λn(B) ≥ λn(A), falls α > 0,

und
λ1(A) ≥ λ1(B) ≥ λ2(A) ≥ . . . ≥ λn−1(B) ≥ λn(A) ≥ λn(B), falls α < 0.

Beweis. Sei α > 0. Da B − A = αxxH positiv-semidefinit ist, folgt aus dem Satz von
Rayleigh, dass λj(B) ≥ λj(A), j = 1, . . . , n. Durch {v1, . . . , vn−1} sei eine Orthonormalbasis
von (span{x})⊥ gegeben. Definiere

P = [v1, . . . , vn−1] ∈ Cn×(n−1).

Dann ist PHP = I ∈ R(n−1)×(n−1) und

C := PHBP = PH(A+ αxxH)P = PHAP + α‖PHx‖2
2 = PHAP.

Nach Satz 3.24 gilt

λj(A) ≥ λj(C) ≥ λj+1(A) und λj(B) ≥ λj(C) ≥ λj+1(B), j = 1, . . . , n− 1.

Für j = 2, . . . , n ist somit

λj(A) ≤ λj(B) ≤ λj−1(C) ≤ λj−1(A) ≤ λj−1(B).

Der Beweis der Aussage für α < 0 verläuft analog.

Wegen der Verwandtschaft der Singulärwerte mit den Eigenwerten erhält man folgendes
Resultat.

Korollar 3.26. Sei Â = [A, a] mit A ∈ Cm×(n−1) und a ∈ Cm. Dann gilt für die Singulär-
werte σj(A), σj(Â) von A bzw. Â

σ1(Â) ≥ σ1(A) ≥ σ2(Â) ≥ . . . ≥ σn−1(A) ≥ σn(Â), falls m ≥ n,

und

σ1(Â) ≥ σ1(A) ≥ σ2(Â) ≥ . . . ≥ σm−1(A) ≥ σm(Â) ≥ σm(A), falls m < n.

Ein analoges Resultat bei Hinzunahme einer Zeile anstelle einer Spalte erhält man durch
Transposition.

Beweis. Zunächst beobachtet man, dass

ÂHÂ =

[
AHA AHa
aHA aHa

]
.

Da die Quadrate der Singulärwerte von A mit den Eigenwerten von AHA übereinstimmen,
folgt die Behauptung aus (3.5).
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3.2 Einfache Vektoriteration, inverse Iteration und
Rayleigh-Quotienten-Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir einfache Verfahren zur Lösung des Eigenwertproblems unter-
suchen. Dazu sei A ∈ Cn×n diagonalisierbar, d.h. es existiert V = [v1, . . . , vn] mit ‖vi‖2 = 1
und Λ = diag(λ1, . . . , λn), |λ1| ≥ . . . ≥ |λn| mit

A = V ΛV −1.

Einfache Vektoriteration

Vom Konzept her sehr einfach ist die Vektoriteration nach von Mises (engl. power
method) zur Berechnung eines dominanten Eigenpaares, d.h. es gelte

|λ1| > |λ2| ≥ . . . ≥ |λn|.

Gegeben sei x0 ∈ Cn, ‖x0‖2 = 1. Es wird vorausgesetzt, dass der zu v1 gehörende Koeffizi-
ent α1 in der Darstellung

x0 =
n∑
i=1

αivi (3.6)

nicht verschwindet, d.h. α1 6= 0. Wendet man die Matrix A wiederholt auf x0 an, so dominiert
wegen

Akx0 =
n∑
i=1

αiA
kvi =

n∑
i=1

αiλ
k
i vi ≈ α1λ

k
1v1 (3.7)

das erste Eigenpaar. Um die damit einhergehende sukzessive Vergrößerung von Akx0 zu
vermeiden, normiert man die Approximation in jedem Schritt.

Algorithmus 3.27 (Vektoriteration nach von Mises).
Input: A ∈ Cn×n, Startvektor x0 ∈ Cn mit α1 6= 0 in (3.6) und Fehlertoleranz ε > 0.
Output: Approximation an den zum dominanten Eigenwert gehörenden Eigenvektor v1.

k = 0;
do {

x̃k+1 = Axk;
sei σk das Vorzeichen von x̃Hk+1xk;
xk+1 = σk

x̃k+1

‖x̃k+1‖2
;

k = k + 1;
} while (‖xk − xk−1‖2 > ε);

Satz 3.28. Sei α1 6= 0 in (3.6). Dann gilt mit q := |λ2|/|λ1| < 1

(i) ‖x̃k‖2 = |λ1|+O(qk)

(ii) ‖xk − βkv1‖2 = O(qk) mit |βk| = 1

für k →∞.
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Beweis. Aus (3.7) folgt

Akx0 = λk1α1(v1 + wk), wk :=
n∑
i=2

(
λi
λ1

)k
αi
α1

vi

mit

‖wk‖2 ≤ qk
n∑
i=2

∣∣∣∣αiα1

∣∣∣∣ =: c qk.

Also ist

xk =
Akx0

‖Akx0‖2

=
λk1α1

|λk1||α1|︸ ︷︷ ︸
=:βk

v1 + wk
‖v1 + wk‖2

und somit

‖xk − βkv1‖2 =

∥∥∥∥βk ( v1 + wk
‖v1 + wk‖2

− v1

)∥∥∥∥
2

=
1

‖v1 + wk‖2

∥∥v1 + wk − v1‖v1 + wk‖2

∥∥
2

≤ 1

‖v1 + wk‖2

(∣∣1− ‖v1 + wk‖2

∣∣‖v1‖2 + ‖wk‖2

)
.

Die Behauptung folgt aus∣∣‖v1 + wk‖2 − 1
∣∣ =

∣∣‖v1 + wk‖2 − ‖v1‖2

∣∣ ≤ ‖wk‖2 ≤ c qk

und
x̃k+1 = Axk = λ1βkv1 +O(qk) für k →∞.

Bemerkung.

(a) Die Voraussetzung α1 6= 0 kann nicht überprüft werden. Im Laufe der Iteration wird
jedoch durch Rundungsfehler in der Regel eine Komponente von xk in Richtung v1

entstehen.

(b) Ist A ∈ Rn×n hermitesch, so können die Vektoren xk ∈ Rn gewählt werden.

(c) Weil die Eigenvektoren nur bis auf Skalare bestimmt sind, ist die Konvergenz in Richtung
von v1 ausreichend.

(d) Sind die m-größten Eigenpaare zu berechnen, so lässt sich die einfache Vektoriteration
leicht zur sog.Orthogonalen Iteration verallgemeinern, indem man A simultan aufm-
Vektoren (in Form einer m-spaltigen Matrix Qk) anwendet und diese nach jedem Schritt
reorthonormalisiert, d.h. man berechnet eine QR-Zerlegung

Qk+1Rk+1 = AQk.

Die Diagonaleinträge von Rk konvergieren dann gegen die Eigenwerte (mehr dazu in
Abschnitt 3.3). Ist A hermitesch, so konvergiert ferner Qk gegen die den m-größten
Eigenwerten zugeordneten Eigenvektoren.
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Beispiel 3.29. Wir betrachten nochmals Beispiel 3.15. Zur Berechnung der Hauptrichtung
einer Punktmenge ist die einfache Vektoriteration das Verfahren der Wahl, weil es dann
besonders schnell konvergiert, wenn die Varianzen in den Richtungen stark differieren. Um-
gekehrt muss das Verfahren bei etwa gleichen Varianzen nicht schnell konvergieren, weil alle
Richtungen gleichberechtigt sind.

Nach der Bemerkung zu Definition 3.11 ist µA(xk) die beste Approximation an λ1, falls
A hermitesch ist. Der folgende Satz zeigt, dass µA(xk) in diesem Fall eine deutlich bessere
Approximation liefert als ‖x̃k‖2, welches auch nur den Betrag von λ1 approximiert.

Satz 3.30. Sei A hermitesch. Dann gilt mit q := |λ2|/|λ1| < 1

|µA(xk)− λ1| = O(q2k).

Beweis. in den Übungsaufgaben.

Inverse Iteration

Die einfache Vektoriteration erlaubt nur die Berechnung eines dominanten Eigenpaares. Oft
sind aber gerade die betragsmäßig kleinsten Eigenwerte oder Eigenwerte in der Mitte des
Spektrums von besonderem Interesse.

Beispiel 3.31 (Partitionierung von Graphen). Sei G = (V,E) ein einfacher, ungerich-
teter Graph mit n Knoten und AG ∈ Rn×n dessen Adjazenzmatrix. Die Matrix

LG := diag(deg v1, . . . , deg vn)− AG

wird als Laplace-Matrix von G bezeichnet. LG ist positiv-semidefinit und
∑n

j=1(LG)ij = 0,
i = 1, . . . , n.
Sei V = V1 ∪ V2, |V1| = |V2|, eine Partition der Menge der n Knoten V und x ∈ Rn der

Vektor mit den Komponenten

xv :=

{
1, falls v ∈ V1

−1, falls v ∈ V2.

Dann gilt (siehe M. Fiedler, 1975) für die Anzahl der Kanten C zwischen V1 und V2

|C| = 1

4
xTLGx. (3.8)

Sucht man also eine Partitionierung mit möglichst kleinem Kantenschitt, so ist der Aus-
druck (3.8) unter der Nebenbedingung

xTx = n, xT1 = 0, xv ∈ {−1, 1}, 1 :=

1
...
1

 .
zu minimieren. Hierbei handelt es sich um diskretes, NP-vollständiges Optimierungsproblem.
Ein Ausweg besteht in der Betrachtung des kontinuierlichen Optimierungsproblems

f(z) := zTLGz → min
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mit der Nebenbedingung zT z = n, z ∈ Rn und zT1 = 0. Wegen LG1 = 0 ist λn = 0
der kleinste Eigenwert von LG mit Eigenvektor un := 1. Ferner existieren weitere n − 1
Eigenvektoren, die {u1, . . . , un} zur Orthonormalbasis von Rn werden lassen. Sei z ∈ Rn in
dieser Basis dargestellt, d.h.

z =
n∑
i=1

αiui.

Wegen 0 = zTun = αn verschwindet αn. Ferner folgt aus n = zT z =
∑n−1

`=1 α
2
` , dass

zTLGz

zT z
=

1

n

n−1∑
i=1

λiα
2
i ≥

λn−1

n

n−1∑
i=1

α2
i = λn−1.

Die Partitionierung erfolgt deshalb unter Verwendung des zu λn−1 gehörenden Eigenvek-
tors un−1 (sog. Fiedler-Vektor).

Betrachtet man A−1 anstelle von A, so fällt auf, dass λ−1
n der dominante Eigenwert von A−1

ist, falls 0 6= |λn| < |λn−1|. Durch Übergang zur Inversen kann also auch der betragskleinste
Eigenwert von A berechnet werden. Diese Vorgehensweise bezeichnet man als Inverse Ite-
ration nach Wieland. Um innere Eigenwerte mit Hilfe der Vektoriteration zu bestimmen,
sei µ ∈ C eine Zahl, die in der Nähe eines isolierten Eigenwerts λi liegt, d.h.

|λi − µ| < |λj − µ|, j 6= i.

Dann ist (λi−µ)−1 der dominante Eigenwert von (A−µI)−1 und die einfache Vektoriteration
für die Matrix (A − µI)−1, die sog. Inverse Iteration mit Shift, konvergiert gegen das
Eigenpaar ((λi−µ)−1, vi) von A. Der Konvergenzfaktor ist dabei q := maxj 6=i |λi−µ|/|λj−µ|.

Algorithmus 3.32 (Inverse Iteration).
Input: x0 ∈ Cn mit αi 6= 0 in (3.6), µ Approximation an λi und Toleranz ε > 0.
Output: Approximation an den zum Eigenwert λi gehörenden Eigenvektor vi.

k = 0;
do {

löse (A− µI)x̃k+1 = xk;
sei σk das Vorzeichen von x̃Hk+1xk;
xk+1 = σk

x̃k+1

‖x̃k+1‖2
;

k = k + 1;
} while (‖xk − xk−1‖2 > ε);

Man beachte, dass in jedem Schritt der Iteration ein lineares Gleichungssystem (mit der-
selben Matrix) gelöst werden muss. Hierfür bietet sich eine vorgeschaltete LR-Zerlegung
von A− µI an.

Rayleigh-Quotienten-Verfahren

Die Konvergenz der Inversen Iteration kann durch Adaption von µ beschleunigt werden. Ist
A hermitesch, so wissen wir aus Satz 3.30, dass der Rayleigh-Quotient von xk schnell gegen
den größten Eigenwert konvergiert. Das folgende Rayleigh-Quotienten-Verfahren ist die
Kombination aus Inverser Iteration und der Approximation des Eigenwerts mit Hilfe des
Rayleigh-Quotienten.
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3.2 Einfache Vektoriteration, inverse Iteration und Rayleigh-Quotienten-Verfahren

Algorithmus 3.33 (Rayleigh-Quotienten-Verfahren).
Input: A ∈ Cn×n, Näherung x0, ‖x0‖2 = 1, an einen Eigenvektor und Toleranz ε > 0.
Output: Approximation an nächstgelegenes Eigenpaar.

k = 0;
do {

µk+1 = xHk Axk;
if A− µk+1I singulär then

bestimme x̃k+1 aus (A− µk+1I)x̃k+1 = 0;
xk+1 = x̃k+1

‖x̃k+1‖2
;

break;
else

löse (A− µk+1I)x̃k+1 = xk;
xk+1 = x̃k+1

‖x̃k+1‖2
;

k = k + 1;
} while (‖x̃k‖2 nicht zu groß);

Man beachte, dass hier in jedem Schritt ein lineares Gleichungssystem mit einer neuen
Koeffizientenmatrix gelöst werden muss. Durch die Adaption von µ konvergiert das Verfahren
aber superlinear.

Satz 3.34. Sei A hermitesch und (µ0, x0) eine ausreichend gute Approximation an ein Ei-
genpaar (λ, v) von A. Dann konvergiert {µk} aus Algorithmus 3.33 kubisch gegen λ, d.h. es
existiert ein c > 0 mit

|µk+1 − λ| ≤ c|µk − λ|3, k = 0, 1, 2, . . .

Beweis. Es bezeichne λ̂ den Eigenwert von A, der den kleinsten positiven Abstand zu λ hat.
Wir zerlegen

xk−1 = yk−1 + zk−1 mit Ayk−1 = λyk−1, zk−1 ⊥ yk−1, (3.9)

mit dem Anteil yk−1 im Eigenraum zu λ und dem Anteil zk−1 in den anderen Eigenräumen.
Wir nehmen zunächst an, dass

‖zk−1‖2 ≤
1

2
‖xk−1‖2 =

1

2
und |µk − λ| ≤

1

3
|λ̂− λ| = 1

3
min

λ̃∈σ(A)\{λ}
|λ̃− λ|. (3.10)

In diesem Fall ist für λ̃ ∈ σ(A) \ {λ}

|λ̃− µk| ≥ |λ̃− λ| − |µk − λ| ≥
2

3
|λ̃− λ| ≥ 2

3
|λ̂− λ|. (3.11)

Es gilt

|µk+1 − λ| = |xHk Axk − λ| = |xHk (A− λI)xk| =
|x̃Hk (A− λI)x̃k|

‖x̃k‖2
2

, (3.12)

und Einsetzen von x̃k = (A− µkI)−1xk−1 ergibt mit B := (A− µkI)−H(A− µkI)−1 = BH

|µk+1 − λ| =
∣∣∣∣xHk−1B(A− λI)xk−1

xHk−1Bxk−1

∣∣∣∣ . (3.13)
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3 Numerische Behandlung von Eigenwertproblemen

Wegen (3.9) gilt auch Byk−1 = |µk − λ|−2yk−1 ⊥ zk−1 und daher

xHk−1Bxk−1 = |µk − λ|−2‖yk−1‖2
2 + zHk−1Bzk−1 ≥ |µk − λ|−2‖yk−1‖2

2

≥ |µk − λ|−2(‖xk−1‖2 − ‖zk−1‖2)2
(3.10)
≥ 1

4
|µk − λ|−2.

Andererseits ist wegen (A− λI)yk−1 = 0 und der Orthogonalität

|xHk−1B(A− λI)xk−1| = |xHk−1B(A− λI)zk−1| = |zHk−1B(A− λI)zk−1|.

Mit A = V HΛV und der Diagonalmatrix Γ ∈ Cn×n mit ΓHΓ = Λ− λI erhält man

|zHk−1B(A− λI)zk−1| = |(ΓV zk−1)H(Λ− µkI)−H(Λ− µkI)−1ΓV zk−1|
≤ max

λ̃∈σ(A)\{λ}
|λ̃− µk|−2|zHk−1(A− λI)zk−1|

(3.11)
≤ 9

4
|λ̂− λ|−2|xHk−1(A− λI)xk−1|

(3.12)
=

9

4
|λ̂− λ|−2|µk − λ|.

Aus (3.13) ergibt sich daher insgesamt

|µk+1 − λ| ≤
9

4

|µk − λ|
|λ̂− λ|2

4|µk − λ|2 = 9|λ̂− λ|−2|µk − λ|3.

Wir müssen noch zeigen, dass (3.10) gilt. Dazu sei x0 so gewählt, dass diese Annahme für
k = 1 wahr ist. Angenommen, sie gilt für ein k ∈ N. Dann ist

|µk+1 − λ| ≤ 9|λ̂− λ|−2

(
|λ̂− λ|

3

)3

≤ 1

3
|λ̂− λ|.

Ferner gilt

x̃k = (A− µkI)−1xk−1 =
1

λ− µk
yk−1 + (A− µkI)−1zk−1.

Sei z̃k = (A− µkI)−1zk−1. Dann ist wegen

‖z̃k‖2 = ‖(A− µkI)−1zk−1‖2

(3.11)
≤ 3

2
|λ̂− λ|−1‖zk−1‖2

(3.10)
≤ 1

2
|µk − λ|−1‖zk−1‖2

der Anteil von zk = z̃k/‖x̃k‖2 an xk sogar noch kleiner als der von zk−1 an xk−1. Es gilt
nämlich wegen ‖x̃k‖2 ≥ |µk − λ|−1, dass

‖zk‖2 =
‖z̃k‖2

‖x̃k‖2

≤ |µk − λ| ‖z̃k‖2 ≤
1

2
‖zk−1‖2 ≤

1

4
.

Bemerkung. Algorithmus 3.33 kann auch bei nicht-hermiteschen Matrizen verwendet wer-
den. Man kann zeigen, dass die Konvergenz dann lokal quadratisch ist.

3.3 Das QR-Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir ein Verfahren vorstellen, das alle Eigenpaare einer Matrix
A ∈ Cn×n berechnet.
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3.3 Das QR-Verfahren

Algorithmus 3.35 (QR-Verfahren).
Setze k = 0 und A0 = A;
do {

berechne QR-Zerlegung von Ak = QkRk;
setze Ak+1 = RkQk;
k = k + 1;

} while (Ak keine obere Dreiecksmatrix);

Lemma 3.36. Die Matrizen aus Algorithmus 3.35 besitzen die Eigenschaften

(i) Ak+1 = QH
k AkQk, k ≥ 0;

(ii) A = XkAkX
H
k mit Xk := Q0Q1 . . . Qk−1, k ≥ 1;

(iii) Ak = XkUk mit Uk := Rk−1 . . . R1R0, k ≥ 1.

Beweis.

(i) Nach Konstruktion gilt Ak+1 = RkQk = QH
k (QkRk)Qk = QH

k AkQk.

(ii) folgt sofort aus (i) wegen A0 = A.

(iii) Für k = 1 ist die Behauptung gerade durch die erste QR-Zerlegung A = Q0R0 gegeben.
Der Induktionsschritt k → k + 1 folgt aus

QkRk = Ak
(ii)
= XH

k AXk

und der Induktionsannahme Xk+1Uk+1 = Xk(QkRk)Uk = AXkUk = Ak+1.

Bemerkung.

(a) Wegen Lemma 3.36 (i) sind alle Matrizen Ak ähnlich zueinander und besitzen daher
dieselben Eigenwerte. Weil sie sogar unitär ähnlich sind, ist der QR-Algorithmus stabil.

(b) Anstelle der QR-Zerlegung kann man auch die LR-Zerlegung verwenden:

berechne Ak = LkRk und setze Ak+1 := RkLk.

Das ist das Rutishauser-Verfahren, welches allerdings instabil ist.

Wegen Lemma 3.36 (iii) hat man

Ake1 = XkUke1 = (Uk)11Xke1 = (Uk)11x
(k)
1 .

Weil Ake1 (bis auf Normierung) als Ergebnis von k Schritten der einfachen Vektoriteration
zum Startwert x0 = e1 aufgefasst werden kann, konvergiert die erste Spalte x(k)

1 von Xk der
Richtung nach gegen den Eigenvektor zum betragsgrößten Eigenwert λ1. Daher gilt

Ake1 = XH
k AXke1 = XH

k Ax
(k)
1 ≈ λ1X

H
k x

(k)
1 = λ1e1,
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d.h. Ak hat näherungsweise die Gestalt

Ak ≈


λ1 ∗ . . . ∗
0

...
...

...
...

...
0 ∗ . . . ∗

 .
Lemma 3.36 (iii) zeigt auch, dass das QR-Verfahren als Verallgemeinerung der Orthogonalen
Iteration (siehe Seite 72) interpretiert werden kann.
Ist A invertierbar, so gilt

(Uk)nne
H
n A
−k = eHn UkA

−k = eHn X
H
k = (x(k)

n )H .

Daher ist x(k)
n das Resultat von k Schritten der Inversen Iteration für AH , und es gilt

AHk en = XH
k A

HXken = XH
k A

Hx(k)
n ≈ λnX

H
k x

(k)
n = λnen.

Zusammen mit der ersten Beobachtung ergibt sich

Ak ≈


λ1 ∗ . . . ∗
0

...
...

... ∗ . . . ∗
0 . . . 0 λn

 .
Als Verallgemeinerung der letzten Beobachtung werden wir im Folgenden zeigen, dass der

untere linke (n− p)× p-Block A(k)
21 von

Ak =

[
A

(k)
11 A

(k)
12

A
(k)
21 A

(k)
22

]
, A

(k)
11 ∈ Cp×p, (3.14)

gegen Null konvergiert, falls

|λ1| ≥ |λ2| ≥ . . . ≥ |λp| > |λp+1| ≥ . . . ≥ |λn|. (3.15)

In jedem Schritt verringert sich dabei die Größe der Einträge um den Faktor |λp+1|/|λp|.
Hieraus folgt sofort, dass bei paarweise betragsverschiedenen Eigenwerten, d.h. p durchläuft
hier die Menge {1, . . . , n−1}, das QR-Verfahren gegen eine obere Dreiecksmatrix konvergiert.
Für den Konvergenzbeweis nehmen wir im Folgenden an, dass eine reguläre Matrix V ∈ Cn×n

existiert, so dass

(i) die p-te Hauptabschnittsmatrix von V −1 regulär ist;

(ii) es gilt

A = V ΛV −1 mit Λ =

[
Λ1 0
0 Λ2

]
, Λ1 ∈ Cp×p, (3.16)

und σ(Λ1) = {λ1, . . . , λp}, σ(Λ2) = {λp+1, . . . , λn}.

Bedingung (i) ist eine Verallgemeinerung der Voraussetzung bei der Vektoriteration, dass
der Startvektor nicht eine Linearkombination der übrigen Eigenvektoren ist.
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Lemma 3.37. Die p-te Hauptabschnittsmatrix von V −1 ist genau dann regulär, wenn

span{e1, . . . , ep} ∩ span{vp+1, . . . , vn} = {0}.

Daher besitzen die Spalten v1, . . . , vp von V Komponenten in Richtung der ersten p kanoni-
schen Vektoren.

Beweis. Der Vektor x ∈ Cn gehört genau dann zu span{e1, . . . , ep}∩span{vp+1, . . . , vn}, d.h.

x =

p∑
j=1

αjej =
n∑

j=p+1

βjvj

mit Koeffizenten αj, βj ∈ C, wenn

V −1x =

p∑
j=1

αjV
−1ej =

n∑
j=p+1

βjej.

Ein solches x 6= 0 gibt es genau dann, wenn die p-te Hauptabschnittsmatrix von V −1 ver-
schwindet.

Als Nächstes analysieren wir einen Schritt des QR-Verfahrens.

Lemma 3.38. Die Matrix A0 erfülle (3.16). Weiter sei

f(A0) = QR, A1 = QHA0Q

mit Q unitär, R obere Dreiecksmatrix und einem Polynom f . Sind die Matrizen A0 und A1

wie in (3.14) zerlegt und sind F1 := f(Λ1) und F2 := f(Λ2) regulär, so gilt

‖A(1)
21 ‖2 ≤ c1(1 + c2φ)2φ‖A(0)

21 ‖2,

wobei φ := ‖F2‖2‖F−1
1 ‖2 und die Konstanten c1, c2 > 0 nur von p und V abhängen.

Beweis. Wegen (3.16) lässt V −1 die folgende Block-LR-Zerlegung zu

V −1 = LU mit L :=

[
Ip 0
L21 In−p

]
und U :=

[
U11 U12

0 U22

]
, U11 ∈ Cp×p.

Die Matrizen L und U sind regulär und ihre Inversen besitzen dieselbe Struktur

L−1 =

[
Ip 0
−L21 In−p

]
und U−1 =

[
U−1

11 −U−1
11 U12U

−1
22

0 U−1
22

]
.

Mit der Block-Diagonalmatrix F := f(Λ) sieht man wegen

Q = f(A0)R−1 = V FV −1R−1 = V FLUR−1

leicht, dass

A1 = Q−1A0Q = (RU−1L−1F−1V −1)(V ΛV −1)(V FLUR−1) = RU−1L−1ΛLUR−1

= RU−1F−1(FL−1ΛLF−1)FUR−1.
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Weil sowohl Q = V (FLF−1)(FUR−1) als auch Q−1 unitär sind, folgt

‖FUR−1‖2 ≤ ‖V −1‖2‖FL−1F−1‖2 und ‖RU−1F−1‖2 ≤ ‖V ‖2‖FLF−1‖2.

Wegen

FLF−1 =

[
Ip 0

F2L21F
−1
1 In−p

]
= I +

[
0 0

F2L21F
−1
1 0

]
erhält man

‖FLF−1‖2 = 1 + ‖F2L21F
−1
1 ‖2 ≤ 1 + ‖L21‖2φ und ‖FL−1F−1‖ ≤ 1 + ‖L21‖2φ

auf analoge Weise. Wir betrachten nun die Block-Zerlegung

F (L−1ΛL)F−1 =

[
F1Λ1F

−1
1 0

F2(L−1ΛL)21F
−1
1 F2Λ2F

−1
2

]
.

Aus L−1ΛL = UA0U
−1 folgern wir (L−1ΛL)21 = U22A

(0)
21 U

−1
11 , woraus man

‖(L−1ΛL)21‖2 ≤ ‖U22‖2‖U−1
11 ‖2‖A(0)

21 ‖2

erhält. Weil RU−1F−1 und FUR−1 obere Block-Dreiecksmatrizen sind, folgt schließlich

‖A(1)
21 ‖2 =

∥∥∥∥RU−1F−1

[
0 0

F2(L−1ΛL)21F
−1
1 0

]
FUR−1

∥∥∥∥
2

≤ c1(1 + c2φ)2φ‖A(0)
21 ‖2,

wobei c1 := ‖V ‖2‖V −1‖2‖U22‖2‖U−1
11 ‖2 und c2 = ‖L21‖2.

Satz 3.39. Für A ∈ Cn×n regulär gelte (3.15) und (3.16). Dann erzeugt das QR-Verfahren
Matrizen Ak, so dass in der Darstellung (3.14) gilt

‖A(k)
21 ‖2 ≤ c(q) qk, k = 1, 2, . . .

für alle q ∈ R mit |λp+1|/|λp| < q < 1.

Beweis. Nach Lemma 3.36 gilt mit f(x) := xk

f(A) = XkUk, Ak = XH
k AXk.

Daher können k Schritte des QR-Verfahrens als ein Schritt für die Matrix Ak interpretiert
werden. Nach Lemma 3.38 hat man

‖A(k)
21 ‖2 ≤ c‖Λk

2‖2‖Λ−k1 ‖2.

Die Behauptung erhält man aus der Beobachtung, dass für beliebiges δ > 0 und genügend
große k gilt

‖Λk
2‖2 ≤ (|λp+1|+ δ)k, ‖Λ−k1 ‖2 ≤ (|λp|−1 + δ)k.
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Korollar 3.40. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.39 und bei diagonaler Matrix Λ gilt

‖A(k)
21 ‖2 ≤ c

(
|λp+1|
|λp|

)k
, k = 1, 2, . . .

Korollar 3.41. Sei A ∈ Cn×n diagonalisierbar, d.h. A = V ΛV −1, Λ = diag(λ1, . . . , λn)
mit |λ1| > |λ2| > . . . > |λn| > 0. Sind alle Hauptabschnittsmatrizen von V −1 regulär, so
konvergiert das QR-Verfahren gegen eine obere Dreiecksmatrix. Die Diagonaleinträge (Ak)ii
konvergieren mindestens linear gegen die Eigenwerte λi, i = 1, . . . , n.

Bemerkung. Die Folge {Ak} konvergiert nach Lemma 3.36 im Fall betragsmäßig verschie-
dener Eigenwerte also gegen eine Schur-Zerlegung von A. Treten Eigenwerte gleichen Be-
trags auf, z.B. konjugierte Eigenwerte reeller Matrizen, so konvergiert {Ak} gegen eine obere
Blockdreiecksmatrix. Die Größe der Diagonalblöcke entspricht nach Satz 3.39 der Anzahl
der Eigenwerte gleichen Betrags.

Konvergenzbeschleunigung durch Shifts

Die Konvergenzgeschwindigkeit des QR-Verfahrens hängt von der Größe der Quotienten
|λp+1|/|λp| ab. Ist |λp+1| ≈ |λp|, so konvergiert das Verfahren nur langsam. Die Konvergenz
kann durch Shifts A 7→ A− µI beschleunigt werden, indem die beiden Eigenwerte näher an
die Null geschoben werden, um |λp+1−µ|/|λp−µ| zu verkleinern. Im folgenden Algorithmus
sei {fk} eine Folge von Polynomen, d.h. wir betrachten nicht nur einfache Shifts sondern
sog. Multishifts.

Algorithmus 3.42 (QR-Verfahren mit Multishift).
Setze k = 0 und A0 = A;
do {

berechne QR-Zerlegung von fk(Ak) = QkRk;
setze Ak+1 = QH

k AkQk;
k = k + 1;

} while (‖A(k)
21 ‖2 zu groß);

Als Verallgemeinerung von Lemma 3.36 erhält man

Lemma 3.43. Für k ≥ 1 gilt

(i) A = XkAkX
H
k mit Xk := Q0 . . . Qk−1;

(ii)
∏k−1

i=0 fi(A) = XkUk mit Uk := Rk−1 . . . R0.
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Beweis. Die erste Aussage ist offensichtlich. Um die zweite Aussage induktiv zu beweisen,
erkennen wir, dass k = 1 genau der ersten QR-Zerlegung entspricht. Daher nehmen wir an,
dass sie für ein k ∈ N gilt. Dann folgt aus der Induktionsvorraussetzung

Xk+1Uk+1 = Xk(QkRk)Uk = Xkfk(Ak)Uk = fk(XkAkX
H
k )XkUk

(i)
= fk(A)XkUk

= fk(A)
k−1∏
i=0

fi(A) =
k∏
i=0

fi(A).

Bemerkung. Die Konvergenzanalyse des QR-Verfahrens kann leicht auf das QR-Verfahren
mit Shift übertragen werden, weil Lemma 3.38 bereits allgemeine Polynome berücksichtigt.

Im folgenden Satz werden wir die Konvergenz für einen speziellen Multishift, dem sog.
Rayleigh-Shift

fk := χ
A

(k)
22
,

untersuchen. Dabei bezeichnet χ
A

(k)
22

das charakteristische Polynom des rechten unteren

Blocks A(k)
22 von Ak in der Darstellung (3.14).

Satz 3.44. Sei A diagonalisierbar, d.h. es gilt Λ1 = diag(λ1, . . . , λp), Λ2 = diag(λp+1, . . . , λn)
in (3.16) mit |λp+1| < |λp|. Angenommen, das QR-Verfahren mit Rayleigh-Shift fk := χ

A
(k)
22

konvergiert, d.h.
εk := ‖A(k)

21 ‖2 → 0,

dann ist die Konvergenz quadratisch, d.h. es existieren δ, c > 0, so dass für εk ≤ δ folgt

εk+1 ≤ c ε2
k.

Beweis. Betrachte einen Schritt von Algorithmus 3.42

fk(Ak) = QkRk und Ak+1 = QH
k AkQk.

Aus Lemma 3.38 folgt

εk+1 ≤ c εkαkβk, αk := ‖fk(Λ2)‖2, βk := ‖(fk(Λ1))−1‖2.

Seien s1, . . . , sn−p die Eigenwerte von A(k)
22 . Mit

E :=

[
0 0

−A(k)
21 0

]
gilt nach dem Satz von Bauer-Fike (Satz 3.16) angewendet auf Ak und Ak + E

min
j=1,...,n

|λj − λi(Ak + E)| ≤ cond(V ) εk, i = 1, . . . , n.

Weil die Eigenwerte von Ak + E durch die Eigenwerte von A(k)
11 ergänzt um die Eigenwerte

von A(k)
22 gegeben sind, folgt für genügend kleine εk nach dem Satz von Gerschgorin

min
i=1,...,n−p

|λp+j − si| ≤ cond(V ) εk, j = 1, . . . , n− p.
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Daher gilt

|fk(λp+j)| =

∣∣∣∣∣
n−p∏
i=1

(λp+j − si)

∣∣∣∣∣ ≤ c1εk, j = 1, . . . , n− p,

und

|fk(λj)| =

∣∣∣∣∣
n−p∏
i=1

(λj − si)

∣∣∣∣∣ ≥ c2 > 0, j = 1, . . . , p,

wobei c1, c2 > 0 nicht von k abhängen. Hieraus folgt αk ≤ c1εk und βk ≤ c−1
2 .

Bemerkung. Ist A hermitesch, so kann sogar kubische Konvergenz nachgewiesen werden.

Gilt |λn| < |λn−1|, so konvergiert nach Satz 3.44 das QR-Verfahren mit Shiftpolynom
fk(x) = x − a(k)

n,n quadratisch. Als noch besser hat sich die Strategie herausgestellt, bei der
der rechte untere 2× 2-Block

B :=

[
a

(k)
n−1,n−1 a

(k)
n−1,n

a
(k)
n,n−1 a

(k)
n,n

]

von Ak zur Bestimmung des Shifts herangezogen wird. Dazu wählt man fk(x) = x − µk,
wobei µk derjenige Eigenwert von B ist, der am nächsten bei a(k)

n,n liegt. In beiden Fällen
konvergiert {Ak} schnell gegen

lim
k→∞

Ak =


∗

C
...
∗

0 . . . 0 λn

 .
Anschließend kann man mit der Anwendung des QR-Verfahrens auf die kleinere Matrix C
fortfahren (→ sog. Deflation).

Praktische Realisierung des QR-Verfahrens

Weil QR-Zerlegung und Matrix-Multiplikation von allgemeinen Matrizen O(n3) Operationen
benötigen, ist das QR-Verfahren sehr aufwändig. Der Aufwand kann erheblich reduziert
werden, wenn die Matrix A vorab durch unitäre Ähnlichkeitstransformationen in Hessenberg-
Form gebracht wird.
Matrizen A ∈ Cn×n können beispielsweise mit Hilfe der Householder-Transformation (siehe

Abschnitt 1.2.1) auf Hessenberg-Form gebracht werden. Anders als bei der QR-Zerlegung
müssen hier Transformationen allerdings von links und rechts auf A angewendet werden.
Wir stellen das Vorgehen schematisch dar (+/∗ veränderter bzw. unveränderter Eintrag):

A =


∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

 Q1·−−−→


∗ ∗ ∗ ∗
+ + + +

+ + +
+ + +

 ·QH1−−−→


∗ + + +
∗ + + +

+ + +
+ + +


Q2·−−−→


∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

+ + +
+ +

 ·QH2−−−→


∗ ∗ + +
∗ ∗ + +
∗ + +

+ +

 .
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Die Reduktion auf Hessenberg-Form benötigt O(n3) Operationen. Ist A hermitesch, so ist
die resultierende Matrix eine hermitesche Hessenberg-Matrix und somit tridiagonal.

Bemerkung. Man beachte, dass wegen der symmetrischen Anwendung der Householder-
Transformation von links und von rechts hierdurch keine obere Dreiecksstruktur erzielt wer-
den kann. Die Multiplikation von rechts zerstört diese sofort wieder:

A =


∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

 Q̂1·−−−→


+ + + +

+ + +
+ + +
+ + +

 ·Q̂H1−−−→


+ + + +
+ + + +
+ + + +
+ + + +

 .
Wäre es im Allgemeinen möglich, mittels Ähnlichkeitstransformationen eine obere Dreiecks-
struktur zu gewinnen, so hätten wir die Eigenwerte durch eine endliche Anzahl arithmetischer
Operationen gefunden, was einen Widerspruch zum Abel-Ruffini-Theorem darstellt.

QR-Verfahren für Hessenberg-Matrizen

Die Effizienz des QR-Verfahrens wird dadurch gesteigert, dass die in jedem Schritt

f(H0) = QR, H1 := QHH0Q

des QR-Verfahrens die Hessenberg-Struktur ausgenutzt werden kann. Für Hessenberg-Ma-
trizen H0 kann jeder QR-Schritt mit O(n2) Operationen realisiert werden. Wie wir sehen
werden, ist ferner H1 wieder eine Hessenberg-Matrix.
Für die Berechnung der QR-Zerlegung von f(H0) gehen wir davon aus, dass f ein Polynom

ersten Grades ist. Dies ist deshalb möglich, weil sich jeder Multishift als Folge von einfachen
Shifts darstellen lässt. Dann ist auch f(H0) eine Hessenberg-Matrix.

Beispiel 3.45. Betrachte den Multishift f(x) = (x− µ2)(x− µ1). Sei Q̂R̂ = H0 − µ1I und
Q̄R̄ = Ĥ0 − µ2I mit Ĥ0 := Q̂HH0Q̂. Wegen

f(H0) = (H0 − µ2I)(H0 − µ1I) = (H0 − µ2I)Q̂R̂ = Q̂(Ĥ0 − µ2I)R̂ = (Q̂Q̄)(R̄R̂)

lässt sich der Multishift durch zwei einfache Shifts darstellen.

Wir haben aber im Zusammenhang mit dem GMRES-Verfahren in Abschnitt 2.3 die
Givens-Transformation kennengelernt, die Einträge selektiv zu Null transformieren kann.
Dann eliminert G(n,n−1) · . . . · G(2,1) die Einträge unterhalb der Diagonalen von f(H0). Wir
veranschaulichen dies wieder für n = 4:

f(H0) =


∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗

 G(2,1)·−−−→


+ + + +

+ + +
∗ ∗ ∗
∗ ∗

 G(3,2)·−−−→


∗ ∗ ∗ ∗

+ + +
+ +
∗ ∗

 G(4,3)·−−−→


∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

+ +
+


︸ ︷︷ ︸

=:R

Die Anzahl der Operationen zur Berechnung der QR-Zerlegung

f(H0) = QR, Q := (G(n,n−1) · . . . ·G(2,1))H ,

ist von der Ordnung n2.
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Wir zeigen noch, dass H1 = QHH0Q wieder eine Hessenberg-Matrix ist. Dies folgt aus
der Eigenschaft von Matrizen mit m unteren Nebendiagonalen, dass die Summe solcher
Matrizen m Nebendiagonalen und das Produkt 2m Nebendiagonalen besitzt. Ist nämlich
H0 eine Hessenberg-Matrix, so besitzt Q = f(H0)R−1 im Allgemeinen g Nebendiagonalen,
wobei g den Grad des Polynoms f bezeichnet. Wegen

f(H1) = QHf(H0)Q = RQ

hat f(H1) höchstens g Nebendiagonalen. Daher kann H1 höchstens eine Nebendiagonale
besitzen. Die Berechnung von H1 benötigt ebenfalls nur O(n2) Operationen.

Bemerkung. Wir haben bereits bemerkt, dass H0 tridiagonal ist, falls A hermitesch ist.
Eine QR-Zerlegung einer Tridiagonalmatrix kann mittels Givens-Rotationen mit O(n) statt
O(n2) Operationen durchgeführt werden. Weil die Eigenwerte von hermiteschen Matrizen
reell sind, kann das QR-Verfahren ferner in reeller Arithmetik durchgeführt werden.

Zur Berechnung der Eigenvektoren können wir die Transformationsmatrizen Q entweder
in der Schur-Zerlegung A = QRQH akkumulieren oder sie per Inverser Iteration bestimmen.
Letztere Vorgehensweise hat den Vorteil, dass die Eigenvektoren selektiv berechnet wer-
den können und die Transformationsmatrizen nicht gespeichert werden müssen. Man sollte
allerdings die Transformation P auf Hessenberg-Form A = PHPH speichern und die Eigen-
vektoren von H bestimmen. Die auftretenden Inversen (H−µI)−1 können sehr viel effizienter
berechnet werden (z.B. mittels QR-Zerlegung nach Givens) als (A− µI)−1. Die resultieren-
den Eigenvektoren müssen dann noch mit P transformiert werden. Aus der Schur-Zerlegung
A = QRQH können die Eigenvektoren von A dadurch bestimmt werden, dass zunächst
(R− λiI)vi = 0 mittels Rückwärtssubstitution gelöst und dann vi mit Q multipliziert wird.

Berechnung der Singulärwertzerlegung

Nach Satz 1.25 könnte man zur Berechnung der Singulärwerte von A ∈ Cm×n, m ≥ n, die
Eigenwerte von AHA mit Hilfe des QR-Verfahrens bestimmen. Dies ist wegen der hohen Kos-
ten beim Aufstellen von AHA und der damit verbundenen Quadrierung der Konditionszahl
in der Regel nicht empfehlenswert.

Beispiel 3.46. Sei ε > 0 so gewählt, dass 1 + ε
.
= 1 (in Gleitkommaarithmetik). Für

A =

 1 1
0
√
ε√

ε 0

 ist AHA =

[
1 + ε 1

1 1 + ε

]
.
=

[
1 1
1 1

]
.

Die Eigenwerte von AHA wären σ2
1 = 2, σ2

2 = 0. Tatsächlich hat A den Rang 2 (auch in
Gleitkommaarithmetik) und die Singulärwerte sind

√
ε,
√

2 + ε.

Vorteilhafter ist es, die Singulärwerte von A direkt aus den Einträgen von A zu bestimmen.
In Analogie zur Invarianz von Eigenwerten unter Ähnlichkeitstransformation werden die
Singulärwerte durch Multiplikationen von A mit zwei unitären Matrizen P , Q von links und
rechts nicht verändert. Denn ist A = UΣV H eine Singulärwertzerlegung, so ist auch

PAQH = (PU)Σ(QV )H

eine Singulärwertzerlegung von A. Daher kann A durch sukzessive Anwendung zweier un-
abhängiger Householdertransformationen auf Bidiagonalgestalt gebracht werden. Wir zeigen
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die Vorgehensweise wieder schematisch:

A =


∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

 P1·−−−→


+ + + +

+ + +
+ + +
+ + +
+ + +

 ·QH1−−−→


∗ +

+ + +
+ + +
+ + +
+ + +

 P2·−−−→


∗ ∗

+ + +
+ +
+ +
+ +



·QH2−−−→


∗ ∗
∗ +

+ +
+ +
+ +

 P3·−−−→


∗ ∗
∗ ∗

+ +
+
+

 P4·−−−→


∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗

+

 =: B

Die Anzahl der Operationen beträgt O(n2m). Die Singulärwerte der Bidiagonalmatrix B
können dadurch bestimmt werden, dass das QR-Verfahren auf die Tridiagonalmatrix BHB
angewendet wird. Aus Genauigkeitsgründen ist es allerdings vorteilhafter, B direkt zu be-
trachten. Dafür verweisen wir allerdings auf Kapitel 8.6 in Golub & Van Loan, Matrix Com-
putations, 1996.

3.4 Das Lanczos-Verfahren

Das QR-Verfahren berechnet alle Eigenwerte einer Matrix und benötigt dafür einen kubi-
schen Aufwand. In vielen Anwendungen (z.B. gewöhnliche und partielle Differentialgleichung-
en) ist man einerseits an nur wenigen Eigenwerten (meistens die kleinsten oder größten)
interessiert und andererseits sind die auftretenden Matrizen großdimensioniert. Weil solche
Matrizen aber oft schwachbesetzt sind, ist man an Verfahren interessiert, bei denen A nur
durch Multiplikation mit Vektoren eingeht. Ein Beispiel dafür ist die in Abschnitt 3.2 vorge-
stellte Vektoriteration nach von Mises. Damit konnte jedoch ausschließlich der Eigenvektor
zu einem dominanten Eigenwert berechnet werden. Mit dem im Folgenden vorgestellten
Lanczos-Verfahren können auch weitere Eigenwerte berechnet werden. Zudem erhalten wir
eine bessere Approximation an den größten Eigenwert als mit Hilfe der Vektoriteration.
Sei A ∈ Kn×n hermitesch mit Eigenwerten λ1 ≥ . . . ≥ λn und zugehörigen orthonormalen

Eigenvektoren v1, . . . , vn. Dann sind die extremalen Eigenwerte genau die Extremalwerte des
Rayleigh-Quotienten

λ1 = max
x∈Kn\{0}

xHAx

xHx
und λn = min

x∈Kn\{0}

xHAx

xHx
.

Anstelle die Maximierung bzw. Minimierung des Rayleigh-Quotienten über den gesamten Kn

werden wir diese nur über dem Krylov-Raum (siehe Abschnitt 2.1)

Kk(A, x0) := span{x0, Ax0, A
2x0, . . . , A

k−1x0}, x0 6= 0,

durchführen. Dazu wählen wir eine Orthonormalbasis {w1, . . . , wk} von Kk(A, x0) und setzen

Wk = [w1, . . . , wk] ∈ Kn×k.

Die Projektion
Ak := WH

k AWk ∈ Rk×k
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von A auf den Krylov-Raum Kk(A, x0) ist eine hermitesche, reelle Tridiagonalmatrix mit
positiven Nebendiagonaleinträgen. Mit

Ãk :=

[
Ak

βk+1e
T
k

]
∈ R(k+1)×k

gilt dann AWk = Wk+1Ãk.
Für die Eigenwerte θ(k)

1 ≥ . . . ≥ θ
(k)
k von Ak gilt nach Satz 3.13

θ
(k)
1 = max

y∈Kk\{0}

yHAky

yHy
= max

y∈Kk\{0}

(Wky)HA(Wky)

(Wky)H(Wky)
= max

x∈Kk(A,x0)\{0}

xHAx

xHx
≤ λ1

und analog

θ
(k)
k = min

y∈Kk\{0}

yHAky

yHy
≥ λn.

Bemerkung. Nach der Bemerkung zu Satz 2.8 wissen wir bereits, dass Pk := WkW
H
k ein

orthogonaler Projektor auf

RanPk = RanWk = Kk(A, x0)

und Ak die Darstellung der Projektion

PkAPk = WkW
H
k AWkW

H
k = WkAkW

H
k

von A auf Kk(A, x0) bzgl. der Basis {w1, . . . , wk} ist. Je größer der Unterraum RanPk ist,
desto besser approximiert WkAkW

H
k die Matrix A und damit θ(k)

j die Eigenwerte λj.
Diese Idee der Projektionsverfahren oder Ritz-Verfahren ist nicht auf Krylov-Räume

beschränkt. Wie wir im Abschnitt 2.1 gesehen haben, erlauben Krylov-Räume allerdings
eine einfache Berechnung der Orthonormalbasis Wk. Weil die Eigenwerte θ(k)

j durch Pro-
jektion entstehen, bezeichnet man sie auch als Ritz-Werte. Diese können mit Hilfe des
QR-Verfahrens angewendet auf die (kleine) Tridiagonalmatrix Ak ∈ Rk×k effizient bestimmt
werden.

Der folgende Satz beschreibt den Approximationsfehler λ1 − θ(k)
1 .

Satz 3.47. Es bezeichnen θ(k)
1 ≥ . . . ≥ θ

(k)
k die Ritz-Werte von A. Dann gilt

λ1 ≥ θ
(k)
1 ≥ λ1 −

(λ1 − λn) tan2(φ1)

T 2
k−1(2µ− 1)

mit dem Tschebyscheff-Polynom Tk−1, µ := (λ1−λn)/(λ2−λn) und cos(φ1) = |vH1 x0|/‖x0‖2.

Beweis. O.B.d.A. sei ‖x0‖2 = 1. Wegen Kk(A, x0) = span{p(A)x0, p ∈ Πk−1} gilt

θ
(k)
1 = max

x∈Kk(A,x0)\{0}

xHAx

xHx
= max

p∈Πk−1, p(A)x0 6=0

(p(A)x0)HA(p(A)x0)

(p(A)x0)H(p(A)x0)
.

Mit der Darstellung von x0 in der Orthonormalbasis {v1, . . . , vn}

x0 =
n∑
i=1

αivi, αi := vHi x0,
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folgt

(p(A)x0)HA(p(A)x0) =
n∑
i=1

|αi|2p2(λi)λi und (p(A)x0)H(p(A)x0) =
n∑
i=1

|αi|2p2(λi).

Somit gilt

(p(A)x0)HA(p(A)x0)

(p(A)x0)H(p(A)x0)
= λ1 −

∑n
i=2 |αi|2p2(λi)(λ1 − λi)∑n

i=1 |αi|2p2(λi)

≥ λ1 − (λ1 − λn)

∑n
i=2 |αi|2p2(λi)

|α1|2p2(λ1) +
∑n

i=2 |αi|2p2(λi)
.

Für eine möglichst scharfe Abschätzung müssen wir ein Polynom p ∈ Πk−1 einsetzen,
das innerhalb des Intervalls [λn, λ2] möglichst klein ist. Wir wählen das transformierte
Tschebyscheff-Polynom (siehe Abschnitt 2.3.1)

p(x) := Tk−1

(
2
x− λn
λ2 − λn

− 1

)
.

Dieses erfüllt |p(x)| ≤ 1 für x ∈ [λn, λ2]. Wegen
∑n

i=1 |αi|2 = ‖x0‖2
2 = 1 gilt dann

θ
(k)
1 ≥ λ1 − (λ1 − λn)

1− |α1|2

|α1|2p2(λ1)
= λ1 − (λ1 − λn)

1− |α1|2

|α1|2T 2
k−1(2µ− 1)

.

Die Behauptung folgt aus

1− |α1|2

|α1|2
=

1− cos2(φ1)

cos2(φ1)
=

sin2(φ1)

cos2(φ1)
= tan2(φ1).

Wendet man Satz 3.47 auf −A an, so erhält man

Korollar 3.48. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.47 gilt

λn ≤ θ
(k)
k ≤ λn +

(λ1 − λn) tan2(φn)

T 2
k−1(2µ′ − 1)

mit µ′ := (λ1 − λn)/(λ1 − λn−1) und cos(φn) = |vHn x0|/‖x0‖2.

Bemerkung.

(a) Weil der Krylov-Raum Kk(A, x0) den Vektor Ak−1x0 enthält, ist durch den betrags-
größten Eigenwert von Ak = WH

k AWk eine bessere Näherung an den betragsgrößten
Eigenwert von A gegeben als durch den Rayleigh-Quotienten zu Ak−1x0/‖Ak−1x0‖2 der
Vektoriteration nach von Mises.

(b) Auch die übrigen Ritz-Werte können als Näherung an die Eigenwerte von A herangezogen
werden. Nach Satz 3.24 gilt für j = 1, . . . , k

λj ≥ θ
(k+1)
j ≥ θ

(k)
j und θ

(k)
k−j+1 ≥ θ

(k+1)
k−j+2 ≥ λn−j+1.

Daher wächst der j-größte Ritz-Wert mit wachsendem k monoton von unten gegen den
j-größten Eigenwert von A und der j-kleinste Ritz-Wert fällt monoton von oben gegen
den j-kleinsten Eigenwert von A.
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(c) Ist uj ein Eigenvektor von Ak zum Eigenwert θ(k)
j , so kann gezeigt werden, dass Wkuj

eine Näherung an den Eigenvektor vj zum Eigenwert λj ist.

Die folgende a-posteriori Abschätzung ist hilfreich, um die Genauigkeit der Approximati-
on θ(k)

j zu überprüfen.

Satz 3.49. Sei A ∈ Kn×n hermitesch und (θ, u), ‖u‖2 = 1, ein Eigenpaar von Ak = WH
k AWk.

Dann gilt ‖AWku− θWku‖2 = βk+1|eTk u| und

min
j=1,...,n

|θ − λj| ≤ βk+1|eTk u|.

Beweis. Wegen AWk = Wk+1Ãk = WkAk + βk+1wk+1e
T
k folgt für x := Wku

Ax− θx = (AWk −WkAk)u = βk+1wk+1e
T
k u.

Wegen βk+1 ≥ 0 ergibt dies ‖Ax − θx‖2 = βk+1|eTk u|, und mit ‖x‖2 = ‖u‖2 = 1 folgt die
Behauptung aus Satz 3.17.

Wir haben bereits in Satz 2.8 gesehen, dass das Arnoldi- und somit auch das Lanczos-
Verfahren genau im Schritt k = gradA(x0) mit βk+1 = 0 abbricht. Dann ist Kk(A, x0) ein
A-invarianter Unterraum. Daher gilt mit dem orthogonalen Projektor Pk = WkW

H
k

WkAk = PkAWk = AWk,

und die k Eigenwerte von Ak sind auch Eigenwerte von A. Dies erkennt man auch an
Satz 3.49, weil die rechte Seite der Abschätzung für βk+1 = 0 verschwindet. Um weite-
re Eigenwerte von A zu bestimmen, muss das Lanczos-Verfahren mit einem anderen Vek-
tor x′0 /∈ Kk(A, x0) neu gestartet werden.

Bemerkung. Durch Rundungsfehler kann es beim Lanczos-Verfahren passieren, dass nur
die ersten Vektoren wj orthogonal sind. Im Gegensatz zum Arnoldi-Verfahren werden diese
nämlich nicht explizit orthogonalisiert, sondern die Orthogonalität entsteht aus mathemati-
schen Eigenschaften, die in der Praxis aber nicht exakt vorliegen. Um diesem Effekt entgegen-
zutreten, werden Reorthogonalisierungen durchgeführt; siehe B. N. Parlett: The Symmetric
Eigenvalue Problem, Prentice Hall, Englewood Cliffs, 1980. Die Orthogonalität geht immer
dann verloren, wenn die Ritz-Werte gegen die Eigenwerte von A konvergieren.

3.5 Weitere Verfahren für tridiagonale
Eigenwertprobleme

In diesem Abschnitt betrachten wir symmetrische Tridiagonalmatrizen

A =


α1 β2

β2
. . . . . .
. . . . . . βn

βn αn

 ∈ Rn×n. (3.17)
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Diese resultieren z.B. aus dem Lanczos-Verfahren. Das zugehörige Eigenwertproblem kann
beispielsweise mit Hilfe des QR-Verfahrens gelöst werden. Hier wollen wir zwei weitere Ver-
fahren vorstellen. Wir dürfen annehmen, dass A irreduzibel ist, d.h. βi 6= 0, i = 2, . . . , n.
Sonst zerfällt A in irreduzible Untermatrizen, die voneinander getrennt betrachtet werden
können.

Bisektionsverfahren

Das folgende Bisektionsverfahren ist das Mittel der Wahl, falls nur ein Teil des Spektrums
benötigt wird. Dabei wird die Interlacing-Eigenschaft (Bemerkung nach Satz 3.24) genutzt,
um die reelle Achse effizient nach Nullstellen des charakteristischen Polynoms abzusuchen.
Im Folgenden bezeichne Ak ∈ Rk×k die k-te Hauptabschnittsmatrix von A.

Beispiel 3.50. Wir betrachten die 4× 4-Tridiagonalmatrix

A =


1 1
1 0 1

1 2 1
1 −1

 .
Wegen

detA1 = 1, detA2 = −1, detA3 = −3, detA4 = 4

und detA =
∏n

i=1 λi hat A1 keinen und A2 genau einen negativen Eigenwert. Nach der
Interlacing-Eigenschaft (siehe die Bemerkung nach Satz 3.24) besitzt A3 einen und A4 zwei
negative Eigenwerte.

Ist allgemeiner A ∈ Rn×n eine symmetrische Tridiagonalmatrix, so betrachte die Anzahl
der Vorzeichenwechsel ν(A) der Folge

1, detA1, detA2, . . . , detAn, (3.18)

die auch als Sturmsche Kette bezeichnet wird. Verschwindet das nächste Folgenglied, so
liegt kein Vorzeichenwechsel vor. Verschwindet das k-te Folgenglied, so liegt ein Vorzeichen-
wechsel vor, falls (k−1)-tes und (k+ 1)-tes Folgenglied nicht verschwinden und unterschied-
liche Vorzeichen haben.
Wir werden in Satz 3.53 sehen, dass die Anzahl negativer Eigenwerte von A mit ν(A)

übereinstimmt. Durch Verschiebung des Spektrums von A um α ∈ R kann man bestimmen,
wie viele Eigenwerte kleiner als α sind. Die Anzahl der Eigenwerte im Intervall [a, b) ist
also durch ν(A − bI) − ν(A − aI) gegeben. Diese Information kann genutzt werden, um
festzustellen, ob in durch rekursive Teilung erzeugten Intervalle Eigenwerte enthalten sind
oder nicht.
Um die Berechnung der Sturmschen Kette effizient durchzuführen, kann die folgende Re-

kursionsformel verwendet werden.

Lemma 3.51. Sei A wie in (3.17) eine symmetrische Tridiagonalmatrix. Dann gilt für k ≥ 2

detAk = αk detAk−1 − β2
k detAk−2.
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3.5 Weitere Verfahren für tridiagonale Eigenwertprobleme

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz durch Entwicklung
nach der letzten Spalte.

Im folgenden Lemma beweisen wir eine strikte Interlacing-Eigenschaft.

Lemma 3.52. Sei A ∈ Rn×n eine irreduzibele, symmetrische Tridiagonalmatrix. Dann gilt
für die Eigenwerte λ(k)

j , j = 1, . . . , k, von Ak

λ
(k)
1 > λ

(k−1)
1 > λ

(k)
2 > . . . > λ

(k−1)
k−1 > λ

(k)
k , k = 2, . . . , n.

Beweis. Nach der Interlacing-Eigenschaft (3.5) gilt

λ
(k)
1 ≥ λ

(k−1)
1 ≥ λ

(k)
2 ≥ . . . ≥ λ

(k−1)
k−1 ≥ λ

(k)
k , k = 2, . . . , n.

Wir zeigen per Induktion, dass alle Eigenwerte von Ak−1 und Ak verschieden sind. Aus
Lemma 3.51 folgt, dass für das charakteristische Polynom pk von Ak gilt

pk(λ) = (αk − λ)pk−1(λ)− β2
k pk−2(λ),

wobei p−1(λ) := 0 und p0(λ) := 1. Für k = 2 ist p2(λ) = (α2 − λ)p1(λ)− β2
2 . Wegen β2 6= 0

können p1 und p2 keine gemeinsamen Nullstellen besitzen. Seien alle Eigenwerte von Ak−1

und Ak verschieden. Angenommen, es existiert ein λ ∈ R mit pk+1(λ) = 0 = pk(λ). Wegen

0 = pk+1(λ) = (αk+1 − λ)pk(λ)− β2
k+1 pk−1(λ)

und βk+1 6= 0 folgt, dass pk−1(λ) = 0. Dann wäre λ aber ein gemeinsamer Eigenwert von Ak−1

und Ak. Aus diesem Widerspruch folgt die Behauptung.

Satz 3.53. Sei A ∈ Rn×n eine irreduzibele, symmetrische Tridiagonalmatrix. Dann stimmt
die Anzahl ν(A) der Vorzeichenwechsel der Sturmschen Kette mit der Anzahl negativer
Eigenwerte von A überein.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung per Induktion über n. Für n = 1 ist die Behauptung
wahr. Angenommen, sie gilt für ein n ∈ N. Wegen Lemma 3.52 ist

λ
(n+1)
j > λ

(n)
j ≥ 0, j = 1, . . . , n− ν, und λ

(n+1)
j+1 < λ

(n)
j < 0, j = n− ν + 1, . . . , n.

Es bleiben nur zwei Fälle für λ(n+1)
n−ν+1:

(a) λ
(n+1)
n−ν+2 < λ

(n)
n−ν+1 < 0 ≤ λ

(n+1)
n−ν+1 < λ

(n)
n−ν ,

(b) λ
(n)
n−ν+1 < λ

(n+1)
n−ν+1 < 0 ≤ λ

(n)
n−ν < λ

(n+1)
n−ν .

Im Fall (a) stimmt die Anzahl der negativen Eigenwerte von An+1 mit der von An überein,
welche nach Induktionsvoraussetzung ν ist. Auf der anderen Seite ist entweder detAn+1 = 0
oder

sign detAn+1 = sign
n+1∏
j=1

λ
(n+1)
j = sign

n∏
j=n−ν+1

λ
(n+1)
j+1 = sign

n∏
j=n−ν+1

λ
(n)
j = sign detAn.
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3 Numerische Behandlung von Eigenwertproblemen

In beiden Fällen liegt nach unserer Definition kein Vorzeichenwechsel vor.
Wir betrachten nun Fall (b). In diesem Fall besitzt An+1 einen negativen Eigenwert mehr

als An, und es gilt daher sign detAn+1 = (−1)ν+1. Im Fall λ(n)
n−ν 6= 0 gilt sign detAn = (−1)ν .

Ist jedoch λ(n)
n−ν = 0, so folgt nach der Interlacing-Eigenschaft λ(n−1)

n−ν−1 > λ
(n)
n−ν = 0 > λ

(n−1)
n−ν .

Daher ist detAn = 0 und sign detAn−1 = (−1)ν . Also hat die Sturmsche Kette vom n-ten
zum (n+ 1)-ten Folgenglied einen weiteren Vorzeichenwechsel.

Wir wollen diese Eigenschaft nun nutzen, um Eigenwerte durch rekursive Zweiteilung eines
vorgegebenes Intervall mit Genauigkeit ε > 0 zu bestimmen. Die Rekursion stoppt dabei in
solchen Intervallen, die für die Lokalisierung der Eigenwerte keine Bedeutung besitzen, also
beispielsweise solche, die keine Eigenwerte enthalten. Unter Verwendung vom Lemma 3.51
kann ein Eigenwert auf diese Weise mit Genauigkeit ε in O(n| log ε|) Operationen lokalisiert
werden. Wenn nur wenige Eigenwerte (z.B. der kleinste oder der größte) benötigt werden,
ist dies eine Verbesserung gegenüber den O(n2) Operationen des QR-Verfahrens. Außerdem
eignet sich dieses Vorgehen zur mathematischen Berechnung verschiedener Eigenwerte auf
Parallelrechnern. Die zugehörigen Eigenvektoren können mittels Inverser Iteration bestimmt
werden.

Algorithmus von Cuppen

Sei A ∈ Rn×n, n ≥ 2, eine irreduzible, symmetrische Tridiagonalmatrix wie in (3.17). Wir
geben im Folgenden nur die Grundidee eines divide-and-conquer-Verfahrens an. Auf Details
bei der Implemtierung verzichten wir. Es sei jedoch bemerkt, dass diese essentiell sind, wenn
man einen stabilen Algorithmus erhalten möchte. Die Idee des Verfahrens besteht darin, A
wie folgt zu zerlegen

A =


A1

βm+1

βm+1

A2

 =


Â1

Â2

+


βm+1 βm+1

βm+1 βm+1


mit A1 ∈ Rm×m und A2 ∈ R(n−m)×(n−m) und 1 ≤ m < n, m ≈ n

2
. Auf die Weise kann

also eine Tridiagonalmatrix als Summe einer 2 × 2-Blockdiagonal-Matrix mit tridiagonalen
Blöcken und einer Rang-1-Korrektur dargestellt werden.
Angenommen, die Eigenwerte und Eigenvektoren von Â1 = Q1D1Q

T
1 und Â2 = Q2D2Q

T
2

sind bekannt. Dann gilt

A =

[
Q1

Q2

]([
D1

D2

]
+ βm+1

[
q1

q2

] [
q1

q2

]T)[
Q1

Q2

]T
,

wobei qT1 und qT2 die letzte Zeile von Q1 bzw. die erste Zeile von Q2 bezeichnen. Bei der
Berechnung der Eigenwerte von Â1 und Â2 wendet man dieselbe Idee an, bis man bei einer
Menge von 1× 1 Eigenwertproblemen endet. Wir können uns daher auf die Bestimmung der
Eigenwerte von Diagonal-plus-Rang-1-Matrizen D ± wwT zurückziehen. Dabei dürfen wir
annehmen, dass wj 6= 0 für alle j, weil das Problem sonst reduzierbar ist.
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3.6 Das Jacobi-Verfahren

Lemma 3.54. Sei D ∈ Rn×n eine Diagonalmatrix mit paarweise verschiedenen Einträgen
und w ∈ Rn, wi 6= 0, i = 1, . . . , n. Die Eigenwerte von D ± wwT erfüllen die sog. Säkular-
gleichung f(x) = 0 mit

f(x) := 1±
n∑
i=1

w2
i

di − x
. (3.19)

Beweis. Ist nämlich (D ± wwT )q = λq für ein q 6= 0, so gilt

(D − λI)q ± w(wT q) = 0

⇔ q ± (D − λI)−1w(wT q) = 0

⇔ wT q ± wT (D − λI)−1w(wT q) = 0

⇔ f(λ)wT q = 0.

Angenommen, es gilt wT q = 0, so folgt Dq = λq. Weil die Einträge von D paarweise
verschieden sind, kann dann q nur genau einen nicht-verschwindenden Eintrag qj 6= 0, j ∈
{1, . . . , n}, besitzen. Dann ist aber 0 = wT q = wjqj, woraus wj = 0 im Widerspruch zur
Voraussetzung folgt. Daher ist f(λ) = 0. Die Umkehrung gilt, weil f genau n Nullstellen
besitzt.

In jedem Rekursionschritt des divide-and-conquer Algorithmus können die Nullstellen
von (3.19) mit Hilfe des Newton-Verfahrens in O(n2) Operationen bestimmt werden. Zur
Bestimmung aller Eigenwerte einer symmetrischen n × n-Tridiagonalmatrix mit Hilfe des
beschriebenen divide-and-conquer-Algorithmus sind also

n2 + 2
(n

2

)2

+ 4
(n

4

)2

+ . . .+ n
(n
n

)2

≤ n2

∞∑
`=0

2−` = 2n2

Operationen nötig. Hinsichtlich der Anzahl der Operationen verhalten sich dieser nach Cup-
pen benannte Algorithmus und das QR-Verfahren bei der Berechnung der Eigenwerte etwa
gleich. Die Eigenvektoren können aus dem Ergebnis des Cuppen-Algorithmus aber deutlich
effizienter bestimmt werden; vgl. Trefethen & Bau: Numerical Linear Algebra, SIAM.

3.6 Das Jacobi-Verfahren

Einer der ältesten Algorithmen zur Berechnung der Eigenwerte einer Matrix ist das Jacobi-
Verfahren, das von Jacobi 1845 vorgestellt wurde. Es eigenet sich besonders für die Paral-
lelisierung. Das Verfahren transformiert die symmetrische Matrix A ∈ Rn×n durch eine Folge
orthogonaler Transformationen auf approximative Diagonalgestalt, d.h. nach jeder Transfor-
mation verringert sich die Größe der Außerdiagonaleinträge.
Wir betrachten zunächst reelle symmetrische 2× 2-Matrizen. Diese können wie folgt dia-

gonalisiert werden:

JT
[
a d
d b

]
J =

[
ã 0

0 b̃

]
mit der Givens-Rotation

J =

[
c s
−s c

]
,
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3 Numerische Behandlung von Eigenwertproblemen

wobei c = (1 + t2)−1/2, s = tc und

t = τ ±
√

1 + τ 2 (3.20)

mit τ = (a− b)/2d. Die orthogonale Matrix J wird auch als Jacobi-Rotation bezeichnet.
Im allgemeinen Fall n ∈ N wird die Matrix J zu einer Matrix Jk` ∈ Rn×n vergrößert, wobei

sich Jk` nur in den Einträgen (k, k), (k, `), (`, k) und (`, `) von der Identität unterscheidet.
In diesen vier Einträgen stehen die Einträge von J . Wir zeigen, dass der Ausdruck

off(A) := ‖A‖2
F −

n∑
i=1

a2
ii

als Maß für die Größe des Außerdiagonalanteils reduziert wird.

Lemma 3.55. Es gilt off(JTk`AJk`) = off(A)− 2a2
k`.

Beweis. Wir setzen B = JTk`AJk`. Dann gilt b2
kk + b2

`` = a2
kk + 2a2

k` + a2
``. Weil sich die

Diagonalen von A und B nur an der k-ten und der `-ten Position unterscheiden, gilt

off(B) = ‖B‖2
F −

n∑
i=1

b2
ii = ‖A‖2

F − b2
kk − b2

`` −
∑
i 6∈{k,`}

b2
ii

= ‖A‖2
F − b2

kk − b2
`` −

∑
i 6∈{k,`}

a2
ii = ‖A‖2

F − 2a2
k` −

n∑
i=1

a2
ii

= off(A)− 2a2
k`.

Für den Parameter t stehen nach (3.20) zwei Möglichkeiten zur Verfügung. Um die Trans-
formation auszuwählen, die die kleinere Differenz ‖A − JTk`AJk`‖F hervorruft, sollte man
nach folgendem Lemma t als die kleinere der beiden Möglichkeiten wählen. Auf diese Weise
ist z.B. sichergestellt, dass Jk` die Matrixeinträge innerhalb des Außerdiagonalanteils nicht
verschiebt.

Lemma 3.56. Sei A ∈ Rn×n. Dann gilt

‖A− JTk`AJk`‖2
F =

2

c2
a2
k` + 4(1− c)

∑
i 6∈{k,`}

a2
ik + a2

i`.

Beweis. Siehe Übungsaufgaben.

Im Folgenden beschreiben wir zwei mögliche Vorgehensweisen bei der Wahl der Indizes k
und `.
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Maximale Außerdiagonaleinträge

In jedem Transformationsschritt wählt man das Paar (k, `) so, dass ak` der betragsgrößte
Außerdiagonaleintrag ist. Mit dieser Wahl erhält man folgendes Reduktionsverhalten.

Lemma 3.57. Sei ak` ein betragsgrößte Außerdiagonaleintrag. Dann gilt

off(JTk`AJk`) ≤
(

1− 2

n(n− 1)

)
off(A).

Beweis. Wegen
off(A) = 2

∑
i<j

a2
ij ≤ 2

∑
i<j

a2
k` = n(n− 1)a2

k`

erhält man nach Lemma 3.55

off(JTk`AJk`) = off(A)− 2a2
k` ≤ off(A)− 2

n(n− 1)
off(A) =

(
1− 2

n(n− 1)

)
off(A).

Nach O(n2) Anwendungen von Jacobi-Rotationen, von denen jede O(n) Operationen be-
nötigt, verringert sich off(A) wegen(

1− 2

n(n− 1)

)n(n−1)/2

≤ 1

e

um einen konstanten Faktor. Daher wird nach O(n2| log ε|) Schritten ein relativer Feh-
ler ε > 0 erreicht. Tatsächlich ist die Konvergenzgeschwindigkeit aber quadratisch, so dass
nur O(n2| log | log ε||) Schritte benötigt werden.

Zyklisches Vorgehen

Um die n2 Operationen für die Suche des maximalen Eintrages zu vermeiden, ist die fol-
genden Vorgehensweise sinnvoll. Man eleminiert zeilenweise die n(n − 1)/2 Einträge ober-
halb der Diagonalen. Hierbei beachte man, dass der im letzten Schritt eleminierte Eintrag
im nachfolgenden Schritt im Allgemeinen aufgefüllt wird. Auch für dieses Vorgehen kann
man wieder obiges Konvergenzverhalten zeigen: nach einem Durchlauf durch alle n(n− 1)/2
Außerdiagonaleeinträge hat sich off(A) um einen konstanten Faktor verkleinert.
Das Konvergenzverhalten der Einträge im Jacobi-Verfahren ist im Allgemeinen sogar bes-

ser als beim QR-Verfahren. Allerdings sind QR-Verfahren und Cuppen-Algorithmus deutlich
schneller.

Bemerkung. Falls die Indexpaare (k, `) und (k′, `′) die Bedingung {k, `} ∩ {k′, `′} = ∅
erfüllen, können die Jacobi-Rotationen dieser Einträge unabhängig voneinander durchgeführt
werden. Daher eignet sich das Jacobi-Verfahren zur Parallelisierung.
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4 Numerische Integration

Ziel dieses Kapitels ist die numerische Approximation von Integralen

I(f) :=

∫ b

a

f(x) dx,

die nicht in geschlossener Form durch Angabe einer Stammfunktionen integriert werden
können.

Definition 4.1. Eine Abbildung Qn : C[a, b]→ R der Form

Qn(f) =
n∑
j=0

wjf(xj)

mit Stützstellen a ≤ x0 < x1 < . . . < xn ≤ b und Gewichten w0, . . . , wn ∈ R heißt Quadra-
turformel.

Beispiel 4.2.

(a) Mittelpunkt-Regel Q0(f) = (b− a)f(a+b
2

)

(b) Trapez-Regel Q1(f) = b−a
2

(f(a) + f(b))

f(a)
f(b)

a b

(c) Simpson-Regel Q2(f) = b−a
6

(f(a) + 4f(a+b
2

) + f(b))

Bemerkung. Der Operator Qn : C[a, b]→ R ist linear. Der Ausdruck

cQ :=
n∑
j=0

|wj| (4.1)

beschreibt die Stabilität der Quadraturformel, weil für f, g ∈ C[a, b] gilt

|Qn(f)−Qn(g)| = |Qn(f − g)| ≤ cQ max
j=0,...,n

|f(xj)− g(xj)|.

Um Auslöschung zu vermeiden, sind insbesondere Quadraturformeln mit positiven Gewich-
ten wj zu bevorzugen.
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4 Numerische Integration

Als Maß für die Qualität einer Quadraturformel verwendet man den folgenden Begriff.

Definition 4.3. Eine Quadraturformel Qn hat Exaktheitsgrad k, falls

Qn(p) = I(p) (4.2)

für alle p ∈ Πk gilt.

Bemerkung.

(a) Zur Bestimmung des Exaktheitsgrades genügt es, die Bedingung (4.2) für eine Basis
von Πk zu überprüfen, weil sowohl I als auch Qn lineare Abbildungen sind.

(b) Weil 1 ∈ Π0, gilt
n∑
j=0

wj =

∫ b

a

1 dx = b− a.

Beispiel 4.4. Die Mittelpunkt-Regel und Trapez-Regel haben Exaktheitsgrad k = 1, weil

Q0(1) = Q1(1) = b− a = I(1) und Q0(x) = Q1(x) =
b− a

2
(a+ b) =

1

2
(b2 − a2) = I(x).

Die Simpson-Regel hat Exaktheitsgrad k = 2, weil

Q2(1) = b− a = I(1), Q2(x) =
b− a

6
(a+ 2(a+ b) + b) =

1

2
(b2 − a2) = I(x)

und

Q2(x2) =
b− a

6
(a2 + (a+ b)2 + b2) =

b− a
3

(a2 + ab+ b2) =
1

3
(b3 − a3) = I(x2).

Ein hoher Exaktheitsgrad k führt auf eine hohe Genauigkeit der Quadraturformel.

Satz 4.5. Sei Qn eine Quadraturformel mit Exaktheitsgrad k. Für f ∈ C[a, b] gilt

|I(f)−Qn(f)| ≤ (b− a+ cQ) inf
p∈Πk
‖f − p‖∞.

mit cQ aus (4.1). Im Fall nicht-negativer Gewichte wj gilt

|I(f)−Qn(f)| ≤ 2(b− a) inf
p∈Πk
‖f − p‖∞.

Beweis. Weil Qn Exaktheitsgrad k besitzt, gilt I(p) = Qn(p) für alle p ∈ Πk. Der erste Teil
der Behauptung folgt aus

|I(f)−Qn(f)| = |I(f − p)−Qn(f − p)| ≤ |I(f − p)|+
n∑
j=0

|wj||f(xj)− p(xj)|

≤ (b− a+ cQ)‖f − p‖∞

für alle p ∈ Πk. Im Fall nicht-negativer Gewichte gilt entsprechend der Bemerkung nach
Definition 4.3, dass cQ = b− a.
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4.1 Gaußsche Quadraturformel

Bemerkung. Ist f ∈ Ck+1[a, b], so kann die rechte Seite der Abschätzungen im vorange-
henden Satz abgeschätzt werden durch

inf
p∈Πk
‖f − p‖∞ ≤

(b− a)k+1

22k+1

‖f (k+1)‖∞
(k + 1)!

.

Um dies zu sehen, seien xj, j = 0, . . . , k, die Nullstellen des transformierten Tschebyscheff-
Polynoms Tk+1((2x − b − a)/(b − a)) und p ∈ Πk das Interpolationspolynom von f zu den
Stützstellen xj. Dann gilt für den Interpolationsfehler

‖f − p‖∞ ≤
‖f (k+1)‖∞
(k + 1)!

‖ωk+1‖∞

mit dem Stützstellenpolynom ωk+1(x) :=
∏k

i=0(x − xi). Man überzeugt sich leicht davon,
dass das transformierte Tschebyscheff-Polynom Tk+1((2x − b − a)/(b − a)) den führenden
Koeffizienten

(
2
b−a

)k+1
2k besitzt. Daher gilt

ωk+1(x) =
k∏
i=0

(x− xi) =

(
b− a

2

)k+1

2−k Tk+1

(
2x− b− a
b− a

)
und somit

‖ωk+1‖∞ ≤
(b− a)k+1

22k+1
.

In diesem Kapitel werden weitere Verfahren zur numerischen Integration behandelt. Im
Vergleich zur AlMa II, wo im Wesentlichen Interpolationsquadraturformeln behandelt wur-
den, werden wir hier Formeln mit maximalem Exaktheitsgrad, Formeln für singuläre und für
hochdimensionale Kernfunktionen betrachten.

4.1 Gaußsche Quadraturformel

In diesem Abschnitt beantworten wir die Frage, wie die Stützstellen xj, j = 0, . . . , n, ge-
wählt werden müssen, damit Qn einen möglichst hohen Exaktheitsgrad k besitzt. Aus der
AlMa II ist bekannt, dass bei äquidistanten Stützstellen (sog. Newton-Côtes-Formeln) der
Exaktheitsgrad n ist bzw. n + 1, falls n gerade ist. Das folgende Lemma gibt eine obere
Schranke für k.

Lemma 4.6. Der Exaktheitsgrad k von Qn ist höchstens 2n+ 1.

Beweis. Angenommen, Qn wäre exakt für Πk mit einem k ≥ 2n + 2. Dann ergäbe sich für
p(x) :=

∏n
j=0(x− xj)2 ∈ Π2n+2 der Widerspruch

0 <

∫ b

a

p(x) dx = Qn(p) = 0.
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Im Folgenden konstruieren wir Quadraturformeln, die Exaktheitsgrad 2n + 1 besitzen,
indem wir die Stützstellen xj als Nullstellen von Orthogonalpolynomen wählen. Grundlage
dafür ist der folgende Satz. Man beachte, dass wir die Definition 4.3 des Exaktheitsgrades um
eine Gewichtsfunktion w verallgemeinern. Der Nutzen von w wird sich im Zusammenhang
mit singulären Integralen zeigen.

Satz 4.7. Sei w : [a, b]→ R eine nicht-negative Gewichtsfunktion mit 0 <
∫ b
a
w(x) dx <∞.

Sei Qn eine Quadraturformel zu den Stützstellen a ≤ x0 < . . . < xn ≤ b. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent

(i) Qn ist exakt für Π2n+1, d.h.
∫ b
a
p(x)w(x) dx = Qn(p) für alle p ∈ Π2n+1.

(ii) Qn ist exakt für Πn, und für qn(x) :=
∏n

j=0(x− xj) ∈ Πn+1 gilt∫ b

a

p(x)qn(x)w(x) dx = 0 für alle p ∈ Πn. (4.3)

Beweis. Sei Qn exakt für Π2n+1. Für p ∈ Πn ist pqn ∈ Π2n+1 und somit∫ b

a

p(x)qn(x)w(x) dx = Qn(pqn) =
n∑
j=0

wjp(xj)qn(xj) = 0.

Sei umgekehrt Qn exakt auf Πn und
∫ b
a
p(x)qn(x)w(x) dx = 0 für alle p ∈ Πn. Ist p ∈ Π2n+1,

so bestimme r1, r2 ∈ Πn per Polynomdivision, so dass p = r1qn + r2. Dann gilt∫ b

a

p(x)w(x) dx =

∫ b

a

r1(x)qn(x)w(x) dx+

∫ b

a

r2(x)w(x) dx =

∫ b

a

r2(x)w(x) dx

= Qn(r2) = Qn(r1qn) +Qn(r2) = Qn(r1qn + r2) = Qn(p).

Bemerkung. Die Bedingung (4.3) bedeutet also, dass qn orthogonal zu Πn bzgl. des Ska-
larproduktes

(f, g)w :=

∫ b

a

f(x)g(x)w(x) dx (4.4)

ist. Ist w nämlich eine nicht-negative Funktion, die nur auf einer Nullmenge verschwindet
und für die gilt 0 <

∫ b
a
w(x) dx < ∞, so definiert der Ausdruck (4.4) ein Skalarprodukt

(vgl. Definition 1.6) auf

L2
w[a, b] := {f : [a, b]→ R :

∫ b

a

|f(x)|2w(x) dx <∞}.

Daher sind die Stützstellen xj als Nullstellen von Orthogonalpolynomen zu wählen.
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4.1 Gaußsche Quadraturformel

4.1.1 Orthogonalpolynome

Orthogonalpolynome können natürlich mit Hilfe des Gram-Schmidtschen Orthogonalisie-
rungsverfahrens generiert werden. Der folgende Satz zeigt, dass Orthogonalpolynome aber
auch einer einfachen Dreitermrekursion genügen.

Satz 4.8. Zum Skalarprodukt (·, ·)w existiert eine eindeutig bestimmte Folge von Polyno-
men un ∈ Πn, n = 0, . . . ,∞, mit führenden Koeffizienten γn > 0 und

(ui, uj)w = δij. (4.5)

Die Folge {un} genügt der Dreitermrekursion

an+1un+1(x) = (x− bn)un(x)− anun−1(x), n ≥ 0, (4.6)

wobei
an =

γn−1

γn
> 0, bn = (xun, un)w und u−1 = 0, u0 = (1, 1)−1/2

w .

Beweis. Wir zeigen die Aussage induktiv bzgl. n. Sei {u0, . . . , un} eine Orthonormalbasis
von Πn, die die gewünschten Eigenschaften erfüllt. Für

p(x) := (x− bn)un(x)− anun−1(x)

gilt
(p, un)w = (xun, un)w − bn(un, un)w − an(un−1, un)w = (xun, un)w − bn = 0

und für jedes m < n

(p, um)w = (xun, um)w − bn(un, um)w − an(un−1, um)w = (un, xum)w − anδn−1,m

= (un, am+1um+1 + bmum + amum−1)w − anδn−1,m = am+1δn,m+1 − anδn−1,m = 0.

Daher ist p für alle 0 ≤ m ≤ n orthogonal zu um. Nach Induktionsvoraussetzung ist γn > 0
der führende Koeffizient von p. Sei

un+1 :=
p

‖p‖w
.

Der führende Koeffizient γn+1 von un+1 ist positiv, und durch Vergleich der führenden Ko-
effizienten von un+1 und p sieht man, dass an+1un+1 = p mit an+1 = γn/γn+1. Ferner erfüllt
un+1 alle gewünschten Eigenschaften.
Ist ûn+1 ∈ Πn+1 ein zweites Polynom mit (ûn+1, uj)w = 0, j = 0, . . . , n, und positivem

führendem Koeffizienten. Dann gilt nach Satz 1.8

ûn+1 =
n+1∑
j=0

(ûn+1, uj)wuj = (ûn+1, un+1)wun+1 =: c un+1.

Daher ist ûn+1 ein Vielfaches von un+1. Wegen ‖ûn+1‖2
w = c2‖un+1‖2

w ergibt sich c2 = 1. Weil
c = −1 auf einen negativen führenden Koeffizienten führt, folgt schließlich c = 1 und somit
die Eindeutigkeit.
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4 Numerische Integration

Beispiel 4.9. Die bekanntesten Orthogonalpolynome sind

(a) Tschebyscheff-Polynome: w(x) = (1− x)−1/2, (a, b) = (−1, 1);

(b) Legendre-Polynome: w(x) = 1, (a, b) = (−1, 1);

(c) Jacobi-Polynome: w(x) = (1− x)α(1 + x)β für α, β > −1, (a, b) = (−1, 1);

(d) Hermite-Polynome: w(x) = e−x
2 , (a, b) = (−∞,∞);

(e) Laguerre-Polynome: w(x) = xαe−x für α > −1, (a, b) = (0,∞).

Mit Hilfe der Dreitermrekursion (4.6) lassen sich beliebige Polynome p ∈ Πn in der Dar-
stellung

p(x) =
n∑
i=0

αiui(x) (4.7)

effizient auswerten. Wegen

p(x) = αn︸︷︷︸
=:βn

un(x) +
n−1∑
i=0

αiui(x)

=

[
βn
an

(x− bn−1) + αn−1

]
︸ ︷︷ ︸

=:βn−1

un−1(x) + (αn−2 − βn
an−1

an
)un−2 +

n−3∑
i=0

αiui(x)

=

[
βn−1

an−1

(x− bn−2) + αn−2 − βn
an−1

an

]
︸ ︷︷ ︸

=:βn−2

un−2(x) + (αn−3 − βn−1
an−2

an−1

)un−3(x) +
n−4∑
i=0

αiui(x)

= . . . = β1u1(x) +

(
α0 − β2

a1

a2

)
u0(x) =

(
β1

a1

(x− b0) + α0 − β2
a1

a2

)
(1, 1)−1/2

w

erhält man den folgenden Algorithmus, der p aus (4.7) in einem Punkt x ∈ R mit O(n)
Operationen auswertet.

Algorithmus 4.10 (Clenshaw-Algorithmus).
Input: Fourier-Koeffizienten αi, i = 0, . . . , n, und x ∈ R
Output: Wert des Polynoms p(x)

Setze βn = αn, βn−1 = βn
an

(x− bn−1) + αn−1;
for i = n− 2, n− 3, . . . , 1

setze βi = βi+1

ai+1
(x− bi) + αi − βi+2

ai+1

ai+2
;

setze p(x) =
(
β1
a1

(x− b0) + α0 − β2
a1
a2

)
(1, 1)

−1/2
w ;

Satz 4.11 (Nullstellen von Orthogonalpolynomen). Die bzgl. (·, ·)w orthogonalen Po-
lynome un besitzen ausschließlich einfache Nullstellen, die alle in (a, b) liegen.
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4.1 Gaußsche Quadraturformel

Beweis. Definiere die Menge

Nn := {λ ∈ (a, b) : λ ist Nullstelle ungerader Vielfachheit von un}

und setze

q(x) =

{
1, falls Nn = ∅,∏m

i=1(x− λi), falls Nn = {λ1, . . . , λm}.

Dann ist qn ∈ Πm. Ferner ist unq ist reell und hat in (a, b) keinen Vorzeichenwechsel. Daher
folgt

(un, q)w =

∫ b

a

un(x)q(x)w(x) dx 6= 0.

Für m < n widerspricht dies un ⊥ Πn−1. Daher gilt m = n und aus

{λ1, . . . , λn} = Nn ⊂ (a, b)

folgt die Behauptung.

Weil die Nullstellen von un+1 paarweise verschieden sind, können sie als Stützstellen einer
Interpolationsquadraturformel verwendet werden. Diese ist nach Satz 4.7 vom Grad 2n+ 1.
Wir fassen die Resultate dieses Abschnitts zusammen:

Satz 4.12. Es existiert genau eine QuadraturformelQn der Ordnung 2n+1. Ihre Stützstellen
a ≤ x0 < . . . < xn ≤ b sind die Nullstellen des Orthogonalpolynoms un+1 ∈ Πn+1 mit
führendem Koeffizienten γn+1, und für die Gewichte gilt

wj =

∫ b

a

L2
j(x)w(x) dx > 0, Lj(x) =

n∏
i=0
i6=j

x− xi
xj − xi

.

Dabei ist L1(x) = 1 im Fall n = 0. Für f ∈ C2n+2[a, b] gilt ferner∫ b

a

f(x)w(x) dx−Qn(f) = γ−2
n+1

f (2n+2)(ξ)

(2n+ 2)!

mit einem ξ ∈ (a, b).

Beweis. Wegen L2
j ∈ Π2n gilt

0 <

∫ b

a

L2
j(x)w(x) dx = Qn(L2

j) =
n∑
k=0

wkL
2
j(xk) = wj.

Für die Fehlerabschätzung sei h ∈ Π2n+1 das Polynom, welches die Hermitesche Interpolati-
onsaufgabe

h(xi) = f(xi), h′(xi) = f ′(xi), i = 0, . . . , n,

löst. Dann gilt nach Satz 10.12 (AlMa II) die Restglieddarstellung

f(x)− h(x) = δ[x0, . . . , xn, x]
n∏
i=0

(x− xi)2 = δ[x0, . . . , xn, x]
u2
n+1(x)

γ2
n+1

.
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4 Numerische Integration

Hieraus folgt wegen Qn(h) =
∫ b
a
h(x)w(x) dx nach Satz 10.14 (AlMa II)∫ b

a

f(x)w(x) dx−Qn(f) =

∫ b

a

[f(x)− h(x)]w(x) dx−Qn(f − h)

= γ−2
n+1

∫ b

a

δ[x0, . . . , xn, x]u2
n+1(x)w(x) dx︸ ︷︷ ︸

≥0

−
n∑
j=0

wj [f(xj)− h(xj)]︸ ︷︷ ︸
=0

= γ−2
n+1

f (2n+2)(ξ)

(2n+ 2)!
‖un+1‖2

w.

Die Behauptung folgt wegen ‖un+1‖w = 1.

Bemerkung. Die nach Satz 4.12 eindeutig bestimmte Quadraturformel wird alsGaußsche
Formel bezeichnet.

Beispiel 4.13. Die folgende Tabelle enthält die Stützstellen und Gewichte im Fall w(x) = 1
und (a, b) = (−1, 1) für 0 ≤ n ≤ 4.

n xj wj

0 0 2

1 − 1√
3
, 1√

3
1, 1

2 −
√

15
5
, 0,

√
15
5

5
9
, 8

9
, 5

9

3 ± 1
35

√
525− 70

√
30 1

36
(18 +

√
30)

± 1
35

√
525 + 70

√
30 1

36
(18−

√
30)

4 0 128
225

± 1
21

√
245− 14

√
70 1

900
(322 + 13

√
70)

± 1
21

√
245 + 14

√
70 1

900
(322− 13

√
70)

Satz 4.14 (Konvergenz der Gauß-Quadratur). Sei Qn die Gauß-Formel aus Satz 4.12.
Dann konvergiert die Folge {Qn(f)}n∈N gegen

∫ b
a
f(x)w(x) dx für jedes f ∈ C[a, b].

Beweis. Für die Gewichte wj > 0 der Gauß-Formel gilt∫ b

a

w(x) dx = Qn(1) =
n∑
j=0

wj =: c.

Sei ε > 0 beliebig vorgegeben. Nach dem Weierstraßschen Approximationssatz (siehe Übun-
gen zur AlMa II) existiert ein pε ∈ Πm (m hinreichend groß) mit

max
a≤x≤b

|f(x)− pε(x)| ≤ ε

2c
.

Für 2n+ 1 ≥ m ist Qn(pε) =
∫ b
a
pε(x)w(x) dx. Für solche n ist daher∣∣∣∣∫ b

a

f(x)w(x) dx−Qn(f)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ b

a

(f(x)− pε(x))w(x) dx
∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸

≤ ε
2c
·c

+ |Qn(f − pε)|︸ ︷︷ ︸
≤ ε

2c
·c

≤ ε.
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4.1 Gaußsche Quadraturformel

Weil ε > 0 beliebig gewählt war, konvergiert {Qn(f)}n∈N gegen
∫ b
a
f(x)w(x) dx.

Bemerkung. Mit Hilfe der Fehlerabschätzung aus Satz 4.12 kann ebenfalls Konvergenz
gezeigt werden. Allerdings sind bei Satz 4.14 die Glattheitsvoraussetzungen an f deutlich
schwächer. Man beachte ferner, dass der vorangehende Beweis für alle Quadraturformeln mit
positiven Gewichten gültig bleibt.

4.1.2 Berechnung der Stützstellen und Gewichte

Wir wollen abschließend ein Verfahren angeben, mit dem die Stützstellen und Gewichte der
Gauß-Formel bestimmt werden können. Dazu sei

Tn+1 =


b0 a1

a1
. . . . . .
. . . . . . an

an bn

 ∈ R(n+1)×(n+1)

mit den Koeffizienten der Rekursionsformel (4.6). Die Stützstellen xj und die Gewichte wj
der Gauß-Formel Qn ergeben sich aus den Eigenwerten und Eigenvektoren von Tn+1.

Lemma 4.15. Die Eigenwerte von Tn+1 stimmen mit den Nullstellen von un+1 überein. Ist λ
ein Eigenwert von Tn+1, so ist z := [u0(λ), . . . , un(λ)]T ein zugehörige Eigenvektor.

Beweis. Sei λ eine Nullstelle von un+1. Dann folgt aus der Rekursionsformel (4.6), dass für
k = 1, . . . , n− 1

(Tn+1z)k+1 = akzk + bkzk+1 + ak+1zk+2 = akuk−1(λ) + bkuk(λ) + ak+1uk+1(λ)

= λuk(λ) = λzk+1.

Wegen u−1(λ) = 0 = un+1(λ) gilt (Tn+1z)k = λzk auch für k = 1, n+ 1. Weil un+1 paarweise
veschiedene Nullstellen besitzt, ergeben sich auf diese Weise alle Eigenwerte von Tn+1.

Bemerkung. Weil Tn+1 eine irreduzible, symmetrische Tridiagonalmatrix ist, liegt zwi-
schen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen von un+1 genau eine Nullstelle von un; siehe
die Interlacing-Eigenschaft nach Satz 3.24.

Satz 4.16. Sei Qn die Gaußsche Quadraturformel. Die Stützstellen xj sind die Eigenwerte
von Tn+1. Ist vj ∈ Rn+1, ‖vj‖ = 1, ein normierter Eigenvektor zum Eigenwert xj von Tn+1,
so gilt für das Gewicht wj von Qn

wj = (1, 1)w(vj)
2
1, j = 0, . . . , n,

mit der ersten Komponente (vj)1 von vj.
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4 Numerische Integration

Beweis. Der erste Teil der Aussage folgt aus Lemma 4.15. Für den zweiten Teil betrachte
die Lagrange-Polynome Lj ∈ Πn, j = 0, . . . , n. Dann gilt uiLj ∈ Π2n, i = 0, . . . , n. Wegen
Lj =

∑n
i=0(Lj, ui)wui mit

(Lj, ui)w =

∫ b

a

ui(x)Lj(x)w(x) dx = Qn(uiLj) =
n∑
k=0

wkui(xk)Lj(xk) = wjui(xj)

folgt

‖Lj‖2
w =

n∑
i=0

|(Lj, ui)w|2 = w2
j

n∑
i=0

|ui(xj)|2.

Auf der anderen Seite gilt nach Satz 4.12, dass wj = ‖Lj‖2
w > 0. Hieraus erhalten wir

wj =

(
n∑
i=0

|ui(xj)|2
)−1

. (4.8)

Nach Lemma 4.15 gilt für die erste Komponente von vj

(vj)
2
1 =

u2
0(xj)∑n

i=0 |ui(xj)|2
= (1, 1)−1

w wj.

Beispiel 4.17. Wir betrachten das Intervall (a, b) = (−1, 1) und die Gewichtsfunktion

w(x) = (1− x2)−1/2.

Mit der Substitution x = cosϕ erhält man

(f, g)w =

∫ 1

−1

f(x)g(x)w(x) dx =

∫ π

0

f(cosϕ)g(cosϕ) dϕ = (f̃ , g̃)L2(0,π).

Man prüft leicht nach, dass die Funktionen T̃k(ϕ) := cos(kϕ), k = 0, 1, 2, . . . , orthogo-
nal bzgl. (·, ·)L2(0,π) sind. Also sind die Tschebyscheff-Polynome Tk(x) = cos(k arccosx) ∈
Πk orthogonal bzgl. (·, ·)w. Die Dreitermrekursionsformel für Tk haben wir bereits in Ab-
schnitt 2.3.1 kennengelernt. Durch Normierung erhält man

2−nTn+1(x) =
n∏
j=0

(x− xj)

mit den Tschebyscheff-Knoten

xj = cos
2j + 1

2n+ 2
π, j = 0, . . . , n.

Normierung ergibt u0(x) = 1/
√
π und uk(x) =

√
2/π Tk(x), k > 0. Für die Gewichte ergibt

sich aus (4.8) für j = 0, . . . , n

w−1
j =

n∑
k=0

|uk(xj)|2 =
1

π
+

2

π

n∑
k=1

[
cos k

2j + 1

2n+ 2
π

]2

=
1

π
+

1

π

n∑
k=1

[
1 + cos k

2j + 1

n+ 1
π

]
=
n+ 1

π
+

1

π

n∑
k=1

[
cos k

2j + 1

n+ 1
π

]
.

Die Summe verschwindet, weil sich der Summand k = ` mit dem Summanden k = n+ 1− `
aufhebt. Ist n ungerade, so verschwindet der Summand k = (n+1)/2 ebenfalls. Wir erhalten
also wj = π/(n+ 1), j = 0, . . . , n.
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Das folgende Beispiel zeigt den Nutzen der Gewichtsfunktion w.

Beispiel 4.18. Wir betrachten die Funktion

g(x) := x−αf(x)

mit α ∈ (0, 1) auf (0, 1]. Dabei sei f : [0, 1]→ R analytisch. Da g in x = 0 singulär ist, kann
die Gaußsche Quadratur nicht direkt auf g angewendet werden (die Fehlerabschätzung von
Satz 4.12 benötigt g ∈ C2n+2(0, 1]). Setzen wir jedoch w(x) = x−α, so gilt w(x) ≥ 0 auf (0, 1]
und

0 <

∫ 1

0

w(x) dx =

∫ 1

0

x−α dx =
1

1− α
x1−α∣∣1

0
=

1

1− α
<∞.

Die Integration von g kann also durch eine Gauß-Quadratur von f mit Gewicht w(x) = x−α

approximiert werden.

4.2 hp-Quadratur

In folgendem Abschnitt stellen wir ein anderes Prinzip vor, singulären Funktionen mit Qua-
draturformeln ohne Verwendung der Gewichtsfunktion zu behandeln. Wie in Beispiel 4.18
betrachten wir g(x) = x−αf(x), α ∈ (0, 1), auf (0, 1].

Lemma 4.19. Es existieren Konstanten R > 0 und c > 0, die nur von f abhängen, so dass∣∣(x−αf(x))(n)
∣∣ ≤ c n!

Rnxα+n

für alle x ∈ (0, 1] und n ∈ N.

Beweis. Weil f analytisch in [0, 1] ist, kann f in jedem Punkt x0 ∈ [0, 1] in eine Taylor-Reihe

f(x) =
∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k, |x− x0| < r(x0),

mit Konvergenzradius

r(x) =

(
lim sup
k→∞

k

√
f (k)(x)

k!

)−1

> 0

entwickelt werden. Daher existiert c > 0 mit

‖f (k)‖∞ ≤ c
k!

Rk
, R := min

x∈[0,1]
r(x) > 0.

Ferner gilt ∣∣∣(x−α)(k)
∣∣∣ = α(α + 1) · . . . · (α + k − 1)x−(α+k) ≤ k!x−(α+k).

Mit der Leibniz-Regel

(uv)(n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
u(k)v(n−k)
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folgt dann ∣∣∣(x−αf(x)
)(n)
∣∣∣ ≤ c

n∑
k=0

(
n

k

)
k!(n− k)!

Rkxα+n−k =
c n!

Rnxα+n

n∑
k=0

Rn−kxk.

Aus
n∑
k=0

Rn−kxk ≈ Rn

∫ n

0

( x
R

)t
dt =

xn −Rn

log x− logR
≤ cR

erhält man die Behauptung.

Sei Qn die Gauß-Legendre-Quadraturformel (d.h. w = 1) auf [a, b], 0 < a < b ≤ 1. Dann
gilt nach Satz 4.12 ∣∣∣∣∫ b

a

g(x) dx−Qn(g)

∣∣∣∣ ≤ γ−2
n+1

‖g(2n+2)‖[a,b]

(2n+ 2)!
.

Wegen

γ−2
n+1 =

∫ b

a

u2
n+1(x)

γ2
n+1

dx =

∫ b

a

n∏
i=0

(x− xi)2 dx ≤ (b− a)2n+3

erhält man nach Lemma 4.19∣∣∣∣∫ b

a

g(x) dx−Qn(g)

∣∣∣∣ ≤ c
b− a
aα

(
b− a
Ra

)2n+2

.

Eine Erhöhung von n verbessert also dann den Fehler, wenn b − a < Ra. Daher muss das
Intervall (0, 1] in Teilintervalle [a, b] unterteilt werden, in denen diese Bedingung gilt.

0 1

a3 b3 = a2 b2 = a1 b1

Wir setzen für R ≤ ρ < R + 1

b1 = 1, a1 =
1

ρ
, b2 = a1, a2 =

a1

ρ

und allgemein
bk = ak−1, ak =

ak−1

ρ
= ρ−k.

Dann ist bi − ai = (1 − 1/ρ)ai−1 = (1 − 1/ρ)ρ−(i−1) = (ρ − 1)ρ−i < Rai. Beispielsweise für
ρ = 2 erhalten wir folgende Zerlegung von (0, 1]:

0 11
2

1
4

1
8

1
16

Das Intervall (0, ak] können wir wegen∫ ak

0

x−αf(x) dx ≤ ‖f‖[a,b]
a1−α
k

1− α
k→∞−−−−→ 0

für genügend große k vernachlässigen. Zusammengefasst gilt
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Lemma 4.20. Sei b− a < Ra und n :=

⌈
log(εaα)

2 log( b−aRa )
− 1

⌉
. So gilt

∣∣∣∣∫ b

a

g(x) dx−Qn(g)

∣∣∣∣ < c(b− a)ε. (4.9)

Ferner gilt für a ≤ B(ε) := ((1− α)ε)1/(1−α), dass∣∣∣∣∫ a

0

g(x) dx
∣∣∣∣ ≤ c̃ε. (4.10)

Weil
∫ bi
ai
g(x) dx durch die Gauss-Legendre Quadraturformel Q[ai,bi](g) auf [ai, bi] mit Ge-

nauigkeit O(ε) approximiert wird, definieren wir

Q(0,1](g) :=
k∑
i=1

Q[ai,bi](g).

Die Bedingung ak ≤ B(ε) für k ist äquivalent mit ρ−k ≤ B(ε). Daher gilt für

k ≥ logB(ε)

log 1
ρ

∼ 1

1− α
| log ε|

nach (4.9) und (4.10) die gewünschte Fehlerabschätzung

∣∣∣∣∫ 1

0

g(x) dx−Q(0,1](g)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ ak

0

g(x) dx
∣∣∣∣+

k∑
i=1

∣∣∣∣∫ bi

ai

g(x) dx−Q[ai,bi](b)

∣∣∣∣
≤ c̃ε+ c(ρ− 1)ε

k∑
i=1

ρ−i ≤ (c̃+ c)ε.

Weil (0, 1] in k ∼ | log ε| Intervalle zerlegt wird, für jedes von denen eine Quadraturformel
mit

ni ∼ | log(ερ−αi)| = | log ε|+ αi

∣∣∣∣log
1

ρ

∣∣∣∣ , i = 1, . . . , k,

Stützstellen verwendet wird, genügen

k∑
i=0

ni ∼ k| log ε|+ α

∣∣∣∣log
1

ρ

∣∣∣∣ k∑
i=1

i ∼ k| log ε|+ k2 ∼ | log ε|2

Auswertungen von g. Daher kann trotz der Singularität eine exponentielle Konvergenz der
Quadraturformel garantiert werden. Dies wird durch passende Verkleinerung der Intervall-
breite h = bi − ai und gleichzeitiger Erhöhung des Grades der Quadraturformel p = ni
erreicht. Von diesem Prinzip ist der Name hp-Quadratur abgeleitet.
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4 Numerische Integration

4.3 Hierarchische Quadratur

Für n ∈ N betrachte den Raum der stückweise linearen Funktionen

Vn := {f ∈ C[0, 1] : f |[k/n,(k+1)/n] ∈ Π1 für k = 0, 1, . . . , n− 1}.

Diese Funktionen sind also zwischen den Gitterpunkten xi = i/n, i = 0, . . . , n, stückweise
linear. Die Punkte sind äquidistant mit Gitterweite 1/n.
In folgendem Lemma beschreiben wir eine Basis von Vn, die sich durch Verschiebung und

Stauchung der sog. Hutfunktion

ϕ(x) :=

{
1− |x|, x ∈ [−1, 1],

0, sonst,

darstellen lässt.

Lemma 4.21. Die Funktionen

ϕ
(n)
i (x) := ϕ(i− nx)|[0,1], 0 ≤ i ≤ n,

bilden die sog. nodale Basis des Raums Vn.

Eine Funktion f ∈ C[0, 1] kann mit Hilfe der nodalen Basis von Vn approximiert werden:

f ≈ fn :=
n∑
i=0

αiϕ
(n)
i ∈ Vn mit αi = f(xi).

Daher gilt

I(f) =

∫ 1

0

f(x) dx ≈ Qn(f) := I(fn) =
n∑
i=0

αi

∫ 1

0

ϕ
(n)
i (x) dx.

Wegen ∫ 1

0

ϕ
(n)
i (x) dx =

{
1/n, 0 < i < n,

1/(2n), sonst,

stimmt Qn mit der Trapezsumme

Tn(f) =
1

2n

(
f(0) + 2

n−1∑
i=1

f(xi) + f(1)

)

überein.
Man beachte, dass die nodalen Basisfunktionen ϕ

(n)
i , i = 0, . . . , n, überlappende Träger

besitzen. Sei n = 2L mit L ∈ N. Eine weitere Basis, die hierarchische Basis, setzt sich aus
nicht-überlappenden Basisfunktionen zu verschiedenen Gitterweiten h` := 2−`, ` = 0, . . . , L,
zusammen.
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4.3 Hierarchische Quadratur

Lemma 4.22. Sei

∇` =

{
{0, 1}, ` = 0,

{1, 3, 5, . . . , 2` − 1}, ` > 0.

Dann bildet
{ϕ`i := ϕ

(2`)
i , i ∈ ∇`, 0 ≤ ` ≤ L}

die hierarchische Basis von V2L .

Abbildung 4.1: Nodale und hierarchische Basis

Man überzeugt sich leicht davon, dass folgende Beziehung zwischen den Basisfunktionen
der Level ` und `+ 1 gilt:

ϕ`i =
1

2
ϕ`+1,2i+1 + ϕ`+1,2i +

1

2
ϕ`+1,2i−1, i = 1, . . . , 2` − 1,

und am Rand

ϕ`,0 =
1

2
ϕ`+1,1 + ϕ`+1,0, ϕ`,2` =

1

2
ϕ`+1,2`+1−1 + ϕ`+1,22` .

In der hierarchischen Basis besitzt f2L daher die Darstellung

f2L =
L∑
`=0

∑
i∈∇`

β`i ϕ`i = f2L−1 +
∑
i∈∇L

βLi ϕLi

mit

β`i =

{
f(i), ` = 0,

f(ih`)− 1
2

[f((i− 1)h`) + f((i+ 1)h`)] , ` > 0.

Die Koeffizienten werden als hierarchische Überschüsse bezeichnet. Das folgende Lemma
stellt den Bezug zwischen den hierarchischen Überschüssen und dem zentralen Differenzen-
quotienten

Zh(f)[x] :=
f(x− h)− 2f(x) + f(x+ h)

h2
, h > 0,

her.
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4 Numerische Integration

Lemma 4.23. Für f ∈ C2[0, 1] gilt |β`i| ≤ 1
2
h2
`‖f ′′‖[xi−1,xi+1] für i ∈ ∇` und ` > 0.

Beweis. Sei h > 0, so dass x−h ≥ 0 und x+h ≤ 1. Wegen des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung gilt

f(x± h) = f(x)±
∫ h

0

f ′(x± t) dt.

Addition beider Gleichungen und erneute Anwendung des Hauptsatzes liefert

h2Zh(f)[x] =

∫ h

0

f ′(x+ s)− f ′(x− s) ds

=

∫ h

0

[f ′(x+ s)− f ′(x)− [f ′(x− s)− f ′(x)] ds

=

∫ h

0

∫ s

0

f ′′(x+ t)− f ′′(x− t) dt ds

=

∫ h

0

(h− t)[f ′′(x+ t)− f ′′(x− t)] dt.

Die Behauptung folgt aus

β`i = −1

2
h2
`Zh`(f)[ih`].

Daher fallen die hierarchischen Überschüsse bei genügender Glattheit von f mit wachsen-
dem ` schnell ab. Sind die Überschüsse groß, so ist dies umgekehrt ein Indikator dafür, dass
die Funktion an dieser Stelle nicht glatt ist.

Abbildung 4.2: Nodale und hierarchische Interpolanten

Unter Verwendung der hierarchischen Basis erhalten wir die Quadraturformel

Qn(f) := I(f2L) =
L∑
`=0

∑
i∈∇`

β`i

∫ 1

0

ϕ`i(x) dx =
1

2
f(0) +

1

2
f(1) +

L∑
`=1

∑
i∈∇`

h`β`i.

Der folgende Algorithmus basiert auf dem Zusammenhang zwischen Glattheit und Abfallen
der hierarchischen Überschüsse.
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4.4 Tensorprodukt-Quadratur

Algorithmus 4.24 (Hierarchische Quadratur).
Input: f ∈ C[0, 1] und Fehlertoleranz ε > 0
Output: Approximation Q ≈ I(f)

Setze Q := (f(0) + f(1))/2 und (x, h) = (1/2, 1/2);
L1 berechne E(x, h) := −1

2
h2Zh(f)[x];

if |E(x, h)| > ε then
Q := Q+ hE(x, h);
gehe zu L1 mit (x, h) := (x− h/2, h/2);
gehe zu L1 mit (x, h) := (x+ h/2, h/2);

4.4 Tensorprodukt-Quadratur

Gegeben sei f : [0, 1]2 → R analytisch. Das Ziel dieses Abschnitts ist es, Kubaturformeln
(im Mehrdimensionalen werden Quadraturformeln als Kubaturformeln bezeichnet) zur Ap-
proximation des zweidimensionalen Integrals∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y) dy dx

zu konstruieren. Dazu seien für g : [0, 1]→ R

Q1(g) =

n1∑
i=0

w
(1)
i g(xi) und Q2(g) =

n2∑
j=0

w
(2)
j g(yj)

zwei eindimensionale Quadraturformeln mit Gewichten w
(1)
i , w(2)

j ≥ 0 und Stützstellen xi,
yj. Wir definieren

Q(f) := Q1(Q2(fx)) =

n1∑
i=0

n2∑
j=0

w
(1)
i w

(2)
j f(xi, yj) = Q2(Q1(fy)).

Dabei bezeichnet fx : [0, 1] → R die Funktion fx(y) := f(x, y), y ∈ [0, 1], bei festem
x ∈ [0, 1]. Die Quadraturformel Q wird als Tensorprodukt-Quadraturformel bezeichnet.
Die Bezeichnung resultiert aus der Struktur der Gitterpunkte, in denen f ausgewertet wird.

(0, 0) (1, 0)

n2

(1, 1)n1
(0, 1)
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4 Numerische Integration

Satz 4.25. Es gilt die Fehlerabschätzung∣∣∣∣∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y) dy dx−Q(f)

∣∣∣∣ ≤ sup
x∈[0,1]

|E2(fx)|+ sup
y∈[0,1]

|E1(fy)|

mit E1(g) :=
∣∣∣∫ 1

0
g(x) dx−Q1(g)

∣∣∣ und E2(g) =
∣∣∣∫ 1

0
g(y) dy −Q2(g)

∣∣∣.
Beweis.∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y) dy dx−Q(f) =

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y) dy dx−
∫ 1

0

Q2(fx) dx+

∫ 1

0

Q2(fx) dx−Q(f)

=

∫ 1

0

[∫ 1

0

f(x, y) dy −
n2∑
j=0

w
(2)
j f(x, yj)

]
︸ ︷︷ ︸

≤E2(fx)

dx+

n2∑
j=0

w
(2)
j

(∫ 1

0

f(x, yj) dx−
n1∑
i=0

w
(1)
i f(xi, yj)

)
︸ ︷︷ ︸

≤E1(fyj )

≤ sup
x∈[0,1]

|E2(fx)|+ sup
y∈[0,1]

E1(fy) ·
n2∑
j=0

w
(2)
j .

Wegen
∑n2

j=0w
(2)
j = 1 folgt die Behauptung.

Diese Konstruktion und Satz 4.25 können leicht auf d-dimensionale Integrale, d.h. Integrale
über dem Einheitswürfel [0, 1]d verallgemeinert werden. Man beachte, dass der Kubaturfehler
wie in Satz 4.25 von der Ordnung des eindimensionalen Quadraturfehlers ist, die Anzahl der
Stützstellen aber exponentiell mit der Dimension wächst. Für große d wird das Verhältnis
von Genauigkeit zu Aufwand daher schlechter. Man spricht vom Fluch der Dimensionen.

4.5 Monte-Carlo-Quadratur

Im folgenden Abschnitt stellen wir die Standard-Methode vor, um den Fluch der Dimensionen
zu umgehen. Dazu sei {Xi}i∈N eine Folge von auf [0, 1]d gleichverteilter und unabhängiger
Zufallsvariablen. Für die gleichverteilte Zufallsgröße X erhält man für den Erwartungswert
von f(X)

E[f(X)] =

∫
[0,1]d

f(x) dx =: I(f).

Wählt man daher zufällig n Stützstellen x1, . . . , xn ∈ [0, 1]d und setzt

Qn(f) :=
1

n

n∑
i=1

f(xi),

so liefert Qn im Mittel das richtige Ergebnis, weil

E[Qn(f)] =
1

n

n∑
i=1

E[f(Xi)] =
1

n

n∑
i=1

∫
[0,1]d

f(x) dx =

∫
[0,1]d

f(x) dx.

Der Kubaturfehler I(f) − Qn(f) kann beliebig groß sein. Mit wachsendem n wird aber die
mittlere Abweichung E[|I(f)−Qn(f)|] klein.
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4.5 Monte-Carlo-Quadratur

Satz 4.26. Sei g(x) := I(f)− f(x) und

vf :=

∫
[0,1]d

g2(x) dx

die Varianz von f . Dann gilt

E[|I(f)−Qn(f)|] ≤
√
vf
n
.

Beweis. Für die mittlere quadratische Abweichung gilt zunächst∫
[0,1]d

g(x) dx = 0

und somit

E[|I(f)−Qn(f)|2] = E

∣∣∣∣∣I(f)− 1

n

n∑
i=1

f(Xi)

∣∣∣∣∣
2
 = E

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

(I(f)− f(Xi))

∣∣∣∣∣
2


=
1

n2

∫
[0,1]d

. . .

∫
[0,1]d

(
n∑
i=1

g(xi)

)2

dxn . . . dx1

=
1

n2

n∑
i=1

∫
[0,1]d

. . .

∫
[0,1]d

g2(xi) dxn . . . dx1 +
1

n2

∑
i 6=j

∫
[0,1]d

. . .

∫
[0,1]d

g(xi)g(xj) dxn . . . dx1

=
1

n2

n∑
i=1

∫
[0,1]d

g2(xi) dxi︸ ︷︷ ︸
=vf

+
1

n2

∑
i 6=j

∫
[0,1]d

g(xi) dxi︸ ︷︷ ︸
=0

∫
[0,1]d

g(xj) dxj︸ ︷︷ ︸
=0

=
1

n2

n∑
i=1

∫
[0,1]d

g2(xi) dxi =
vf
n
.

Aus der Hölder-Ungleichung

E2[|I(f)−Qn(f)|] ≤ E[|I(f)−Qn(f)|2]

folgt die Behauptung.

Die Größe vf drückt die Varianz der Funktion f aus. Sie ist unabhängig von n. Daher ist
die Konvergenzrate der Monte-Carlo-Quadratur 1/

√
n. Diese ist zwar nicht sehr hoch und

die Konvergenz liegt nur bzgl. eines schwachen Maßes vor, sie ist aber unabhängig von der
Dimension d.

Algorithmus 4.27 (Monte-Carlo-Quadratur).
Input: f ∈ C[0, 1]d und n ∈ N
Output: Qn(f) ≈ I(f)
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4 Numerische Integration

Setze Qn(f) = 0;
for i = 1, . . . , n

erzeuge Zufallsvektor xi ∈ [0, 1]d durch d-maliges Auswerten eines Zufallsgenerators;
Qn(f) := Qn(f) + 1

n
f(xi);

Die Kosten zur Berechnung von Qn(f) sind dabei von der Ordnung O(dn). Die Komplex-
ität wächst also linear statt wie bei den Tensor-Produkt-Kubaturregeln exponentiell.
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