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Einleitung

Die Mathematik stellt eine wichtige Grundlage fiir viele Anwendungsbereiche des téaglichen
Lebens dar. Ingenieure, Logistikexperten und Okonomen profitieren in gleicher Weise von
mathematischen Methoden und Modellen. Jedoch kann nur ein Bruchteil der auftretenden
Probleme analytisch gelost werden, der Grofsteil ist mit Papier und Bleistift nicht zu bewélt-
igen. Als Beispiel kann nicht einmal die Pendelbewegung eines diinnen Stabes geschlossen
angegeben werden. Ein weiteres Beispiel ergibt sich aus dem Satz von Abel-Ruffini. Da-
nach gibt es keine geschlossene Berechnungsformel fiir Eigenprobleme der Dimension n > 5.
Um solch einfache Probleme 16sen zu konnen, sind numerische Methoden unerlésslich. Bei
komplexeren Problemstellungen nutzt man zur Umsetzung der entsprechenden numerischen
Verfahren den Computer als Hilfsmittel. Der Horer dieser Einfiihrungsvorlesung lernt grund-
legende Konzepte, Algorithmen und Methoden der numerischen Mathematik kennen. Er soll
am Ende in der Lage sein, mit Hilfe der erworbenen Kenntnisse selbstiandig numerische Me-
thoden problemorientiert zu entwickeln, zu analysieren und programmtechnisch umzusetzen.
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1 Lineare Ausgleichsprobleme

Im Folgenden bezeichne K™*" K € {R, C}, den Raum der m x n-Matrizen
a1 ... Qp
A= , Qi € K.

Am1  --- Amn

Dabei verwenden wir die komponentenweise Addition und Multiplikation mit Skalaren. Fiir
n = 1 ergibt sich der Raum der Spaltenvektoren K.

Beispiel 1.1. Eine Matrix A € K™*" heift Diagonalmatrix, falls a;; = 0 fiir ¢ # j. Die

Matrix I € K™*" mit
1, i1=494
0, sonst,

wird als Identitédt oder Einheitsmatrix bezeichnet. Die Vektoren e; € K" mit (e;); = d;;
heifen kanonische Einheitsvektoren.

Zwischen Matrizen kann ein Produkt - : K™*P x KP*" — K™*"™ durch
p

(A-B),-j:Zawbgj, izl,...,m,jzl,...,n,
(=1

fir A € K™*? B € KP*" definiert werden. Es gilt Assoziativitidt (A-B)-C = A-(B-C).
Den Multiplikationspunkt - lassen wir auch weg. Ferner bezeichnet

o AT € K™™ mit den Eintragen (AT);; = a;; die transponierte Matrix,
o A" mit (A"),; = @;; die adjungierte Matrix zu A € K™*",

Gilt AT = A bzw. A¥ = A, so heifit A symmetrisch bzw. hermitesch. Ferner gelten die
Rechenregeln

(AB)" = BYAT, (AB)" = BY A" (A+ AB)" = AT + AB", (A+AB)" = A" + \B"

fiir A € K sowie (AT)T = A = (AH)H.
In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit linearen Gleichungssystemen

Az = b, (1.1)

wobei A € K™*" und b € K™. Im Fall m > n bezeichnen wir (1.1) als {iberbestimmtes
Gleichungssystem, fiir m < n nennen wir es unterbestimmt. Probleme vom Typ (1.1)
tauchen oft als Endproblem in vielen Anwendungen auf. (1.1) ist offenbar genau dann 16sbar,
wenn b € Ran A. Sei xy € K" eine Losung, dann ist die Losungsmenge von (1.1) gegeben
durch

zo+ Ker A = {29+ vy, y € Ker A}.
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Hier und im Folgenden definieren wir
KerA={r €K": Az =0} und RanA = {Az, 2 € K"}.

Insbesondere ist, falls rank A := dim Ran A = n, x4 die eindeutige Losung von (1.1). Quadra-
tische Matrizen A € K"*" heilen invertierbar, falls B € K"*" existiert mit AB = BA = 1.
Daher wird B = A~! als Inverse von A bezeichnet. A ist genau dann invertierbar, wenn
rank A = n ist.

Eine dquivalente Charakterisierung der Losbarkeit von (1.1) ergibt sich aus dem folgendem
Lemma, in dem der Orthogonalraum

X+t ={yeK": 2y =0 fiir alle z € X}

von X C K" verwendet wird. Man beachte, dass (X+)* = X, falls X ein Unterraum ist.

Lemma 1.2. Sei A € K™*". Dann gilt (Ran A)* = Ker A,

Beweis. Sei z € Ker A#, d.h. Az = 0 und sei z € Ran A. Dann existiert y € K" mit
z = Ay. Dann ist 22 = (Ay) 2 =y (Az) = 0 und somit x € (Ran A)*+.
Mit der Umkehrung des Arguments erhélt man die verbleibende Inklusion. m

Satz 1.3. Das Gleichungssystem (1.1) ist genau dann lésbar, wenn by = 0 fiir alle y € K™
mit A%y = 0.

Beweis. Wir haben bereits bemerkt, dass (1.1) genau dann lésbar ist, wenn b € Ran A. Nach
dem letzten Lemma gilt Ran A = ((Ran A)1)+ = (Ker AH)*+. O

Ist die Losbarkeit von (1.1) nicht gegeben, so suchen wir im Folgenden Vektoren x € K",
so dass (1.1) bestmdglich gelost wird, d.h. mit minimaler Norm

Ib— Azl = min [|b — Ayll>. (1.2)

des Residuums 7 := b — Az. Der Ausdruck ||r||2 ist ein Maf fiir den Fehler, und [|r]js =0
impliziert Ax = b.

Beispiel 1.4. Beim sog. “curve fitting” sind m Paare (t1,b1),. .., (tm,bn) € R* gegeben.
Gesucht ist ein Polynom p € I1,,_1, n < m, fiir das der Ausdruck

(b — p(t;))”

i=1

minimal ist, d.h. wir suchen ein Polynom, welches den z.B. aus einer Messung erhaltenen
Datensatz (t;,b;), i = 1,...,m, moglichst gut interpoliert. In der Darstellung

pt) =Y at’!
j=1



fiir p € I1,,_1; mit dem Koeffizientenvektor = € R™ gilt es also, die euklidische Norm von

bi — p(t1) by I T A R
: = |- : |l =b—Ax
bm - p(tm) bm 1 tm e t:;;l Tn

zu minimieren. Hierbei ist iiblicherweise m > n, weil es nicht sinnvoll ist, mit Polynomen
hohen Grades zu arbeiten. Im Fall n = 2 erhélt man die sog. Regressionsgerade

Definition 1.5. Bei gegebenem A € K™*™ und b € K™ wird das Problem (1.2) als lineares
Ausgleichsproblem (engl. least squares problem) bezeichnet. Jede Losung x € K" heifst
Ausgleichslosung oder kleinste-Quadrate-Losung.

Orthogonale Projektionen

Das Bestapproximationsproblem (1.2) steht in engem Zusammenhang mit der orthogonalen
Projektion. Wir erinnern zunéchst an die allgemeine Definition von Skalarprodukten.

Definition 1.6. Sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung (-,-) : V x V' — K heifst
Skalarprodukt, falls

(i) (u,v) = (v,u) fiir alle u,v € V, (Symmetrie)
(ii) (oau+ Bv,w) = a(u,w) + (v, w) fiir alle a, f € K, u,v,w € V, (Linearitét)
(iii) (v,v) > 0 fiir allev € V' \ {0}. (Definitheit)

Das Paar (V. (-,-)) wird als Prd-Hilbert-Raum bezeichnet. Ist V' bzgl. der durch das Ska-
larprodukt induzierten Norm

[l == v/ (v,v), veV,

vollstdndig, so heifst (V, (-,-)) Hilbert-Raum.

Beispiel 1.7.

(i) Fir V =C", K = C haben wir bereits das Skalarprodukt

n
(u,v) := vy = Zuﬁi
i=1

verwendet.
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(ii) Sei L?[a,b] = {f : [a,b] — C: f; |f(2)|> dz < oo} die Menge der auf dem Intervall [a, b]
quadratisch Lebesgue-integrierbaren Funktionen. Dann definiert

b —
()= [ regm
ein Skalarprodukt auf V' = L?[a, b].

Sei {vy, v, ... } eine Orthonormalbasis eines Hilbert-Raums V. Dann werden die Projektio-

nen (u,v;), 4 =1,2,..., auf die Vektoren der Orthonormalbasis als Fourier-Koeffizienten
von u € V bezeichnet.

Satz 1.8. Sei V ein Hilbert-Raum und V,, C V ein endlichdimensionaler Teilraum mit
Orthonormalbasis {vy,...,v,}. Dann gilt

(i) FirueV, gilt u=>3"" (u,v;)v;.

(ii) Es gilt die Parsevalsche Gleichung
lull> =) " |(u,v:)*  fiir alle u € V.
i=1

(iii) Fiir alle uw € V' gilt die Besselsche Ungleichung
D 1w v)? < Jul®.
i=1

(iv) Die Bestapproximation von u € V in V,, ist

n

Up 1= Z(u,vi)vi eV,

=1

d.h. ||u — u,|| < ||u—v|| fir alle v € V,.
Beweis. zu (1): Fir u € V,, gilt u = 3" | a;v; mit geeigneten a; € K. Daher folgt
(w,v1) = O agu,vi) = Y (v, 05) = o
j=1 j=1
zu (ii): Aus (i) folgt
full> = (u,u) = O o, Y aguy) = > (v, 0) =Y laa* =D J(u, 0:)]”
i=1 j=1 ij=1 i=1 i=1

zu (iv): Fir beliebiges v = Y1 | Biv; € V,, gilt

lu = o)) = [[ull* = 2Re Y Bilu,v) + Y 16 = [lul® = lual® + Y [(u,0) = B (1.3)
i=1 i=1 i=1



Der letzte Ausdruck wird offenbar genau dann minimal, wenn §; = (u,v;), i =1,...,n.
zu (iii): Fiir w € V und S; := (u,v;) erhélt man analog zu (1.3)

0<fu=D Buwill®=l[ul®=2Re Y Bif;+ ) 16 =lul* =D |6
i=1 i=1 i=1 i=1

]

Bemerkung. Satz 1.8 zeigt insbesondere die Bedeutung von Orthonormalbasen in der Nu-
merik. Durch die Fourierkoeffizienten erhéilt man eine explizite Basisdarstellung und unmit-
telbar die Bestapproximation. Ferner ist die Bestapproximation von v € V stabil, weil nach
der Besselschen Ungleichung gilt |(u,v;)[* < Y0, [(u, v;)]* < |lu/|* und somit die Fourierko-
effizienten (u,v;), i = 1,...,n, der Approximation beschrénkt sind.

Fiir das folgende Lemma iiberzeugt man sich leicht davon, dass in Pra-Hilbert-Rdumen
die Parallelogramm-Gleichung

20ull* + 2ol* = [lu+ol* + Ju—vl*, woveV, (1.4)
gilt.
Lemma 1.9 (Projektionssatz). Sei V' ein Hilbert-Raum und U C V eine abgeschlossene

und konvexe Menge. Dann existiert zu x € V das eindeutig bestimmte Element bester
Approximation ' € U, d.h. es gilt

— 2| = inf ||z — |-
|z —a'| = inf flo - y|

Ist U = u+ L ein affiner Unterraum mit v € V und einem linearen Unterraum L C V', dann
erfiillt genau x’ die Bedingung (x — ', z) = 0 fiir alle z € L.

U

Beweis. Sei d = infyep || — y|| und {y,}nen C U eine Folge mit lim,, o ||z — yn|| = d.
Dann existiert zu € > 0 ein N € N; so dass ||z — y,||> < d* + ¢ fiir alle n > N. Mit der
Parallelogramm-Gleichung (1.4) erhalten wir fiir m,n > N

ym = yall* = 2/l = ym|* + 212 = yall> = llym + yn — 22| < 4d* + 4e — 4d° = 4e,

weil aus 5 (ym + yp) € U folgt ||2(ym + yn) — x| > d. Also ist {y,}nen eine Cauchy-Folge,
die wegen der Abgeschlossenheit von U gegen ein 2’ € U konvergiert. Dies ist ein gesuchtes
Minimum. Ist 2” € U ein weiteres Element bester Approximation, so gilt wie oben

o' —2"|| = 2|z — 2'||* + 2|z — 2"||* — |2’ + 2" — 2z|]* < 4d* — 4d*> =0,

woraus die Eindeutigkeit folgt.
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Angenommen, es gibt ein z € L mit a := (z —2’, 2) # 0. Betrachte v := 2/ + az/||z||* € U.
Dann gilt

o a a|?
|z —v||* = ||z — 2’ — 2| = ||x — 2|]* — 2Re (x —a2' 2)+
212 2] ’ 2]
2
~llo = = 12 < lle =
2

Aus diesem Widerspruch folgt (z — 2/, 2) = 0 fir alle z € L. Ist umgekehrt (z — 2/, 2) =0
fiir alle z € L, so folgt wegen 2’ —y € L fir alley € U

lz = ylI* = llz — 2'||* + 2Re (z — 2', 2" — ) + |2’ — y*

= llz = 2'I* + ll2" = yl* > [lo — 2"
O

Die Abbildung x — 2’ definiert einen Projektor. Wir beschrénken uns auf den Fall V' = K".

Definition 1.10. Ein Projektor P : K" — K" ist eine lineare Abbildung, die idempotent
ist, d.h. es gilt P? = P.

Mit P ist auch I — P ein Projektor, und es gilt P(I — P) = (I — P)P =0,
Ker P=Ran (I — P) und KerPNRanP = {0}. (1.5)
Wegen x = Px + (I — P)z fir alle z € K™ gilt daher

K" = Ker P @& Ran P.

Definition 1.11. Sei U C K" ein Unterraum. Eine Abbildung P : K" — U heifst
orthogonaler Projektor auf U, falls P ein Projektor ist mit (r — Px,u) = 0 fiir alle
uw e U und z € K",

Fiir den folgenden Satz benétigen wir das

Lemma 1.12. Seien XY € K"*". Die Gramsche Matrix G € K"™*" sei durch

gij:(xiayj)a iajzla"wra
definiert. Dabei bezeichnet x; die i-te Spalte von X und y; die j-te Spalte von Y . G ist genau
dann regulir, wenn rank X = r und span X N (spanY)+ = {0}.

Beweis. Angenommen, eine nicht-triviale Linearkombination der Zeilen von G verschwindet,
d.h. es existieren Koeffizienten o, i = 1,...,7, so dass mit x := Y |, a;x; € span X gilt

(@) = Y ailzi,y;) =0 firalle j=1,....7.

=1



Also ist € (spanY)! und aus span X N (spanY )+ = {0} folgt # = 0. Dies liefert einen
Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der Spalten von X.

Sei umgekehrt G reguldr, dann sind die Spalten von X offensichtlich linear unabhéngig.
Sei z € span X mit (x,y;) =0, j = 1,...,r. Aus der Basisdarstellung z = >, ;x; mit
Koeffizienten «;, i = 1, ..., r, erhilt man

Za,gw— z,y;) =0 firallej=1,...,r

und hieraus wegen der Invertierbarkeit von GG, dass a; = 0,7 =1,...,r. Also folgt span X N

(spanY )t = {0}. O

Satz 1.13. Sei P : K — U ein orthogonaler Projektor auf den Unterraum U C K". Dann
gilt

(i) P ist eindeutig bestimmt;
(ii) Ist ' € U die Bestapproximation an x € K" aus Lemma 1.9, so gilt Px = 1’;
(iii) Ist X = [z1,..., x| eine Basis von U, so gilt
P=X(X"X)"'XxH,

Insbesondere ist P hermitesch.

Beweis. Wegen
lz = yl* = llz — Paf* + || Pz —y|* firyeU (1.6)

folgt ||x—y|| > ||x— Px||. Das Minimum wird fiir y = Px angenommen. Aus der Eindeutigkeit
von ' folgen (i) und (ii). Fiir (iii) erhilt man aus Lemma 1.12, dass X7 X regulir ist. Man
priift leicht nach, dass X (X% X)X ein orthogonaler Projektor auf U ist, der wegen (i)
mit P iibereinstimmt. [

Bemerkung.

(a) Es gilt auch die Umkehrung von (iii), d.h. jeder hermitesche Projektor ist ein orthogo-
naler Projektor. Dies folgt mit (1.5) und Lemma 1.2 aus

Ran (I — P) = Ker P = Ker P? = (Ran P)*.

(b) Sei P ein orthogonaler Projektor. Dann folgt aus (1.6) fur y = 0, dass [|[Pz| < ||z||.
Ferner folgt
[[Pz]|

O;AxeK” ||$H

1Pl = =1,

weil das Maximum fiir die Elemente in Ran P angenommen wird. P besitzt nur die zwei
Eigenwerte 0 und 1. Jeder nicht-triviale Kernvektor ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 0,
jeder nicht-triviale Bildvektor ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.
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1.1 Die Normalengleichungen

Im Folgenden werden wir das Problem (1.2) als lineares Gleichungssystem umformulieren.

Satz 1.14. Alle Losungen z € K" von (1.2) sind genau die Lésungen der sog. Normalen-

gleichungen
A" Ax = Afp. (1.7)

Die Losungsmenge L ist nicht leer, und es gilt fiir x1,xo € L, A\ € K, dass
(1 — )\)%1 T )\.Tg € L, Aflfl = A.’L’Q.

Insbesondere ist das Residuum eindeutig bestimmt.

Beweis. Nach Lemma 1.9 angewendet auf U = Ran A gilt

|b — Ax||s = m]%gn |b— Ayl|l <= r=0b— Az L Ran A.
yeRn

Nach Lemma 1.2 ist (Ran A)+ = Ker A#. Also ist (1.2) dquivalent mit
Alr =0 <= A"(b— Az) =0 <= A" Az = A"b.
Nach Lemma 1.9 existiert eine Bestapproximation Ax an b und ist eindeutig bestimmt.

Az = Az, fiir 1y, x5 € L ist wegen der Eindeutigkeit von Az klar, (1 — \)x; + Aze € L kann
leicht nachgepriift werden. O]

Bemerkung.
(a) Ist Az = b 16sbar, so liefert (1.7) die Losungsmenge.

(b) Aus AHr = 0 erkennt man, dass das Residuum senkrecht auf den Spalten von A steht.
Daraus erklart sich der Begriff “Normalengleichungen”.

(c) (1.7) kann auch aus der Bedingung V f = 0 mit f(z) = ||b — Ax||3 hergeleitet werden.

Hinsichtlich der Eindeutigkeit der Losung von (1.7) gilt

Satz 1.15.
(i) Unter allen Losungen von (1.7) gibt es genau eine Lésung minimaler euklidischer Norm.

(ii) Die Matrix A" A € K" ist hermitesch und positiv semidefinit. A¥ A ist genau dann
positiv-definit (und damit (1.7) eindeutig losbar), falls rank A = n.

Beweis.



1.2 Die QR-Zerlegung

(i) Betrachte die Losungsmenge L von (1.7). Diese ist abgeschlossen und
L':=Ln{z eK": |zl < ||Z]2}

ist kompakt, wobei & € L ein beliebiges aber festes Element bezeichnet. Daher nimmt
die stetige Funktion || - ||z auf L’ ihr Minimum z* € L mit [|z*||s = mingep ||y||2 an.
Sei ' € L ein weiteres Element minimaler euklidischer Norm. Dann gilt nach Satz 1.14

t(z*+42') € L und

12"l < 152" + 22 < G(l2"ll2 + [|2”]l2) = [l[l2-

Daher ist [|3(z* + a')||2 = ||z* |2 = [|2/||2, und es folgt

I = 2%l = [l2/[l5 — 2Re (2", 2) + [l"|[3
= [l'll2 — (2" + 2" [13 = [l'[12 = l2"113) + [l="[12

=2([l2" [z + I2'l12) — ll=" +2"llz = 0,
was ' = r* und somit die Eindeutigkeit von x* beweist.
(i) AM A ist offenbar hermitesch und wegen
eH AR Ax = || Az||2 >0 fiir alle 2 € K”

positiv semidefinit. Gleichheit gilt genau fiir Az = 0. In diesem Fall ist aber x = 0
wegen rank A = n.

]

Bemerkung. Nach Satz 1.15 (ii) kénnen im Fall rank A = n die Normalengleichungen (1.7)
mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung gelost werden. Fiir m < n ist allerdings die Bedingung
rank A = n nicht realisierbar. In diesem Fall betrachtet man AA”y = b mit z = A"y und
setzt rank A = m voraus. Dann ist AA® positiv-definit.

Obwohl die Losung mittels Cholesky-Zerlegung aus Sicht der Komplexitéit attraktiv er-
scheint (mn? + %n?’ Operationen), eignet sich diese fiir praktische Zwecke nur bedingt, weil
A" A bzw. AAH deutlich schlechtere Konditionen (die Kondition wird quadriert) als A auf-
weisen. Im Folgenden werden wir Verfahren herleiten, die ohne die Normalengleichungen
auskommen.

1.2 Die QR-Zerlegung

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass lineare Ausgleichsprobleme mit Hilfe der
Normalengleichungen und im Fall m > n = rank A mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung gelost
werden kénnen. Eine numerisch stabile Alternative stellt der folgende Zugang iiber die QR-
Zerlegung dar.

Definition 1.16. Sei A € K"*". Eine Zerlegung der Form A = QR mit unitirem ) € K"™*™
und einer oberen Dreiecksmatrix R € K™*™ heifit QR-Zerlegung von A.



1 Lineare Ausgleichsprobleme

Bemerkung.

(a) Man beachte, dass es geniigt, eine Matrix Q € K™ mit Q¥(Q = I € K™ und eine
obere Dreiecksmatrix R € K®*" zu bestimmen. Man spricht von einer reduzierten
QR-Zerlegung im Gegensatz zur oben definierten vollen QR-Zerlegung.

(b) Die QR-Zerlegung kann alternativ zur LR-Zerlegung zur Losung von linearen Glei-
chungssystemen verwendet werden. Wegen Q! = Qf gilt nimlich

Ar =b < Rz = Q"b,
was mittels Riickwértseinsetzen geldst werden kann.

Seim >n =rank A und A = QR mit ) € K™*™ unitar und R € K™*" in der Darstellung
R
- 1.
R { 0} (18)

mit einer oberen Dreiecksmatrix R € K™ Aus rank A = n folgt, dass R regular ist. Wegen

1o~ Azl> = b~ QRz]l» = |Q" (b — QRz) |2 = [|Q"b — Rall = HQH” - m

2

kann die eindeutige Losung des linearen Ausgleichsproblems (1.2) durch Losung von
Rr=c (1.9)

mittels Riickwartseinsetzen bestimmt werden. Hierbei ist
m = Q"y, ce K"

Dann gilt

2

in |6 — Ay = mi
min [[b— Ay[[; = min

-

Theorem 1.17. Jedes A € K™*" mit m > n = rank A besitzt eine eindeutige reduzierte
QR-Zerlegung A = QR mit 7; > 0,i=1,...,n.

= min ||c — Ry||2 + ||d||? = ||d||2.
2 min [le — Ryll5 + [ldll> = lld]l2

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt induktiv aus der Gleichung
k
A=QR < ar =) fudi, k=1,...,n

i=1

1.2.1 Die QR-Zerlegung nach Householder

Im Folgenden werden wir eine Moglichkeit kennen lernen, eine QR-Zerlegung zu berechnen.
Insbesondere folgt die Existenz der QR-Zerlegung.

10



1.2 Die QR-Zerlegung

Definition 1.18. Jede Matrix () € K" der Form

H
Q=1-p—

uy

mit einem u € K®\ {0} und einem 3 € K\{0}, |3]* = 2 Re 3, wird als Householder-Matrix
bezeichnet.

Lemma 1.19. Sei Q eine Householder-Matrix. Dann gilt
(i) Q ist unitér;

(ii) Ist K = R, so gilt + — Qz € span{u} und i(z + Qz) € (span{u})*. Also spiegelt
@ den Vektor x # 0 an der Hyperebene senkrecht zu u. Daher spricht man auch von
Householder-Spiegelungen;

(iii) Sei x € K™ mit |z1| # ||z||2 gegeben. Fiir u := x — aey, |a] = ||z||2, und =1+ ﬂ—z
gilt Qx = ae;.
Beweis.

i) Dass Q unitér ist, erkennt man wegen |3]?> = 2Re 8 aus
g

H\ H H H H H,\, H
By _ ([ g™ o gWuT _ guu puu su(uu)u _ 7
@ ( /BuHu /BuHu /BuHu BuHu + 161 (uflu)?
(i) Ist K = R, so gilt 82 = 28 < 8 = 2. Dann gilt

u(uTx)) QUTZB
=2—u

uTu

x—szx—(m—Z

und o
u'(z+ Qx) = vz +ulz — ZW =0.
uTu

(ili) Zunichst iiberzeugt man sich leicht davon, dass fiir diese Wahl |3]* = 2 Re 3 gilt. Wegen

uly = (x — ae))fz = ||z|3 — @r; # 0 und
uu = (v — ae)) (z — ae)) = ||2|3 — aF1 — @z1 + |af* = 2[||z]|5 — Re (@z1)]
folgt
uflx ufl xHy Reux
il P N
Qo= ﬁuHuu Tyt T T uly

_ Re(Jlz[| — @)
123 — Re (1)

= —u=qe.

11



1 Lineare Ausgleichsprobleme

Bemerkung. Um Ausloschungseffekte zu vermeiden, sollte « in (iii) das entgegengesetzte
Vorzeichen der ersten Komponente z; von x bekommen. Es sollte also

]
a=——/=z

1] :
gewahlt werden. Aufterdem ist fiir K = R natiirlich g = 2.

Beispiel 1.20. Der Punkt x = [3,4]7 € R? soll durch Anwendung einer Householder-
Spiegelung auf die x-Achse transformiert werden. Nach Lemma 1.19 (iii) wird dies durch

o-r- i ]

erreicht. Tatséchlich gilt

+5
i
*4 ///.
*3///’/
3@+ Qa)\ - ,
Qu .-~
*— % % % % % % % %
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 )
1

Wir werden nun A € K™*" m > n, mit linear unabhéngigen Spalten durch eine Folge
von Householder-Spiegelungen in obere Dreiecksform bringen. Wie in Lemma 1.19 (iii) kann
die erste Spalte von A durch Multiplikation mit einer Householder-Matrix ); € K™*™ von
links in ein Vielfaches des ersten kanonischen Einheitsvektors e; transformiert werden:

A(l) = Q1A7 A(l)el = (x1€7.

Sei nun angenommen, dass die Matrix A durch k£ — 1 sukzessive Anwendungen von einer
Householder-Matrix in folgende partielle obere Dreiecksform gebracht wurde:

IO TRR T Ol

AR = Q) - QA = a;ﬁ’?l) T al(c]:m_l)
0 : :

_ Qi+

Im k-ten Schritt soll A*~1) so transformiert werden, dass Q,A%*~Y) bis zur k-ten Spalte eine
obere Dreiecksmatrix ist. Um die ersten k& — 1 Zeilen und Spalten unverdndert zu lassen,
wéhlen wir
I, O ]
)

Qk:{o o

12



1.2 Die QR-Zerlegung

wobei Q. € K(m=k+1)x(m=k+1) 6ine Householder-Matrix ist, die den Vektor

(k—1)
A

(k-1

amk

auf ein Vielfaches von e; € K™ **! transformiert, falls dies nicht schon der Fall ist. Weil Qk
unitér ist, trifft dies auch auf @), zu. Nach n Schritten erhélt man also die obere Dreiecks-
matrix

1 1
i
AW — Q. QA = =R
ash)
Setzen wir also Q := Qf - ... - QX so erhalten wir die gewiinschte Zerlegung A = QR.

Bemerkung.

(a) Fiir die QR-Zerlegung von A € K™ " mittels Householder-Spiegelungen werden 2mn? —
%n?’ arithmetische Operationen bendtigt. Somit ist dieser Zugang etwa doppelt so teuer
wie die Losung der Normalengleichungen (1.7) mittels Cholesky-Zerlegung. Weil unitére
Matrizen die euklidische Norm eines Vektors erhalten, stimmen die Konditionen von A
und R aber iiberein. Dabei verweisen wir auf die Definition der Kondition fiir rechteckige
Matrizen am Ende dieses Kapitels. Anders als bei den Normalengleichungen wird somit

bei diesem Zugang iiber die QR-Zerlegung die Kondition nicht erhoht.

(b) Die Eintrége von @ sollten niemals berechnet werden. Effizienter ist es, die Vektoren u
zu speichern. Diese kénnen in gerade frei gewordene Spalten der Matrix A abgelegt
werden. Auch fiir die Berechnung der Matrix-Vektor-Multiplikation kann auf die explizite
Darstellung der Matrix verzichtet werden. Es gilt namlich

H

utx
r =z — f——u,
Q o
d.h. Qz entsteht als Linearkombination der Vektoren x und u, was mit O(m) Operationen
im Vergleich zu O(m - n) Operationen bei eintrageweiser Multiplikation durchgefiihrt

werden kann.

1.2.2 Das Gram-Schmidt-Verfahren

Neben der Householder-Transformation kann eine QR-Zerlegung auch mit Hilfe des aus
der Linearen Algebra bekannten Gram-Schmidt-Verfahrens berechnet werden. Es sei-

en a,...,a, € K™ die Spalten von A. Wegen rank A = n sind diese linear unabhéngig.
Sei ¢ = a1/||ai||z und fir k =2,...,n
k—1 ,
Qfg = Qg — Z(ak,%) qe, gk ‘= || q,k .
—1 Tl
Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass {qi,...,¢,} eine Orthonormalbasis des Raums

span{ay, ..., a,} bildet. Setze 7y := (ag, q¢), ¢ < k, und 7 = [|¢||2. Dann gilt

k-1 k

ak:qz—i_ (a’k7qz>q[:Zr€kq€7k:]-u"'7n<:> A:QE
/=1 /=1

Tek

13



1 Lineare Ausgleichsprobleme

mit Q = (@15 ), QHQ = I € K", und der reguliren oberen n x n Dreiecksmatrix
R — Tig, i S j>
0, sonst.

Offenbar ist A = QR eine reduzierte QR-Zerlegung von A.

Bemerkung. Durch Rundungsfehler kann es beim Gram-Schmidt-Verfahren in der Praxis
zum Verlust der Orthogonalitéat der Vektoren g, kommen. Interessanterweise ist aber das Pro-
dukt Q}% akurat. Eine numerisch stabilere Variante ist das modifizierte Gram-Schmidt-
Verfahren. Dies erhilt man, wenn man bertiicksichtigt, dass wegen der Orthogonalitat der
Vektoren g, gilt

-1
(akza C]z) = (flk - Z Okiq;, Qe)
=1

fiir alle Skalare ay; € K.

Algorithmus 1.21 (Modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren).
fork=1,...,n
q;g = Qg;
for/=1,....k—1
Tek = (QZ;, QE)§
@ = G, — Terqe;
ik = |lqll2;
R .
Qe = Q)T

1.2.3 Der Businger-Golub-Algorithmus

Bisher haben wir immer vorausgesetzt, dass rank A = n gilt. Wir wollen nun den rangdefizien-
ten Fall, d.h. r := rank A < n betrachten. Will man die QR-Zerlegung mittels Householder-
Transformation in diesem Fall berechnen, so tritt ein Nullvektor in der ersten Spalte der
Restmatrix auf. Um dies zu verhindern, sucht man nach der Spalte j* mit der gréfsten 2-
Norm und bringt sie durch Spaltenvertauschen an die aktuelle Stelle:

1 ]l; = max [a{ ..

k<j<n

Statt A = QR erhélt man dadurch schlielich
AP =QR

mit einer Permutationsmatrix P € K"*". Insbesondere sind die Diagonalelemente von R
der Grofse nach absteigend geordnet und erméglichen eine Konditionsabschétzung iiber das
Verhéltnis von grofstem und kleinstem. Dieses Verfahren bezeichnet man als Businger-
Golub-Algorithmus. Verglichen mit (1.8) hat die Matrix R dann die Gestalt

(R Ry
=i

14



1.3 Singuldrwertzerlegung und Pseudo-Inverse
mit Ry € K™ regular und Ry € Krx(n=n), Entsprechend sei
Pflx = |: , T1 € KT, To € anr’

und wie bisher

Qb = [C_ , ceK', de K™,
zerlegt. Wegen
Ib— Az|)3 = [|b = QRP™"z[3 = |le = Rywy — Roao|5 + [|d]J3
wird ||b — Az||; genau dann minimal, wenn
Ry, + Roxs = c. (1.10)

Bemerkung. Fiir alle o € K" ist also Pz, 2] mit x; = Rfl(c — Rgxg) Losung des
linearen Ausgleichsproblems (1.2). Die Lésungsmenge ist daher (n — r)-dimensional. Im Fall
r = n erhalten wir wieder Ryjx; = ¢ wie in (1.9), was eindeutig gelost werden kann.

Die eindeutig bestimmte Losung minimaler euklidischer Norm kann im rangdefizienten
Fall mit Hilfe des folgenden Lemmas bestimmt werden.

Lemma 1.22. Sei r := rank A < n, V := R7'Ry € K™ und u := Ry{'c € K". Dann
ist die Lésung minimaler euklidischer Norm von (1.2) gegeben durch x = Plxy, 2]’ mit
1 =u—Vxy € K" und x5 € K" Lésung von

(I 4+ VHEV)zy = VHu.

Beweis. Nach (1.10) sind alle Losungen durch z; = u — Vg beschrieben. Eingesetzt in ||x]|2
erhalten wir

213 = llz1ll3 + llz2ll3 = llu = Vasll3 + [lzl3
= [lull3 — 2Re (u, Viwa) + (Vag, Vay) + (22, 22)
= |Jul? + Re (I + VIV)zy — 2VHu, 29) =: o(a3).

Dann ist ¢'(z2) = 2Re[(I + VHV)zy — VHu] und ¢"(z9) = 2(I + VAV). Da I + VHV

positiv-definit ist, nimmt ¢ sein Minimum fiir x5 mit ¢'(z5) = 0 an, d.h.

(I +VHV)zy = VHu.

1.3 Singularwertzerlegung und Pseudo-Inverse

Eine weitere Moglichkeit, das Minimierungsproblem (1.2) zu l6sen, erhélt man mit der Sin-
guldrwertzerlegung. Die Singularwertzerlegung ist aber auch im Allgemeinen ein niitzliches
Mittel, um Matrizen zu analysieren.

15



1 Lineare Ausgleichsprobleme

In diesem und den folgenden Abschnitten verwenden wir die der euklidischen Vektornorm
zugeordnete Spektralnorm

A
Al = sup B gy

orackr [2ll2

von A € K™*". Dabei bezeichnet p(M) den Spektralradius, d.h. den betragsméfig grofsten
Eigenwert, von M € K"*". Ferner verwenden wir die Frobenius-Norm

m n 1/2
Al = (ZZ |aij‘2> = (trace AHA)l/Q.

i=1 j=1
Hierbei ist die Spur von M € K™ durch trace M := Y | m;; definiert. Es gilt
trace M = Z Xi(M)
i=1

mit den Eigenwerten \; € C, i« = 1,...,n, von M. Spektral- und Frobenius-Norm sind
unitir invariant, d.h. fiir alle unitdare Matrizen U € K™*™ und V € K™*" gilt

[UAV [z = ||All2 und  [[UAV|[p = [[A] p-
Fiir spétere Zwecke ist die Abschétzung
p(A) < Al A€k, (L11)

fir beliebige Operatornormen || - || hilfreich. Um diese zu zeigen, sei (A, z) ein Eigenpaar.
Dann gilt
Alllzll = [[Az]l = Az ]} < [[All{l«]-

Obwohl die Frobenius-Norm keiner Vektornorm zugeordnet ist, ist sie mit der euklidischen
Norm vertréglich. Insbesondere wird ersichtlich, dass auch p(A) < || Al gilt.

Satz 1.23. Zu A € K™*" existieren unitidre Matrizen U € K™*™ und V € K"*", so dass

URAV =X

mit ¥ = diag(oy,...,0,) € R™"™, wobei p = min{m,n} und oy > 0y > ... > g, > 0.

Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass U € K™*™ und V € K"*" existieren mit

H _|e 0.
o=y Y], w2

per Induktion folgt dann die Behauptung.

Sei 0 := ||All2 = maxg|,=1 ||Az||2. Dabei diirfen wir annehmen, dass A # 0 und somit
o # 0. Weil das Maximum angenommen wird, gibt es v € K", ||v]]a = 1, mit || A|]2 = || Av]|2.
Definiere

Av
| Avlly

16



1.3 Singuldrwertzerlegung und Pseudo-Inverse

Dann gilt Av = ou. Seien U € K™*(m=1D ypnd V e K™D 5o gewiihlt, dass « und v zu
unitdren Matrizen

U=[uU] e K™ bzw. V=[pV]eK>"

erweitert werden. Fir die Existenz dieser Matrizen verwende z.B. die Householder-Transfor-
mation. Dann gilt

H H H AY) H
" |u ~ jutAv AV |oow
U'AV“LW}AWJq_[U%m;UHAV}_[O B}

mit w = VEAHy € K1, Da

= /% + [lwl3,

2

Jorav ]

o
w

>0+ ||w||3 und '

H

2
folgt aus der unitdren Invarianz der Spektralnorm

2

‘UHAV{Z}
o + w3 < e 2 < UTAVE = A} = o
' {w} 2
und daher w = 0. Hieraus folgt (1.12). O

Definition 1.24. FEine Zerlegung der Form A = UXV mit U € K™™, V € K™ " unitir
und

Y = diag(oy,...,0p) € R™*"  p=min{m, n},

mit oy > 09 > ... > 0, > 0 heilit Singuldrwertzerlegung (engl. singular value decompo-
sition, SVD) von A € K™*". Die Werte o;, i = 1,...,p, heien Singulidrwerte von A, die
Spalten u; von U bezeichnet man als linke und die Spalten v; von V' als rechte Singulir-
vektoren.

Bemerkung. Die Singuldrwerte einer Matrix sind eindeutig bestimmt. Falls o;, ¢ = 1,..., 7,
r := rank A, paarweise verschieden sind, so sind die Singularvektoren wu;,v;, @ = 1,...,7, bis
auf einen skalaren Faktor, der betragsmafig 1 ist, eindeutig bestimmt.

Es ergibt sich eine Reihe von Folgerungen.

Satz 1.25. Sei A € K™ und A = UXV! eine Singulirwertzerlegung.

(i) Sind u;,v; die Spalten von U bzw. V| so gilt

A?Ji = O;U; und AHUZ = 0,0y, = 1, 50090

17



1 Lineare Ausgleichsprobleme

(ii) Es gilt AA" = USYTU® und AA = VSISV, Daher sind u;, i = 1,...,m, die

Eigenvektoren von AA™ und v;, i = 1,...,n, die Eigenvektoren von A" A. Ferner
sind 0?,i=1,...,p, genau die Eigenwerte (entsprechend ihrer Vielfachheiten) von

AP A, falls m > n,
AAE falls m < n.

Insbesondere gilt ||Alls = o1 und ||Al|% =>"_, o7

i=1"1"

(iii) Der Rang r = rank A stimmt mit der Anzahl positiver Singuldrwerte iiberein, und es

gilt
Ker A = span{v,41,...,v,}, RanA =span{uy,...,u,}
und
Ker A" = span{u,41,...,uy}, RanA” =span{v,,...,v.}.
Beweis.

(i)
(i)

(iii)

18

folgt direkt aus A = UXV <= AV =UY <= AHU =VXT,

Sei m > n = p. Wegen APA = VXTUHUXVH = VETYVH stimmen die charakte-

ristischen Polynome von A% A und 7Y = diag(o?,...,02) € R™™" iiberein. Ferner

“p
gilt
1Al3 = p(A"A) = o}

und

p
IA[7 = trace ATA =Y "X\ (A"A) =) o7,

i=1 =1

Im Fall p = m < n besitzen AA" und ¥X7 = diag(s?,...,02) € R™ dasselbe
charakteristische Polynom.

Es gilt r = rank A = rank X. Aus
P T
A=UxVH = Z oiuvl = Z o
i=1 i=1

erhdlt man span{v,,1,...,v,} C Ker A. Wegen dim Ker A = n — r folgt
span{v,41,...,v,} = Ker A.
Auferdem gilt fir z € K”

T
Az = Z oiui(viz)
i=1

und somit Ran A C span{uy, ..., u,}. Der Vergleich der Dimensionen liefert wieder die
Behauptung
Ran A = span{uy,...,u,}.



1.3 Singuldrwertzerlegung und Pseudo-Inverse

Bemerkung.

(a) Frobenius- und Spektralnorm sind Spezialfélle der sog. Schatten-Normen

r 1/17
4], = (Zaf) i
=1

Durch die Summation der ersten k Singuldrwerte erhélt man ebenfalls eine Norm, die
Ky Fan-Norm

k
1Al = on, k=1,....7
=1

(b) Nach (ii) kénnen die Singuldrwerte im Fall m > n aus den Eigenwerten von A# A be-
stimmt werden. Dies hat aber wie bereits bei den Normalengleichungen eine Quadrierung
der Kondition zu Folge. Eine bessere Moglichkeit besteht darin, die Eigenwerte der Ma-
trix

A = |:140H 461:| c K(m+n)><(m+n)

plw | | E
oz -ofz]

Insbesondere setzen sich die Eigenvektoren von A’ aus den Singuldrvektoren w;, v; zu-
sammen.

zu berechnen. Es gilt ndmlich

(c) Nach (iii) gilt
A= Zaiuivf{, r = rank A. (1.13)
i=1

Definiert man @; := o;u;, so kann also jede Rang-r-Matrix A € K"™*" durch r(m + n)
Speichereinheiten (statt m -n bei eintrageweiser Speicherung) représentiert werden. Au-
fserdem ist die Matrix-Vektor-Multiplikation Az mit O(r(m + n)) Operationen durch-
fiihrbar, indem man zunéchst 3; ;== vz, i =1,...,r, und dann

)

Ax = i Biti;
i—1

berechnet. Ist 7(m 4+ n) < m - n, so kann mit der Darstellung (1.13) eine Steigerung der
Effizienz erzielt werden.

Sei nun A € K™*" eine allgemeine Matrix (mit moglicherweise vollem Rang). Um die
Vorteile von Niedrigrangmatrizen nutzen zu kénnen, miissen wir herausfinden, wie gut sich
A durch eine Matrix von niedrigem Rang bei vorgegebenem Fehler ¢ > 0 approximieren
lasst. Dies fithrt auf den Begriff des numerischen Ranges

rank, A := min rank B.
BeKmxn:||A-B||<e
Fiir den Beweis des folgenden Satzes benotigen wir, dass « € span{vy, ..., v,} die Basisdar-
stellung
T = Z(U{{ x)v;
i=1
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1 Lineare Ausgleichsprobleme

mit den Fourierkoeffizienten vz, i = 1,...,n, besitzt, falls v;, i = 1,...,n, orthonormal

sind. Insbesondere folgt hieraus, dass
n
lzll5 = loffal”
i=1

Satz 1.26. Sei A € K™*" mit einer Singulirwertzerlegung A = UXVH und || - || eine unitér
invariante Matrixnorm. Die beste Approximation in der Menge der Matrizen vom Rang
héchstens k < p := min{m,n} an A ist

Ay =UT,VE,
wobei ¥y, = diag(oy,...,0%,0,...,0). Genauer ist

HA_AkH = min ||A— BH = ||2 - EkH

rank B<k

Beweis. (nur fiir Spektralnorm, allgemeines Resultat von L. Mirsky)
Wegen U A,V = diag(oy,...,01,0,...,0) folgt rank Ay < k. Weiter gilt

UT(A— AV =3 - % = diag(0,...,0, 0441, .. .,0p)

und wegen der unitidren Invarianz [|[A — Aglls = [|X — Zk|l2 = ok11-
Es bleibt zu zeigen, dass fiir jede Matrix B mit k' := rank B < k gilt ||A — B|| > op41.
Dazu wiahlen wir eine Basis {z1,..., 2, } von Ker B. Aus Dimensionsgriinden folgt

span{zy, ..., Tn_k } Nspan{vy, ..., v} # {0}.
Sei z € K", ||z]]a = 1, aus dieser Schnittmenge. Dann gilt Bz = 0 und Az = S5 o0 2)u;
und somit

k+1 k41
4= BI5 > I(A = B)zll3 = 4213 = Y _oflof'=* > ofy1 ) of2) = o}

=1 =1

Hierbei wurde verwendet, dass wegen der Orthonormalitét der v;

k1
z = Z(’UZH 2)v;
i=1
und deshalb 1 = ||z]|3 = S5 [uf 2|2 O
Bemerkung. Im Fall der Frobenius-Norm gilt ||X — 24|z = Y pi1 02, wihrend fiir die

Spektralnorm [|X — 3|2 = ogy1 ist. Wegen der Fehlerabschétzung ||A — Ag|| = || — Xkl
kann aus der Bedingung
12— Bl <e

bei vorgegebenem ¢ > 0 der benotigte minimale Rang £ bestimmt werden.
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1.3 Singuldrwertzerlegung und Pseudo-Inverse

Abbildung 1.1: A, fiir ein Bild mit 533 x 400 Pixeln bei k£ = 10, 20, 50, 400.

Beispiel 1.27. Die Singuldrwertzerlegung kann z.B. zur Bildkompression verwendet werden.
Sei ein Bild mit m xn Pixeln gegeben. Man erhélt eine Matrix A € R™*" indem die Helligkeit
jedes Bildpunktes fiir einen einzelnen Farbkanal abgelegt wird. Den Réngen k£ = 10, 20, 50
in Abbildung 1.1 entsprechen Kompressionsraten von 4%, 9% und 22%.

Auf Basis der Singuldrwertzerlegung fithren wir nun die Pseudo-Inverse als Verallgemei-
nerung der Inversen fiir nicht quadratische Matrizen ein.

Definition 1.28. Sei A = UXV ¥ eine Singulirwertzerlegung von A € K™*". Dann bezeich-

net man die Matrix
At = VETUH e K™

mit ¥ = diag(1/o0y,...,1/0,,0,...,0) € R*™™ r = rank A, als Pseudo-Inverse oder
Moore-Penrose-Inverse von A.

Bemerkung.

(a) Gilt rank A = n fiir A € K™, so hat man A" = (A# A)~' A", Dies folgt aus
(AA)TAY = (veHUHusv )Tty sHuH

vefisyh)-tysigh

= V(SIS UH = vetUut = AT

=
=

Ist zusitzlich A quadratisch, so gilt (A7 A)~! = AL A~ und somit

AT = (AFA)TTAT = AT ATH AR = A7

(b) Es gilt

T

At = Z éviuf]

i=1 ¢

und somit Ker AT = Ker A” und Ran AT = Ran A

(c) Wegen (X1)T = X und (X)) = (ZH)* gilt (AT)T = A und (AT)H = (AT)*. Es gilt
aber nicht (AB)* = B*A*; vgl. Ubungen.
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1 Lineare Ausgleichsprobleme

Weil die Pseudo-Inverse mit Hilfe der nicht eindeutigen Singuldrwertzerlegung definiert
wurde, stellt sich die Frage, ob AT wohldefiniert ist. Aus dem folgenden Satz ergibt sich
auferdem die Bezeichnung “Pseudo-Inverse”.

Satz 1.29. Die Pseudo-Inverse AT von A € K™*" erfiillt die sog. Penrose-Bedingungen
(i) AATA=A,
(ii)) ATAAT = AT,

(iii) (AAT)H = AAT,

(iv) (ATA)E = AT A.

Diese vier Bedingungen beschreiben A" auf eindeutige Weise. Insbesondere ist AT wohlde-

finiert.

Beweis.

I, 0

(i) Wegen A" = VETUH und L8+ = {0 0

} € Rm*m gilt

AATA = UXVEVSTUUSVE = UtV = UuxvH = A
und analog
(ii) ATAAY = VESHUHUSVIVSTUT = VErEntUl = vetu = At

(ili) Aus AAT = USVHVESTUH = USSTUH und ATA = VETEVH erkennt man, dass
diese beiden Matrizen hermitesch sind.

Erfillt auch B € K™ die Penrose-Bedingungen, so gilt
At @ gt gt @ ar Apaa+t W AHanyHpaa+t W AH(A+)H g1 pH g+ O AH pH g+
W paar @ papaar D pAp(At)T Al W ppH AT (A+)H A D ppH Al
(444) W AR @ (#0) B
O

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen Pseudo-Inverser und linearen Aus-
gleichsproblemen her.

Satz 1.30. Der Vektor xpn := ATb = >, —vl( Hp) ist die eindeutig bestimmte Losung
minimaler euklidischer Norm des linearen Ausg]ewhsprob]ems (1.2). Fiir den Residualfehler
gilt

p
Hb - A‘TLA“g = Z ‘qub‘27 p= min{m7n}‘

i=r+1
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1.3 Singuldrwertzerlegung und Pseudo-Inverse

Beweis. Wegen Satz 1.29 (ii) ist
b— AATh € Ker AT = Ker A" = (Ran A)*,
weil AT(b— AATH) = ATb— ATAATH = 0. Also erfiillt x4 die Normalengleichung (1.7)
AT Az = ATb

und ist somit eine Losung des linearen Ausgleichsproblems (1.2). Ist z eine weitere Losung
der Normalengleichungen, dann gilt nach Satz 1.14

w:= ATb — z € Ker A.
Da A*tb € Ran AT = (Ker A)* haben wir 2 = A*b — w orthogonal zerlegt, und es folgt
12115 = [[ATD]I5 + [Jwl]3 > [|ATD][5
Also ist zpa = A'b die eindeutig bestimmte Losung minimaler euklidischer Norm. Ferner

gilt

p
|b— Azpall2 = ||b— USVEVETUR |2 = | UHD — 22U Pb||2 = Z lufb)?.

i=r+1

Bemerkung.

(a) Der Weg iiber Singuldrwertzerlegung und Pseudo-Inverse zur Losung des linearen Aus-
gleichproblems ist der universellste aber auch der teuerste mit O(21m-n?) Operationen.

(b) Man beachte, dass AA™ ein orthogonaler Projektor (siehe Definition 1.10) auf Ran A
und A" A ein orthogonaler Projektor auf Ran A™ ist.

Mit Hilfe der Pseudo-Inversen lafit sich der Konditionsbegriff auf allgemeine Matrizen
erweitern.

Definition 1.31. Sei A € K™*" und AT € K"™™ die Pseudo-Inverse. Wir definieren die
Konditionszahl als
cond. A = [|A[|[|A™]].

Wegen AT = A~! bei reguldren Matrizen A € K™*" (siche die Bemerkung nach Defini-

tion 1.28) ist der neue Konditionsbegriff aus Definition 1.31 eine Verallgemeinerung der
bisherigen Definition cond. A = ||A]|[|A™].

Bemerkung. Fiir || - || = || - ||2 ergibt sich ||A|lz = o1, ||AT||2 = 1/0, und somit

g1
cond|.|,A=—.
oy
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2 lterative Losungsverfahren

In diesem Kapitel wenden wir uns der iterativen Losung von linearen Gleichungssystemen
Az =b, AeK™", (2.1)

zu. Diese treten z.B. in Folge der Methode der finiten Differenzen und des Galerkin-Verfahrens
zur Losung von Randwertproblemen partieller Differentialgleichungen auf; mehr dazu in
der Vorlesung Wissenschaftliches Rechnen. In diesem Fiéllen ist A grofdimensioniert aber
schwachbesetzt.

Definition 2.1. Eine Folge von Matrizen A; € K™*" 4 € N, wird als schwachbesetzt
bezeichnet, falls v € N existiert, so dass die Anzahl der nicht-verschwindenden Eintrédge in
jeder Zeile oder in jeder Spalte von A; durch v beschrankt ist.

Beispiel 2.2. Wir betrachten das Randwertproblem fiir u

—Au=f inQ:=(-1,1)% (2.2a)
u=0 auf 0. (2.2b)

bei gegebenem f. Dabei bezeichnet A := 97 4 92 den Laplace-Operator und 0Q = {(z,y) €
R? : max(|z|,|y|) = 1} den Rand von Q.

Eine einfache Moglichkeit, das Problem (2.2) numerisch behandelbar zu machen, ist es,
die Ableitungen in (2.2) durch Ausdriicke, die nur die Werte der Funktion enthalten, zu
ersetzen. Seien v € C''[—1,1] und h > 0 gegeben. Wir definieren

v(x + h) —v(z)

Ot v(x) == > Vorwirtsdifferenz,
vz —h
0 v(x) := v(@) Z(I ) Riickwértsdifferenz.

Die Ausdriicke 97v und 0~ v heiken Differenzenquotienten. Unter Verwendung der Taylor-
Entwicklung um « € (=1 + h,1 — h) erhélt man

07 v(x) — V' (2)| < ch|v|czi—1,1, (2.3a)

107 v(z) —v'(2)| < chlv|eczi—1,1; (2.3b)

1070 v(x) —v"(2)] < ch®|v|cai_1y (2.3¢)

mit einer von i und v unabhingigen Konstanten ¢ > 0 und |[v]or_1 1) := SUP,e(_1 1) [v®) ().

Dabei gehen wir davon aus, dass v den jeweiligen Glattheitsanforderungen gentigt.

Um (2.2) zu diskretisieren, verwenden wir das Gitter (z;,y;) € Q, 4,7 =0,..., N + 1, mit
z; = th —1, y; := jh — 1 der Gitterweite h := 2/(N + 1). In den inneren Gitterpunkten
ersetzen wir den negativen Laplace-Operator —A = —92 — 9} in (2.2a) durch

—0F0;u— 09 u = h7*[4u(z,y) — ulz — h,y) —u(z + h,y) —uw(z,y — h) — u(z,y + h)].
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2 Iterative Losungsverfahren

Denkt man sich die Gitterfunktion w; ; als Approximation an den Wert u(z;,y;) der exakten
Losung, so erzeugt diese Diskretisierung die Finite-Differenzen-Gleichung

Ay — U1 j — i1y — Uij1 — Uigi1 = B2 f(2s,y;), 4,5=1,...,N. (2.4)

Unter Verwendung der Randbedingung g ; = uny1,; = %o = % nv+1 = 0 und nach Sequen-
zierung des Indexpaares (7, j) durch k := i+ jN erhélt man hieraus das lineare Gleichungs-

system
Au=f, w,:=uj, fr:= h2f(xi,yj, k=1,...,N% (2.5)

Die Koeffizientenmatrix A € RN*N* in (2.5) hat dann die Gestalt

T —I 4 —1

A= - mit T = -4 e RV*NV,
e T IR |
I T —-1 4

Diese ist positiv-definit und besitzt obere/untere Bandbreite N. Ferner besitzt A fiir jedes n
héchstens 3 nicht-verschwindende Eintrége pro Zeile und ist somit schwachbesetzt.

Ist A € K™ schwachbesetzt, so ist es unnotig, die Nullen zu speichern. Anstelle des
gewohnlichen spalten- oder zeilenweisen Speicherformats verwendet man die folgenden kom-
primierenden Formate. Beim CRS-Format (engl. compressed row storage) werden die nicht-
verschwindenden Eintrége (seien mit ihren Spaltenindizes zeilenweise gespeichert. Dabei wer-
den in einem Feld A die Werte, in einem Feld j4 die entsprechenden Spaltenindizes und in 4
die Anfangsindizes der Zeilen in A bzw. j4 beginnend mit 1 abgelegt. Als letzten Index in i4
wird zusétzlich die Lange von A erhdht um Eins gespeichert. Bezeichnet 1 € N die Anzahl
der nicht-verschwindenden Eintrage von A € K™*" so benétigt man statt m -n Speicherein-
heiten bei gewohnlicher Speicherung nur 2u + m + 1 Speichereinheiten im CRS-Format.

Beispiel 2.3. Die Matrix

034 0 0 7 O
000 O 4 0 O
A=10 9 2 -5 0 0 O
003 0 8 0 O
000 0 0 —-10
hat im CRS-Format die Gestalt
A = 3141714192 |-5[|3|8]-1
ja = 3165|231 4 |3|5]| 6
14 = 11451810111

Dieses Format kann nicht nur genutzt werden, um eine schwachbesetzte Matrix effizient
zu speichern, man kann auch die Multiplikation von A € K™*™ mit einem Vektor x € K"
schnell durchfiithren

fori=1,...,mdo
yi = 0;
for k =iuli],...,ia[i +1] — 1 do

vi =y + Alk] Tjalk]s
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2.1 Krylov-Raume

Offenbar benétigt diese Multiplikation nur etwa doppelt so viele Operationen wie nicht-
verschwindende Eintrdge vorhanden sind.

Natiirlich kann A auch spaltenweise komprimiert werden, d.h. man speichert A7 im CRS-
Format. Dieses Format wird als CCS-Format (engl. compressed column storage) oder
Harwell-Boeing-Format bezeichnet.

Direkte Losungsmethoden wie die LR-Zerlegung erhalten zwar die Bandbreite, d.h. die
Faktoren L und R besitzen dieselbe Bandbreite wie A, besitzen aber signifikant mehr nicht-
verschwindende Eintréage als A. Da mit diesem sog. fill-in-Effekt ein erhéhter Aufwand ver-
bunden ist, betrachten wir in diesem Kapitel iterative Methoden, bei denen die Matrix nur
durch Matrix-Vektor-Multiplikation in die Berechnung eingeht.

2.1 Krylov-Raume
Im Folgenden suchen wir Approximationen der Losung des linearen Gleichungssystems (2.1)
in Rdumen, zu deren Konstruktion A nur durch Multiplikationen mit Vektoren eingeht.
Definition 2.4. Seien A € K™ und v € K" gegeben. Der Unterrraum

Ki(A,v) := span {v, Av, ..., A* v}

des K™ wird als Krylov-Raum der Ordnung k bezeichnet.

Es ist offensichtlich, dass die Folge der Krylov-Raume geschachtelt ist, d.h.
Ki(Av) C Kry1(A,v)  fiir alle v € K™

Ferner wéchst die Dimension von (A, v) offensichtlich um hochstens Eins bei Erhchung
von k. Wir definieren

grad (v) ;= min{j : dim ;41 (A,v) < j+ 1}
als den kleinsten Index, bei dem sich die Dimension nicht erhoht. Wegen KCr (A, v) C K" gilt

offenbar grad 4 (v) < n.

Satz 2.5. Sei A € K™ v € K" und g := grad 4(v). Dann gilt
(i) AKC,(A,v) C Ky(A,v), d-h. K,(A,v) ist A-invariant;

(i) KCr(A,v) = K,(A,v) fiir alle k > g;

(iii) dim KCx(A,v) = min{k, g}.

Beweis. Sei zundchst k > g. Nach Definition von grad ,(v) existieren Koeffizienten g, € K,

{=0,...,9, so dass
g
ZﬁgAZU =0
=0
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2 Iterative Losungsverfahren

und nicht alle Koeffizienten verschwinden. Insbesondere ist 3, # 0, weil sonst grad,(v) < ¢
ware. Sei = E]Z:_S ayAfv € K. Dann ist

I—ZO@AZ O"“ 1A’f 1- QZBgAU e Ky

In dieser Weise kann fortgefahren werden, bis man z € K, und somit K, = K, erhilt.
Insbesondere erhélt man dim K, = dim IC,,. Ist k£ < g, so folgt aus der Definition von grad 4(v),
dass dim Kyq1 = £ + 1. Auflerdem gilt offenbar AKX, C Ky = K. m

Viele auf Krylov-Rdumen basierende Methoden verwenden Orthonormalbasen. Wir be-
trachten zunéchst den nicht-hermiteschen Fall A € K"*". Das folgende Arnoldi-Verfahren
ist identisch mit dem Gram-Schmidt-Verfahren (wir verwenden das modifizierte Verfahren;

siche Algorithmus 1.21) zur Konstruktion einer Orthonormalbasis {wy, ..., wy} des Krylov-
Raums ICi (A4, v).

Algorithmus 2.6 (Arnoldi-Verfahren).
Input: A € K™ v e K"\ {0} .
Output: Orthonormalbasis {wy, ..., w;} von Ki(A,v) und H, € KE+)xk

wy = v/ ||vl|y;

q := Awy;
fori=1,...,7
hi; = wi'g;
1= q — hyw;;
hivis = llall2;

if hj—l—l,j = 0 then STOP,
Wjt1 = q/hji14;

Bemerkung. Der Algorithmus multipliziert in jedem Schritt den letzten Arnoldi-Vektor w;
mit A und orthogonalisiert den resultierenden Vektor ¢ gegen alle bereits berechneten Vek-
toren w;. Die Matrix A geht dabei nur durch die Matrix-Vektor-Multiplikation Aw; ein. Sei
die Anzahl der Operationen fiir eine solche Multiplikation mit ¢y bezeichnet. Dann werden
2k*n—+keyy Operationen fiir Algorithmus 2.6 benétigt. Ferner sind (k+1)n Speichereinheiten
fiir die Vektoren w;, j =1,...,k+ 1, und O(k?) Speichereinheiten fiir die Matrix

(hi1 hip -0 hag
ho1 hao :
o= o T 1n| € Kk+1)xk
: " T P
0 ... 0 Ppgan]

notig.
Im folgenden Satz werden Eigenschaften der durch das Arnoldi-Verfahren generierten Ma-

trizen Wy, = |wy,...,wy] € K* und~[:1k bewiesen. Neben Hj betrachten wir auch die
Hessenberg-Matrix Hj, € K¥** die aus Hj durch Streichen der letzten Zeile entsteht.
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2.1 Krylov-Raume

Definition 2.7. Eine Matrix A € K"*" heifst Hessenberg-Matrix, falls a;; = 0 fiir alle
i j=1,...,nmiti>j+1.

Hessenberg-Matrizen sind also bis auf eine untere Nebenbendiagonale obere Dreiecksma-
trizen.

Satz 2.8. Das Arnoldi-Verfahren bricht genau im Schritt j = grad,(v) ab. Fir alle k <
grad 4 (v) gilt

(i) Die Spalten von Wy, bilden eine Orthonormalbasis von Ky(A,v);

(ii) Es gilt AW, = Wiy Hy;
(iii) Es gilt WH AW}, = Hj,.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass w; = p;j(A)v mit einem Polynom p; € II;_;, dessen
fithrender Koeflizient nicht verschwindet, und dass {ws,...,w;} orthonormal ist. Fiir j =1
ist die Behauptung wegen w; = v/||v||2 wahr. Fiir den Induktionsschritt beachte man, dass

J
Wit = 1l <ij thng) Talh (APJ Ao — ;hijpi(A)v) = pi+1(A)v,
wobei ;
Pi+(t) = el (tpg )—;hijpi(t)> el
Also ist span{wy, ..., wj1} C Kj41(A,v). Im Fall_j < grad,(v) ist Aw; € Kj11 \ K; und

daher hjy;; # 0. Die Orthogonalitét des Vektorsystems {wy,..., w41} schlieft man wie
beim Gram-Schmidt-Verfahren. Im Fall j = grad,(v) ist Aw; € ;41 = K; mit der Folge,

dass hjy1; = 0 gilt. Insgesamt erhdlt man fiir & < grad,(v), dass span{ws,...,wi} = Ky,
weil das System {wy, ..., wy} linear unabhéngig ist. Wegen
j+1

Aw; = Zhijwi = Wk-HI:[kej’ J=1... .k

gilt AW, = WkHI:I x- Hieraus folgt

~ H H
”kHA”k = ”kH”kHHk = Wif[”kawkﬂ] {h ] T} = [[kao] {h ) T} = Hj,
k+1,kCk k+1,kC

und somit die Behauptung. O
Bemerkung. Die Matrix B, := W, W} € K™ ist ein orthogonaler Projektor auf
Ran P, = Ran Wy, = Kr(A, o).
Daher ist Hj die Darstellung der Projektion
P AP, = WWHEAWWE = W H W

von A auf (A, xo) bzgl. der Basis {wy, ..., wg}. Je grofer der Unterraum Ran Py, ist, desto
besser approximiert Wy H, W/ die Matrix A.
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2 Iterative Losungsverfahren

Bei hermiteschen Matrizen A € K™*" wird das Arnoldi-Verfahren als Lanczos-Verfahren
bezeichnet. Wegen W,f AW, = Hj, ist die Hessenberg-Matrix H;, dann eine hermitesche Tri-
diagonalmatrix. Wegen h;1 ; = [|¢||2 € R ist sie sogar reell mit positiven Nebendiagonalein-
tragen und wird statt mit Hj, als

a; P 0
By .o

Tk:: ERk’Xk
| 0 Br o

bezeichnet. Mit

2 Tk 1)x
Ti= [ﬁkﬂeﬂ e R

gilt dann AW, = Wy 1Tk. Weil beim Lanczos-Verfahren nur a; und B, j = 1,...,k,

berechnet werden miissen, sollte dies auch im Algorithmus Beriicksichtigung finden. Wegen

a; = hj; und B;41 = hjiq; folgt a; = wfq, wobei ¢ 1= Aw; — fw;_1 und B11 = ||¢—ajwjl|2.

Daher ergibt sich aus Algorithmus 2.6 unter Beriicksichtigung der Struktur von 7.

Algorithmus 2.9 (Lanczos-Verfahren).
Input: A € K™ hermitesch und v € K" \ {0}
Output: Orthonormalbasis {wy, ..., wy} von Ky(A,v) und T}, € RE+Dxk
wy :=v/||vl2; B :=0;
forj=1,...,k
q := Aw; — Bjw;j_1;

Q= ijq;
q = q — oWy,
B = llallz;

if B, = 0 then STOP;
Wit1 1= q/Bj41;

2.2 Das Arnoldi-Verfahren bei der Losung linearer
Gleichungssysteme

In diesem Abschnitt wird das Arnoldi-Verfahren verwendet, um lineare Gleichungssyste-

me (2.1) zu 16sen. Sei dazu xy € K" ein Startvektor und Wy = [wy, ..., wg] eine Orthonor-

malbasis von Ky(A,rg) mit rg := b — Axg. Hy, bezeichne die zugehorige Hessenberg-Matrix.
Durch die Bedingung

ry :=b— Ax, L ’Ck(A,TQ), k>0, (26)

wird eine Folge {z}} und damit das sog. FOM-Verfahren (engl. full orthogonalization
method) definiert. Fiir positiv-definite Matrizen A gilt die folgende Interpretation von (2.6).
In diesem Fall wird nédmlich durch (z,y)4 := (Az,y) das Energieskalarprodukt und durch

||$||A =V (QT,:L‘)A, YIS Kn>

die Energienorm definiert.
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2.2 Das Arnoldi-Verfahren bei der Losung linearer Gleichungssysteme

Lemma 2.10. Sei A positiv-definit. xy, ist genau dann eine Losung von (2.0), wenn

T —x = min T — . 2.7
| k|l A yexo%km’m)ﬂ Yyl a (2.7)

Beweis. Nach dem Projektionssatz 1.9 ist x — x;, genau dann bzgl. || - ||4 minimal, wenn
x — xy bzgl. (+,-)a orthogonal zu Ky (A, ro) ist, d.h.

0= (A(z —p),y) = (b — Az, y)
fur alle y € Kr(A,19). O
Bemerkung. Wegen (2.7) und Ky(A,7r9) C Kit1(A,19) ist die Konvergenz bzgl. der || - || 4-

Norm monoton, d.h. es gilt || — zg11|la < ||z — x| 4, falls A positiv-definit ist.

Das folgende Lemma pésentiert die explizite Losung von (2.6) bzw. im positiv-definiten
Fall der Minimierungsaufgabe (2.7).

Lemma 2.11. Sei dim Ky(A,r9) = k > 0 und Hy, aus (2.1) regulér. Dann gilt fiir den Vektor
Tp = XTo + H?"()HQWnglel,

dass
x € xo+ Ki(A,rg) und 1 =b— Azy, L (A, 10).

Beweis. Weil die Spalten von Wy, eine Basis von Ky(A,rg) bilden, erhédlt man sofort, dass
Ty € 2o + Kr(A,10). Wegen (Ki(A, 1))t = (Ran W)+ = Ker W/ gilt b — Az, L Ki(A, 1)
genau dann, wenn WH (b — Axy) = 0. Aus

Wk{{(b — A.ﬁl?k) = W]flro — ”7"0H2W]£IAW]§H]€_1€1 = W]fl(ro — ”7"0”2Wk61) =0
folgt die Behauptung wegen wy = ro/||ro|2- O

Die Matrix Hj, = W} AW}, ist beispielsweise regulir, falls A positiv-definit ist. Die Haupt-
arbeit bei der Bestimmung von xj liegt in der Losung des (kleinen) linearen Gleichungssys-
tems

Hyyr = [Iroll2e

mit der Hessenberg-Matrix H), € K¥**. Dies kann z.B. mit Hilfe der gauschen Elimination
effizient gelost werden.

Bemerkung. Der Aufwand verhélt sich dann quadratisch in k£ und es miissen k£ Arnoldi-
Vektoren gespeichert werden, so dass es sinnvoll sein kann, das Verfahren mit der gewonnenen
Approximation z;, als neuen Startwert xy neu zu beginnen.

Wie wir im folgenden Lemma sehen, kann das Residuum in jedem Schritt auf einfache
Weise bestimmt werden.

31



2 Iterative Losungsverfahren

Lemma 2.12. Es gilt r, = b — Az, = —hir1 1Y} er wiy1. Also ist ||rglla = hiy1k|yi el

Beweis. Wegen AW), = WkHﬁk gilt
b — A[L’k = b — A($0 + kak) =Ty — Akak = ||r0||2w1 — Wkayk — hk+17kefyk We41-
Aus Hypyr = ||ro||2e1 folgt die Behauptung. O

Das Arnoldi-Verfahren bricht nur ab, falls hy1; , = 0 ist. Wir sehen also insbesondere, dass
das FOM-Verfahren genau dann abbricht, wenn die exakte Losung erreicht ist. Insbesondere
ist das FOM-Verfahren ein endliches Verfahren, weil grad 4 (ro) < n.

2.3 Das GMRES-Verfahren

Fordert man anstelle von (2.7), dass xj € xg + Kr(A, 1) die Residual-Norm

IIb — Azl = min : |6 — Ayl|2 (2.8)

yexo+Kr(A,ro

minimiert, so erhdlt man das GMRES-Verfahren (engl. generalized minimal residuals).
Aus (2.8) folgt sofort, dass
I7salle < [l7all2-

Die Konvergenz ist also monoton.

Bemerkung. Nach dem Projektionssatz 1.9 16st z;, genau dann (2.8), wenn . L AKC, (A, ro).

Praktisches Vorgehen

Wir beschreiben im Folgenden das praktische Vorgehen zur Losung von (2.8). Sei Wy wie
in (2.1) mit der ersten Spalte ro/||rol|2. Dann ist (2.8) dquivalent zur Minimierung des Aus-
drucks

16— Azo + Wiy)ll2 = o — AWiyll2,  y € KF,

und es gilt )
ro — AWy = Wi (||7oll2er — Hry).

Weil die Spalten von Wy orthonormal sind, folgt hieraus
o = AWigll2 = || Hay — lIrollzea |,
Wegen AW, = Wkﬂﬁk ist rank H r = k und das Minimierungsproblem

finde y;, € K¥ mit H[:[kyk - HT0H261H2 = ;2]}&2 Hﬁky - ||7’0H261H2

ist eindeutig 16sbar. Hierbei handelt es sich um ein lineares Ausgleichsproblem; siehe Ka-
pitel 1. Um dies stabil zu 16sen, ist die QR-Zerlegung von H, € K*+D*k 7y bestimmen.
Wegen der Hessenberg-Struktur von Hj, ist nur die untere Nebendiagonale zu eliminieren.
Die Verwendung einer Folge von Householder-Spiegelungen wire zu kostspielig. Mit Hilfe
von Givens-Rotationen G ¢ =1, ...k, kann dies aber effizient durchgefiihrt werden.
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2.3 Das GMRES-Verfahren

Definition 2.13. Jede Matrix G € K"*", die sich von der Einheitsmatrix nur in den
Positionen (i,1), (i,7), (j,4) und (j,j) durch die Eintrige

{_cg i} mit c€R, s€K, &+s]*=1,

unterscheidet, wird als Givens-Rotation bezeichnet.

Bemerkung.

(a) Givens-Rotationen sind unitdre Matrizen, weil

c s|fe —s] [Z+]s] 0 _
-5 ¢c||s | 0 A+ls)?]

(b) Ist € K", y := Gz, soist fir k=1,...,n

cr; +sxj, k=1,
Yk = § crj — Sr5, k=7,

T, sonst.

(c) Sind ¢,s € R, dann existiert § € [0,27) mit ¢ = cosf, s = sinf. Nach (b) dreht daher
G9) den Vektor z in der (x;,z;)-Ebene um den Winkel ¢ im Uhrzeigersinn.

Givens-Rotationen kénnen also verwendet werden, um einen Vektor so zu transformieren,
dass eine einzelne Komponente verschwindet. Zu gegebenen «, 8 € K sind ¢ € R und s € K

gesucht, so dass
c o spje _ |7 2 2 _
[_5 c} [5] = [0] und ¢+ |s]* = 1.

Die Losung ergibt sich wie folgt: Ist o = 0, so wahle ¢ = 0, s = 1. Ansonsten setze

o

c=— 1M g of . (2.9)

ViaP + 16 |l lal? + 15[

Bemerkung. Um einen Vektor x € K" auf ein Vielfaches von e; zu transformieren, benttigt
man mit Givens-Rotationen etwa doppelt so viele Operationen wie mit einer Householder-
Spiegelung. Demnach sind Givens-Rotationen nur geeignet fiir Vektoren mit vielen Nullen.

Angenommen, eine QR-Zerlegung von Hy, ist bereits berechnet, d.h.

~ R
R
mit einer oberen Dgeiecksmatrix R, € KF* die wegen rank ﬁk = k invertierbar ist. Die
QR-Zerlegung von Hy.; kann unter Verwendung dieser Zerlegung effizient bestimmt werden.
Definiert man namlich

G(Z,Z+1) 0

A(6L+1) _
gueen = [

SR
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2 Iterative Losungsverfahren

so gilt
GUR+D L GUAF = G L G02) |:]Z[k s} }
0 Piyoptr
_ G(k’k+1) ot G(LQ)}NIk Bk+1 :|
0 P2 k1
mit Ay = GEFD. GO ], Definiert man G*14+2) als die Givens-Rotation, die den

Eintrag hj19x+1 zu Null werden ldsst, so kann die QR-Zerlegung von H k+1 aus der Zerlegung
von Hj, mit nur einer Givens-Rotation und O(k) Operationen berechnet werden.
Wie von den linearen Ausgleichsproblemen bekannt, kann die Norm des Residuums

Irlle = 1 Hrye — lIrollaerls

aus der rechten Seite nach Anwendung der Givens-Rotationen bestimmt werden. Entspre-
chend sei

|ro|.GHEAY .. g1 ey = Lcik] e K, 4, e K.
k

Dann ist y, = R; 'cx; vel. (1.9). Also minimiert zj, := xo + Wi Ry ', den Ausdruck (2.8),
und wir haben ||7x||2 = |dk|. Insbesondere erhélt man

Satz 2.14. Sei A € K™*" reguldr. Das GMRES-Verfahren bricht mit der exakten Lésung
des Gleichungssystems Ax = b nach hochstens n Schritten ab.

Beweis. Das Verfahren bricht genau dann ab, wenn Ay = 0 fiir ein k. Dann ist Gkk+1)
die Identitdt und somit dy = 0, weil G*=1%) .. G1Pe; ab der (k + 1)-ten Komponente
verschwindet. O

Bemerkung. Fiir grofse £ wird GMRES schnell teuer. Insbesondere miissen alle Arnoldi-
Vektoren W), gespeichert werden. In diesem Fall beginnt man das Verfahren nach k Schritten

erneut mit der aktuelle Approximation xj als neuen Startwert xy. Man bezeichnet dies als
Restarted GMRES.

Konvergenzanalyse

Bisher haber wir nur den Ablauf des Verfahrens behandelt. Wir wissen zwar, dass GMRES ein
endliches Verfahren ist, kennen aber nicht dessen Konvergenzverhalten. Zunéchst betrachten
wir den Effekt des Restarts.

Satz 2.15. Sei A € K™*" regulir, und es gelte x Az € R fiir alle x € K". Dann gilt
12 1/2
o= el < (1= o) 1o Asoll
1A]3

wobei i := Apin (AT + A) /2.
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2.3 Das GMRES-Verfahren

Beweis. Fiir beliebiges a € K ist xg + arg € zg + Kr(A, ). Beim GMRES-Verfahren gilt
aber

Irll2 < 116 — Ao + aro)llz = llro — aArol3 = [Iroll3 — 20’ Aro + 0| Aro3.

Speziell fiir a = rlf Arg /|| Arol|3 folgt, dass

2 2
(rg Arg)? r{l Aro I70l]2 5 1 5
Irell3 < llroll3 — ~—m— = |1 — Irollz < |1 — == | Iroll3,
? 2 || Arol|2 Iroll3 | Aroll2 ? A3 ?

weil nach Voraussetzung r{f Arg = rf Afrq und somit rff Arg = r (A" + A)re/2 > ul|rol|3.
[

Der letzte Satz zeigt, dass GMRES mit Restart fiir eine positiv-definite Matrix eine Folge
von Naherungslosungen liefert, die gegen die Losung von Ax = b konvergiert. Hierbei beachte
man, dass die Abschidtzung nicht berticksichtigt, wie grof & ist. Ist die Matrix nicht positiv-
definit, so kann der wohl-bekannte Stagnationseffekt auftreten, weil in diesem Fall ;1 = 0
nicht ausgeschlossen werden kann.

Aus Satz 2.1/ wissen wir, dass (bei exakter Arithmetik) endlich viele Schritte gentigen, um
die exakte Losung von Ax = b zu bestimmen. Weil eine Approximation an x aber in der Regel
ausreichend ist, mochte man sich mit wenigen Schritten des GMRES-Verfahrens begniigen.
Im Rest des Abschnitts werden wir daher die Genauigkeit der Naherung x; untersuchen. Fiir
y € xo+ Kp(A,rg) ist y = xo + q(A)rg mit ¢ € IIx_;. Daher gilt

b— Ay =b— A(zo + p(A)re) = (I — Ag(A))re = p(A)ro

mit einem p € II, := {p € I, : p(0) = 1}. Auch das Residuum des GMRES-Verfahrens kann
daher als Anwendung eines Matrixpolynoms py(A) auf ro angesehen werden: 1 = py.(A)ro,
pi € M. Daher ist die Minimierung des Residuums (2.8) dquivalent zu

|7x][2 = min [|[p(A)rol|2.
pelly

Satz 2.16. Sei A € K™ " diagonalisierbar, d.h. A = XAX~! A = diag(\y,...,\,). Dann
gilt

|6 — Azg||2 < cond(X )eg||b — Axoll2,
wobei

£r = min max |p(\;)].
pelly, i=1,...,n

Insbesondere ist x;, die exakte Losung, falls \; =0, 1 > k.

Beweis. Mit obigen Bezeichnungen folgt fiir y € zg + KCr(A, 19)

Irll2 < [1b = Ayl = [p(A)roll2 = | Xp(A) X roll2 < [ X2 X l2llp(A) |2 lI7oll
= cond(X)|[p(A)llz[lrolls = cond(X) max [p(A:)[[rollz

..... n

fiir beliebiges p € IIj. O
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2 Iterative Losungsverfahren

2.3.1 Minimax-Eigenschaft von Tschebyscheff-Polynomen

Sei [a,b] ein beliebiges Intervall und =y ¢ [a,b]. In diesem Abschnitt betrachten wir das
folgende Minimax-Problem

oo,[a,b] — min 0,[a,b],» 2.10
125l 0o, pGHk,p(mo)zlan [a,b], ( )

um damit das optimale Polynom p; € Il mit pgp(zo) = 1 fiir eine konkrete Abschétzung
von ¢ in Satz 2.16 zu identifizieren. Hierbei bezeichne || f||cc o8, 1= MaxXgefay | ()| die
Supremumsnorm von f € Cla, b].

Fiir x € R definieren wir die Tschebyscheff-Polynome 7;, € 11,

To(z)=1, Ti(z)==z, T,(z):=22T,1(x)—Tho(zx), n>1

Satz 2.17 (Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome).
(i) Fiir gerade n ist T, eine gerade, fiir ungerade n eine ungerade Funktion;
(ii) Der Koeflizient des héchsten Monoms ist 2"~ n > 1;

(iii) Tn(1) = 1, To(=1) = (=1)" und || Ty |, (-1 = 1;

(iv) |T,,(z)| nimmt den Wert 1 an den sog. Tschebyscheff-Abszissen

k
7 Z:COS(—’/T), k=0,...,n,
n

an, d.h. |T,(z)| =1 <= o=t fiireink=0,...,n;

(v) Die Nullstellen von T,, sind

2k —1
xk::cos( 7r), k=1,...,n;
2n

(vi) Es gilt
To(w) = cos(k arccos(x)), |z| <1,
cosh(k arccosh(z)), |z| > 1;

(vii) Eine weitere Darstellung ist

Ti(z) = % ((x+ m)'ﬁ (2 - vam= 1)k) fiir « € R.

Beweis. (i)-(iv) iiberpriift man leicht. (v) und (vi) beweist man, indem man nachweist, dass
die Formeln der Dreitermrekursion (inkl. Startwerten) gentigen. O

Der folgende Satz zeigt eine Losung von (2.10).
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2.3 Das GMRES-Verfahren

Satz 2.18. Das Polynom

7~ Tn(t) . Tr—a
T, = tt(x):=1—-2—, ty:=1 ,
(5) = s mit (o) i= 1= 25—, to 1= tao
ist minimal bzgl. || - ||c,a,5 unter den Polynomen p € II,, mit p(xo) = 1.

Beweis. Weil alle Nullstellen von T,,(t(x)) in [a, b] liegen, ist ¢ := |T,,(to)| # 0 und T}, € II,
wohldefiniert. Ferner ist 7},(z) = 1 und ||Tn||oo,[a,b] =1/c

Angenommen, es gibt ein Polynom p € II, mit p(z¢) = 1 und ||p||oc,jap) < 1/c. Dann ist
o eine Nullstelle von 7}, — p, d.h.

To(w) = plx) = q(w)(x — o)

mit einem Polynom 0 # ¢ € II,_;. An den Tschebyscheff-Abszissen ), := x(cos(£m)) mit
z(t) = Sta + b gilt
Tu(xar) = /e, plog) < /e = Tou(w2x) — p(aa) > 0,

To(wars1) =—1/¢, p(aans1) >—1/c = Tp(zae41) — p(r2041) < 0.
Also hat ¢ in den Punkten z; wechselndes Vorzeichen fiir £ = 0,...,n und daher mindes-
tens n verschiedene Nullstellen in [a, b]. Dies steht im Widerspruch zu 0 # ¢ € I1,,_;. O
Fehlerabschatzung fiir Tschebyscheff-Polynome
Die Grofe von g5 héngt von der Lage der Eigenwerte \;, © = 1,...,n, ab. Liegen diese in

einer entlang der Koordinatenachsen ausgerichteten Ellipse E(c;d,a) mit Zentrum ¢ € R,
Brennpunktabstand d und der Lénge der groften Halbachse a,

c+a
Im

so kann das Verhalten von £, in Abhéngigkeit dieser drei Parameter abgeschétzt werden.
Dazu setzen wir das Tschebyscheff-Polynom 7}, mit Hilfe der Darstellung (siehe Satz 2.17 (v))

Ti(z) = cosh(k arccosh(x)), |z| > 1,

auf ganz C durch
1
Ty(z) = cosh(k(), =z =cosh(¢) = §(e< +e7°),
fort. Mit der Variablen w := e¢ erhilt man daher
1 1
Ti(z) = é(wk +w™), 2= é(w +w™h).
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2 Iterative Losungsverfahren

Die Optimalitat der Tschebyscheff-Polynome, die in Satz 2.18 fiir reelle Intervalle gezeigt
wurde, gilt fiir F(c;d, a) nicht. Dennoch kann man die Tschebyscheff-Polynome verwenden,
um die folgende praxistaugliche obere Schranke zu zeigen.

Lemma 2.19. Es gelte \; € E(c;d,a) C C\ {0}, i =1,...,n. Dann gilt

Ti(a/d)| (+g)
c+ Ve —d?

* = Ti(e/d)

Beweis. Wir definieren Tl \/d)
. c—z
To(z) = 2" 7 =)/%)
{ =)
Durch Betrachtung des Ausdrucks w* + w=* fiir w = re'¥ erkennt man, dass [Ty ((c — 2)/d)]

fir 2 = ¢+ a in E(c; d, a) maximal wird. Wegen T}, € II, folgt daher

_ _ Tile/a)

€, = min max Ai)| < min  max 2)| < max |Ti(z)] = .
k pelly, =1,...,n |p( )| pelly, 2€E(c;d,a) |p( )| zEE(c;d,a)| k( )’ ‘Tk<6/d>’

Nach Satz 2.17 (vi) erhalten wir fiir grofe k

Ti(a/d)| <a +Va? —_d2>k
| Tk(c/d)] ctVE—d2)

Man beachte, dass der Quotient
a++va?—d?
c+Ve2—d?

in Lemma 2.19 kleiner als 1 ist, weil aus 0 € E(c;d, a) folgt a < c. Allerdings héngt die
Grofe des letzten Ausdrucks vom Verhéltnis der Ausdehnung der Ellipse zu ihrem Abstand
zur 0 ab. Die Konvergenz von GMRES wird also von der Lage der Eigenwerte und von der
Kondition von X bestimmt. Ist A normal, so ist X unitdr und somit cond(X) = 1. Mit einer
Vorkonditionierung kann man erreichen, dass die Eigenwerte der vorkonditionierten Matrix
sich um einen Punkt verschieden vom Ursprung haufen. Dadurch kann eine kleinere Ellipse
gewihlt werden, die die Eigenwerte umschliefit, was zu einer Beschleunigung der Konvergenz
fiihrt.

2.3.2 Vorkonditioniertes GMRES

Weil die die Eigenwerte von C'A umschliessende Ellipse bei geschickter Wahl der reguléren
Matrix C' € K™ kleiner sein kann als die Kondition von A, wenden wir das GMRES-
Verfahren auf das Gleichungssystem

CAz =Cb << Az =050

an. Die Matrix C wird als linker Vorkonditionierer bezeichnet. Ebenso kann man rechte
Vorkonditionierer betrachten:
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2.4 Gradientenverfahren

Die Anwendung eines Vorkonditionierers C' auf einen Vektor sollte &hnlich schnell duchfiihr-
bar sein wie die Multiplikation mit A. Die Konstruktion eines geeigneten Vorkonditionierers
ist nicht-trivial und kann in der Regel nur problembezogen geschehen.

Bemerkung. Vom Standpunkt der Konvergenzgeschwindigkeit wiire C' = A~! der optimale
Vorkonditionierer, weil alle Eigenwerte von C'A = [ bzw. AC = I Eins sind und somit die
Ellipsenparameter a = d = 0 gewéhlt werden konnen. Dies zeigt, dass die exakte Losung
bereits nach einem Schritt vorliegt. Allerdings ist die Berechnung von C = A~! deutlich
teurer als die iterative Losung und scheidet somit fiir die Praxis aus.

Das folgende Lemma beschreibt den prinzipiellen Unterschied zwischen rechts- und links-
vorkonditioniertem GMRES.

Lemma 2.20. Die durch das links-vorkonditionierte GMRES-Verfahren berechnete Néher-
ungslésung xy. Iost die folgende Aufgabe

minimiere ||C(b— Az)|l2, =z € zo+ Ke(CA,Cry),

die durch das rechts-vorkonditionierte GMRES-Verfahren generierte Naherungslosung xj, die
Aufgabe
minimiere ||b — Azlla, = € xo+ CKL(AC,10).

Beweis. Die erste Aussage ist klar. Ist C' ein rechter Vorkonditionierer, so ist xp = Cxy,
wobei T die Aufgabe

minimiere ||b — ACZ|, T € o+ Kx(AC, o),

16st. Hierbei ist 7y = b— AC'Zy. Mit der Transformation x, = C'ty erhélt man die Behauptung.
H

Die rechte Vorkonditionierung ist demnach fiir das GMRES-Verfahren natiirlicher, weil
weiterhin das Residuum bzgl. der euklidischen Norm minimiert wird. Daher betrachten wir
im Folgenden ausschlieflich rechte Vorkonditionierer.

Der hermitesche Spezialfall des GMRES-Verfahrens wird als MINRES-Verfahren be-
zeichnet. Dieses ist prinzipiell auf indefinite Matrizen anwendbar. Auf die dabei entstehenden
Probleme wollen wir hier nicht weiter eingehen.

2.4 Gradientenverfahren

Im Folgenden betrachten wir positiv-definite Matrizen. Bisher war diese Eigenschaft bzgl.
des euklidischen Skalarproduktes zu verstehen. Dies verallgemeinern wir nun.

Definition 2.21. FEine Matrix A € K™*" heifst positiv-definit bzgl. eines Skalarproduktes
(+,-) auf K", falls A selbstadjungiert ist, d.h. es gilt (Ax,y) = (x, Ay) fiir alle z,y € K",
und falls (z, Azx) > 0 fiir alle 0 # = € K".

39



2 Iterative Losungsverfahren

Wie in Abschnitt 2.2 kann man sich leicht davon iiberzeugen, dass (x,y)a := (Azx,y)
fiir bzgl. (-,-) positiv-definite Matrizen A ein weiteres Skalarprodukt definiert. Die dadurch
induzierte Norm ||z||4 := y/(Az, ) wird als Energienorm bezeichnet.

In diesem Abschnitt werden wir einen anderen Zugang zur Losung grofsdimensionierter
Gleichungssysteme

Ar=b (2.11)
mit positiv-definiter Matrix A € K"*" und gegebener rechter Seite b € K" kennenlernen.
Dazu formulieren wir (2.11) als dquivalentes Minimierungsproblem der Funktion

1

Fy) = 5(y:9)a = Re (y,0)

Lemma 2.22. Die Lésung x von (2.11) ist das eindeutige Minimum von f, und fiir alle
y € K" gilt

£() = (=) = 5ly ~ <l

Beweis. Wegen
1

1 1 1 1
ﬂ@zQ@WM—RMM@A25@—%y—@A—yMﬁ=§M—ﬂﬁ—yMM

ist f minimal fiir y = x. O

Um das Minimum von f zu finden, verfolgen wir die Strategie, ausgehend von x, € K"
den néchsten Punkt zp.; € K" durch Minimierung von f auf der Geraden durch z; in einer
gegebenen Richtung py, € K™ zu bestimmen (sog. Liniensuche), d.h.

Tpt1 = T + APk, (2.12)

wobei die Schrittweite ay so gewéhlt ist, dass

1
Flare) = f@) + gllzee — z||%
minimal unter allen xp + apg, a € K, ist. Wegen Lemma 1.9 wahlen wir x;,; als die bzgl.
(+,-)a orthogonale Projektion von x auf die Gerade {x) + apy, @ € K}. Wir erhalten
Pk Dk
A
[12klla” [Pkl a

Tpy1 = Tk + (T — xg,

und somit
= (r — e, pe)a _ (Az — Axg,pp) (k1)
(Pk> D) A (Apx, pr) (Apx, pr)
mit dem Residuum rp = b — Axy. Obige Wahl von oy stellt sicher, dass {f(xy)}ren eine
monoton fallende Folge ist. Dies folgt schon aus der Konstruktion der zj, mit (2.12) gilt

aber genauer

1 1
Fl@ner) = flan) = 5(@hr, Thr1)a = Re (@ha1, 0)a — 5 (@n, 244 + Re (2, )4
o |?
= Re (axpr, T1)a + 5 (pr, pe)a — Re (agpr, ) a
2
[0
= o (PrsPr)a — Reag(pr, © — 1) 4
2
1 _ 2
_ __|(pk,33 -;Ck)A\ <o.
2 [F2A
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2.4 Gradientenverfahren
Im Folgenden betrachten wir drei Verfahren durch spezielle Wahl der Suchrichtung py.

2.4.1 Methode des steilsten Abstiegs

Fiir dieses Verfahren nehmen wir an, dass K = R und (z,y) := y”z das euklidische Skalar-
produkt ist. Sei die Suchrichtung

pr=—Vf(zy) = —Azrpy +b=ry
in Richtung des steilsten Abstieges gewahlt. Dann gilt

il
(AT’k, Tk)
Algorithmus 2.23 (Methode des steilsten Abstiegs).

Input: A € R™*" positiv-definit, b, zo € R™ und Fehlertoleranz ¢ > 0
Output: Folge {zx}ren € R™ von Approximationen an die Losung von Az = b

ro = b — Axg;
k=0;
do {
_lel® .
X%k = Chrgr)
Tpi1 = Tg + QpTg;
=k+1;
r, = b— Axy;

} while ([lrg[| > <[/b]);

Satz 2.24. Ist A € R™" positiv-definit, so konvergiert die Methode des steilsten Abstiegs
fiir jeden Startwert xq € R"™, d.h. es gilt

cond(A) —1
(4) |z, — x| a,

< /2 o
lzis = 2lla < cond(A) + 1

wobei cond(A) = ||Al|2]]A7Y||2 die Kondition von A bezeichnet.

Beweis. Sei T, := I — aA, a € R. Dann gilt wegen T,y =y + a(b— Ay) — ab, y € R,
|tk — x||a < ||lzk + arg — z||a = ||Taxk + ab — Tox — abl|a = || To(xr — )] a.
Sei vy, ...,v, € R" eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A und \; < ... < )\, die

zugehorigen Eigenwerte. Fiir R" 5 y = Y"1 | f;v; gilt

1Tayllh = (Tay, AToy) = Z Bi(1 = aXi)BiA;(1 — aj) (v, v))

1,j=1

=S AAIL - o < max |1 an Y] BN = 22T Iyl
i=1 N i=1
PQ(Ta)
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2 Iterative Losungsverfahren
Also folgt ||xpe1 — zl|a < p(To) ||z — x|| -
Wir gehen nun der Frage nach, fiir welches v der Spektralradius von T, minimal ist. Wegen

p(T,) = max 11 — aX| = max{|l — a)\,|, |1 —a)\]|}

..... n

ist aopy die Schnittstelle der beiden Funktionen

gi(a) =1 —a),] und g(a):=|1—a)|,

I
1
AN A1
d.h. 9
—1 + O-/opt)\n =1- aopt)\l < aopt == )\1 i )\n

Der Spektralradius fiir diese Wahl ist

IR i
Top) = =
p( op) )\n+)\1 %"’1

Die Behauptung folgt aus

_ _ 1
Al = p(A) = Aus A7 2 = (A7) = -

Bemerkung. Wegen
cond(A) —1 2

cond(A)+1 ~  cond(4) +1 =

liegt zwar immer Konvergenz vor, die Konvergenzgeschwindigkeit kann bei grofter Kondition
aber gering sein.

1

2.4.2 Methode des steilsten Residuen-Abstiegs

Fiir die Methode des steilsten Abstiegs ist es wichtig, dass A positiv-definit ist. Betrachtet
man beim Abstieg statt der Norm des Fehlers z;, — x die Norm des Residuums b — Axy, so
konnen allgemeinere Probleme behandelt werden.

Sei A € K™ regular. Um in jedem Schritt die Norm des Residuums

fly) = b= Ayl3, yeK,
zu minimieren, kann wegen

I — Aylls = 1Ay — @)z = (A" Aly — @),y — 2) = lly — @[ 4 (2.13)
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2.4 Gradientenverfahren

und weil A” A positiv-definit ist, offenbar die Methode des steilsten Abstiegs auf die Nor-
malengleichungen A" Az = A”b angewendet werden. Entsprechend definiert man hier vy, :=
Afr, mit r, = b — Az, und wy, ;= Avg. Hieraus erhilt man

NN

il
o]

(6973

NN

Pro Iterationsschritt ben6tigt man daher drei Matrix-Vektor-Multiplikationen. Wegen
Thy1 = b — Azpyy = 1 — i Ay,

kann man das Verfahren aber so umschreiben, dass nur zwei Matrix-Vektor-Multiplikationen
bendtigt werden:

Algorithmus 2.25 (Methode des steilsten Residuen-Abstiegs).
Input: A € K"*" regulér, b, 2o € K" und Fehlertoleranz ¢ > 0
Output: Folge {z\}ren € K" von Approximationen an die Losung von Ax = b

o = b—AQZ(),
k= 0;
do {
vy = Ay
Wi :AU]CZ,
v,

Tpi1 = Tk + QpUk;

Tk+1 = Tk — QpWy;
k=Fk+1;
} while ([lrx| > ell]);

Aus Satz 2.24 erhélt man wegen (2.13) die folgende Konvergenzaussage.

Satz 2.26. Ist A € K"*" regular, so konvergiert die Methode des steilsten Residuen-Abstiegs
fiir jeden Startwert xq € R"™, d.h. es gilt

cond?*(A) — 1

b— A < _
| il < ond?(A) + 1

Hb— A.IkHQ

Bemerkung. Ziel von Iterationsverfahren ist es, einen moglichst kleinen Fehler ||z — ||
zu erzielen. Die Minimierung des Residuums ist nur bedingt von Interesse, weil daraus nicht
direkt ein kleiner Fehler ||z — x|l folgt. Man hat némlich im Allgemeinen nur

Iz — @l = [|A7 (b — Azy)l| < [|A7H[[Ib — Az

Ein kleiner Fehler ||z) — x|| ergibt sich also aus dem Residuum nur, falls man Stabiltét hat,
d.h. falls ||Az| > ¢||x|| mit einer kleinen Konstanten ¢ > 0.
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2 Iterative Losungsverfahren

2.4.3 Verfahren der konjugierten Gradienten

Das folgende konjugierte Gradienten-Verfahren (engl. conjugate gradients (CG) method) ist
wohl das effizienteste bekannte Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme Az = b mit
bzgl. eines Skalarproduktes (-,-) positiv-definiter Matrix A. Bei diesem Verfahren sind die
Suchrichtungen py paarweise konjugierte Vektoren.

Definition 2.27. Zwei Vektoren x,y € K" heilen konjugiert bzgl. A und (-,-), falls
(z,y)a = (Az,y) = 0.

Bemerkung. Sind n Vektoren v; # 0, i = 1,...,n, paarweise A-konjugiert, so bilden sie
eine Basis von K”. Dies sieht man, weil aus

Zn: Bivi =0
=1

durch Multiplikation mit v; folgt

n

Z Bi(vi,vj)a = Bj(vj,v5)a

i=1

und hieraus §; =0, j = 1,...,n; vgl. auch Lemma 1.12.

Lemma 2.28. Seien py,...,p,_1 paarweise A-konjugierte Vektoren. Dann liefert die durch
(2.12) definierte Folge fiir jedes xo € K™ nach (hochstens) n Schritten die Losung x = A™'b.

Beweis. Wegen

n—1

T =b—Ax, =b— Azx,_ 1 — 1 Appo1 = 11 — 1 AP = 1 — Z a; Ap;
=t
fiir 0 < ¢ < n ergibt sich
n—1
(rspe) = (re,pe) = > il Api, pr) = (re, pe) — e Ape, pe) = 0.
i=t
Weil {po,...,pn_1} eine Basis von K" bildet, folgt r, = 0. ]
In der Regel ist ein A-konjugiertes System {po,...,p,_1} von vornherein nicht vorhan-

den. Es kann aber schrittweise auf Basis des Residuums nach folgender Vorschrift generiert
werden:

(ATkH, Pk)

k> 0.
(Apy., pr)

Po =T0, DPk+1 = Tk+1 T VxPr mit vy = —
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2.4 Gradientenverfahren

Lemma 2.29. Sei r; # 0 fiir j < k. Dann gilt
(i) (rg,pj) =0 fiir alle j < k,
(ii) (rg,7;) =0 fiir alle j < k,

(iii) die Vektoren {py, ..., pr} sind paarweise A-konjugiert.

Bewers. Wir bemerken zunéchst, dass

(Th, Pr—1) = (Th—1 — Qp1Ape—1,Pk—1) = ("h—1,Pk—1) — Q1 (App—1,Pk-1) =0 (2.14)
nach Wahl von aj_;. Wir zeigen die Behauptung per Induktion iiber k. Fiir £ = 1 erhélt
man (i) und (ii) aus (2.14), (iii) folgt aus

(Ap1,po) = (Ar1,po) + Y0 (Apo, po) = 0.

Die Behauptung sei wahr fiir ein k. Dann erhélt man (i) fir j = k aus (2.14). Fir 0 < j < k
folgt (i) mit der Induktionsannahme aus

(Th+1,p5) = (ri — APk, pj) = (Th, D) —r (Apr, p;) = 0.
4 4

Wegen r; = p; —vj_1pj—1, 0 < j < k+1, erhélt man ferner (ii) aus (i). Die A-Konjugiertheit
von pi und pg; folgt wegen

(Apis1, k) = (Arisr, pi) + Ve (Apk, pi) = 0.
Fiir 0 < j < k folgt mit der Induktionsannahme
(Akarlapj) = (ArkJrlapj) + ’Yk(Apkapj) = (ATkHan)
und wegen (ii)

5 (Argi, py) = @G, Apy) = (P 75 = 1510) = (P, 75) = (P, 7501) = 0.
=0 =0
Dabei ist g = ||ro||3/(Arg,70) # 0 und fiir j > 0 kann «; nicht verschwinden, weil sonst
(rj,p;) = (1j+1,p;) = 0 und somit
0= (pj,m5) = (rj + Y=1pj—1,75) = (r,75) + V=1 (Pi—1,75) = [Ir5|*
T

ware. Dies widerspricht aber der Vorraussetzung. O]

Im folgenden Lemma stellen wir eine Beziehung des CG-Verfahren zum Krylov-Raum

Kr(A, o) her.

Lemma 2.30. Sei r; # 0 fiir j < k. Dann gilt
Ty € xo + Kr(A,10) (2.15)

und
span {po, ..., pr_1} = span{ro, ..., rx_1} = Ki(A, o). (2.16)
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2 Iterative Losungsverfahren

Beweis. Wir zeigen den Beweis per Induktion iiber k. Fiir £ = 1 sind (2.15) und (2.16)
offenbar wahr. Aus pp = ry + Yx_1pr_1 erhélt man

span {po, ...,pr} = span{rg,...,rx}.
Mit 7, = rp_1 — ag_1Apr_1 sieht man
span{ro,...,rx} = Kry1(A, o).
(2.15) folgt nun aus zg 1 = Tx + axPk. O
Bemerkung. Die Wahl der Parameter nach Fletcher-Reeves

_ (Tkﬂ’k) e = (Tk+1>7’k+1)
(Apk, pr)’ (7% )

liefert wegen der Orthogonalitatsbeziehung von Lemma 2.29 ein mathematisch dquivalentes
Verfahren, das sich in der Praxis allerdings als stabiler und effizienter erweist.

Algorithmus 2.31 (CG-Verfahren).
Input: A € K™*" positiv-definit bzgl. (-,-), b, 2o € K" und Fehlertoleranz ¢ > 0
Output: Folge {z\}ren von Approximationen an die Losung von Az = b

po =19 = b — Axg;
k= 0;
do {

(Tk7Tk:) o

Ak = Tpiopr)

Tpi1 = Tk + QpPr;

The1 = Tk — U ADE;
(Tk+1ﬂ’k+1) .

Ve = Tl
Dk+1 = Tk+1 + VkDk;
k=k+1,;

} while ([lrg[| > e[b]);

Die Iterierten z; des CG-Verfahrens erweisen sich als Bestapproximationen an x im Krylov-
Raum KCx(A,ro); vgl. Lemma 2.10. Das CG-Verfahren ist also eine andere Realisierung der
FOM im positiv-definiten Fall.

Lemma 2.32. Es gilt

Tr—T = min T — .
e —wila= _ min =yl

Insbesondere gilt wegen KCi(A, o) C Kiri1(A,10), dass ||zgr1 — x||a < ||zx — z||a. Das CG-
Verfahren ist also monoton.

Beweis. Nach Lemma 2.30 wissen wir, dass xj € xo+Ki(A, o). Fiir y € xo+ (A, ro) setze
d:=uxp—y € Kr(A, ). Dann gilt

lz =yl = llz — 2 + 2 =yl = llz — 2l + 1015 + 2Re (A(z — z4),0).
——

Tk
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2.4 Gradientenverfahren

Nach Lemma 2.30 ist 0 € Kg(A,19) = span{po,...,pr—1}, und Lemma 2.29 impliziert
(rg,d) = 0. Also wird das Minimum von

lz = yllh = llw — zell% + [1611%
genau fir § =0 <= y = x; angenommen. m

Weil normalerweise eine Genauigkeit ¢ > 0 der Iterierten x, ausreichend ist, werden in
Algorithmus 2.31 oft weniger als n Schritte ausgefithrt. Um die Anzahl der Schritte, die
fiir eine vorgegebene Genauigkeit bendtigt werden, abzuschitzen, geben wir die folgende
Fehlerabschétzung an.

Satz 2.33. Ist A € K™*" positiv-definit bzgl. (-,-), so konvergiert das CG-Verfahren und es

gilt
k
cond(A) — 1
Hx—xkllA§2< (&) )ux—xonA, F—1.. n—1

Veond(A) +1

Beweis. Nach Lemma 2.30 gilt zx = z¢ + pr(A)ro fir ein py, € II;_; und somit
z—xp =1z —z9 — pp(A)A(x — 20) = q(A)( — x0), q(z) :=1—2pi(2).
Es gilt ¢ € Iy := {p € I : p(0) = 1}. Ferner gilt nach Lemma 2.32

|z — 24]|a = min [[p(A)(z — z0)]| a-
pElly

Sei vy, ..., v, eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten \; < ... <\,
von A und r—xo =y . [iv;. Dann folgt aus

p( LIZ’ - l’o Zﬂzp Z/B’Lp Uza

dass

Ip(A) (z — 20|15 = (p(A) (& — z0), p(A)(x — 20))a = Y Bia;p(M)p(N)(vi, 1)

ij=1

=Z|@r2|pu < max [p(\)* 3 16
- i=1

.....

.....

und somit
|x — zg]|4 < min max. Ip(A)] ||z — zol| a-
pelly, =1,
Daher geniigt es, ein Polynom in IIj, zu finden, das die gewiinschte Abschétzung liefert. Ist
An = A1, s0 existiert p € I, mit p(A\;) = 0, was ||z — 2x)la = 0 zeigt. Im Fall \, > X\,
verwenden wir nach Satz 2.18 das Tschebyscheff-Polynom

)= gy < =12

> 1. (2.17)
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2 Iterative Losungsverfahren

Nach Satz 2.17 (vi) gilt

k
k >\n_|_1
1 1 A1
Ti(to) > = ( ¢ 2—-1) ==
k<0)_2<0+ ’ ) 2\, /2=
A1

und nach Satz 2.17 (ii)

k
. 1 d(A) —1

max |Tp(\)]| < <2 cond(4) .
i=1,...n cond(A) +1

[]

Bemerkung. Will man mit Hilfe des CG-Verfahrens die exakte Losung berechnen, so miis-
sen hochstens n Schritte durchgefiihrt werden, von denen jeder nur eine Multiplikation von A
mit einem Vektor benétigt. Ist A schwachbesetzt, so geniigen O(n) Operationen pro Iterati-
onsschritt. Ist ferner eine Genauigkeit € > 0 der Approximation an die Losung ausreichend, so
gilt nach dem letzten Satz ||z —zy||4 < 20*||z — 20|/ 4 mit einem n < 1. Wegen log1/z > 1—x
fiir alle 0 < x < 1 gilt fiir

. v/ cond(A) + 1|10g5/2| _ 1 loge/2| > [loge/2|
2 1—n log1/n

dass 29% < e. Also werden k ~ y/cond(A)|loge| Schritte bendtigt, um einen relativen
Fehler € fiir z;, bei zy = 0 zu garantieren. In diesem Fall ist die Gesamtkomplexitiat von der

Ordnung n+/cond(A) |loge|.

Wir wollen die Konvergenz des in Algorithmus 2.31 vorgestellten Verfahrens der konju-
gierten Gradienten genauer untersuchen. Nach Satz 2.33 spielt fiir die Konvergenzgeschwin-
digkeit des CG-Verfahrens das Verhéltnis von groftem zu kleinstem Eigenwert von A eine
entscheidende Rolle. Man beobachtet jedoch, dass wenige kleine Eigenwerte X, i = 1,...,p,
und wenige grofe Eigenwerte A}, j = 1,...,q, (sog. “outliers”) die Konvergenzgeschwindig-
keit nicht beeinflussen. Um diesen Effekt zu analysieren, schreiben wir das Spektrum von A

in der Form
p q
o(A) = (U A;) UMU (U A;’> . M C [a,b)],
i=1

j=1

log, (¢/2),

mit 0 < A} < a,i=1,...,p, und b < A/, j = 1,...,q. Die folgende Fehlerabschitzung
zeigt, dass p+ q zusétzliche Schritte notig sind, um die p kleinsten und ¢ groften Eigenwerte
abzuarbeiten. Danach konvergiert das CG-Verfahren, als wére das Spektrum in [a, b] ent-
halten, d.h. anstelle von cond(A) = Apax/Amin wird die Konvergenzrate durch das kleinere
Verhéltnis b/a bestimmt.

Satz 2.34. Sei A € K™*" positiv-definit bzgl. (-,-). Fiir den Fehler des CG-Verfahrens gilt

k—p—q
Vb/la—1
||x—xk||As2<cond<A>+1>p( /a ) lz—ollay k=p+g,...,n—1.

Vb/a+1
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2.4 Gradientenverfahren
Beweis. Anstelle von (2.17) wéhlen wir

B ()1 5)

i=1 =1

mit -

r—a a

t(m)—Qb_a —1 und ¢p:=1t(0)= —_ > 1.
Weil fiir A € {A}, ..., A, AT, . AT} gilt
P q
A A
(=) (-5) -0

i=1 i/ j=1 J

und fiir = € [a, b]
‘1—2{ <cond(A)+1 und ‘1—% <1,

1 J

folgt
; ; [T ()]
max |71 (A)| < max |Ti(x)| < (cond(A) 4+ 1)? max —————
)\EO(A)l k< )’ _we[a,b}’ k( )‘ _( ( ) ) z€la,b] ’Tk(to)’
k
Vb/a—1
< 2(cond(A) + 1)? vbhja-1 :
Vbla+1

Daher gilt

k

. b/a—1

T —zll4 < min max M| < max [Ti(MN)] < 2(cond(A) + 1)P | XY—=——
[riapia = olla < _min o EO)] < mae (T3] < 2(cond(4) + 1) ( J_Vb/aﬂ)

und somit die Behauptung. O]

2.4.4 Das vorkonditionierte CG-Verfahren (PCG)

Seien A und C' positiv-definit bzgl. des Skalarproduktes (-,-). Wir wollen wieder vorkondi-
tionierte Systeme mit Koeffizientenmatrix C'A bzw. AC betrachten. Um das CG-Verfahren
anwenden zu kdnnen, miissen diese Matrizen aber positiv-definit sein. Im Allgemeinen wer-
den aber weder AC noch C'A selbstadjungiert bzgl. (-, -) sein. Allerdings ist die Matrix C'A
positiv-definit bzgl. (z,y)c-1 := (C~x,y), weil fiir x,y € K" gilt

(CAz,y)o-1 = (Ax,y) = (z, Ay) = (CC 'z, Ay) = (C 'z, CAy) = (v, CAy)c-1.

Insbesondere gilt (C Az, z)c-1 = (Ax,x) > 0 fiir z # 0. Anstelle von linken Vorkonditionieren
kann man auch rechte Vorkonditionierer betrachten. Dann ist AC' positiv-definit bzgl. (-, )¢,
weil fiir z,y € K" gilt

(ACz,y)c = (CACz,y) = (ACz,Cy) = (Cz, ACy) = (x, ACY)c,

und es ist (ACz,z)c = (ACz,Cx) > 0, x # 0. Die symmetrische Vorkonditionierung
CY2AC'? erhilt die Positivitit von A, bedarf aber der Berechnung von C''/2.

Wir werden uns beim vorkonditionierten Gradienten-Verfahren (PCG) auf rechte
Vorkonditionierer konzentrieren, d.h. wir wenden das CG-Verfahren bzgl. des Skalarproduk-
tes (+,-)c auf die Systemmatrix AC an. Die entsprechenden Variablen kennzeichnen wir
jeweils durch ~. Der folgende Algorithmus ergibt sich aus dem CG-Verfahren durch Ersetzen
der Variablen p; und Z; durch p; := Cp, und z, := CTy.
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Algorithmus 2.35 (PCG-Verfahren).
Input: A, C positiv-definit bzgl. (-, -), b, zp € K" und Fehlertoleranz ¢ > 0
Output: Folge {z\}ren von Approximationen an die Losung von Az = b

ro =b— Axg, po = v9 = Cro und py = (vo, ro);
k=0;
do {

wi, = Ap;

Try1 = Tk + Qgpy, Wobei oy, = &

(pkfu)k)7
Tk+1 = Tk — QpWg;
Vg1 = CTkH;
Pk+1 = (Uk+1, Tk+1);

_ Pk+1.

P41 = U1 + YkDk, WODel 7y, 1= =555
k=k+1;
} while (||r&|l > €]|b]);

Die durch (-, -)¢ induzierte Energie-Norm stimmt mit || - ||cac iiberein. Berticksichtigt man
die Umbenennung der Variablen, so erhédlt man aus Satz 2.33 wieder die Abschétzungen bzgl.
derselben Norm || - || 4. Auch Satz 2.34 gilt entsprechend mit den Eigenwerten von AC.

Satz 2.36. Ffiir den Fehler des vorkonditionieren konjugierten Gradienten-Verfahrens gilt

VE—1
VE+1

k
Hm—ﬂh§2< )H%—ﬁh,k—Owwn—L

wobel K 1= Apax(AC) /Amin (AC).

Man beachte, dass in Satz 2.33 die Konditionszahl durch £ = Apax(AC)/ Amin(AC) zu
ersetzen ist. Diese beiden Ausdriicke stimmen nicht iiberein, weil AC' im Allgemeinen nicht
hermitesch ist. Das folgende Lemma stellt dabei sicher, dass die Eigenwerte von AC' bzw.
C A reell sind.

Lemma 2.37. Seien A € K™*" positiv-definit und B € K"*" hermitesch. Dann sind die
Eigenwerte von AB und BA reell.

Beweis. Sei BAx = Az mit z # 0. Multiplikation mit 27 A von links ergibt
tHABAx = e’ Az <= 2" ABAxz = X" Ax.

Hieraus folgt (A — A)az’Az = 0. Wegen = # 0 ist 27 Az # 0. Also ist A reell. Wegen
o(BA)\ {0} =0(AB) \ {0} sind auch die Eigenwerte von BA reell. O

Gelingt es mit Hilfe eines passenden Vorkonditionierers, x unabhéngig von n zu beschrén-
ken, so existiert nach dem letzten Satz eine von n unabhéngige Konstante 0 < n < 1, so
dass

o = alla < 202 — 2o

Eine vorgegebene relative Genauigkeit £ > 0 wird also nach k ~ |loge| Schritten erreicht.
Wenn man berticksichtigt, dass e {iblicherweise von n abhéngt, sind dies O(logn) Schritte.
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Bemerkung. Die nicht-hermitesche Matrix A € K™*™ habe vollen Rang. Wir betrachten
das lineare Gleichungssystem Ax = b bei gegebener rechter Seite b € Im A. Eines der ein-
fachsten Verfahren zur Losung eines solchen Systems, das CGN-Verfahren, erhélt man
durch Anwendung des CG-Verfahrens auf die Normalengleichungen

AP Az = AM),

Die positiv-definite Matrix A” A wird dabei nicht explizit berechnet, sondern geht in das
Verfahren nur durch zwei Matrix-Vektor-Multiplikationen A¥ Av = A7 (Av) ein.
Wir wissen bereits, dass ||z — || g4n 4 durch z = x; minimiert wird. Wegen

1Az = blI; = [ A(z — 2) |3 = (A"A(z — ), 2 — @) = |z — @llin 4

minimiert x; daher wie beim GMRES-Verfahren auch das Residuum. CGN und GMRES sind
trotz dieser gemeinsamen Eigenschaft wegen der unterschiedlichen Definition der Krylov-
Réume jedoch nicht dquivalent. Die Konvergenz von GMRES héngt von der Verteilung der
Eigenwerte von A ab, wihrend CGN von den Eigenwerten von A” A also den Singulirwerten
von A bestimmt ist. Daher eignet sich das Verfahren besonders, wenn die Singuldrwerte statt
der Eigenwerte geclustert sind. Ferner gilt

cond(4) —1\*
<2 — .
Il <2 (S0 ) il

Im Vergleich zum CG-Verfahren ist hier also die Kondition quadriert.

2.5 Vorkonditionierer

Die Konvergenzgeschwindigkeit der in diesem Kapitel vorgestellten Iterationsverfahren zur
Losung von Gleichungssystemen Az = b ist durch die das Spektrum von A bestimmt. Wir
hatten bereits erwidhnt, dass mit Hilfe von Vorkonditionierern die Konvergenzeigenschaften
verbessert werden koénnen.

Die Kondition einer Matrix kann schon fiir kleine Dimensionen sehr grofs sein. In diesem
Fall ist man an einem Vorkonditionierer fiir eine feste Matrixdimension interessiert. Ublicher-
weise steigt die Konditionszahl aber erst fiir wachsende Problemgrofien. In diesem Fall héngt
die Konvergenzgeschwindigkeit von n ab. Daher ist es unerlésslich, die Spektraleigenschaften
von Folgen von Matrizen zu untersuchen.

Definition 2.38. Zwei Folgen {A, },en, {Cn }nen positiv-definiter Matrizen A, C,, € K"*"
heifsen spektraldquivalent, falls fiir jedes n Konstanten ~y,,, ', > 0 mit T, /7, < c existieren,

so dass
Yo (Crx, ) < (Apx,x) < T, (Chz,x) fiir alle x € K"

mit einer von n unabhéidngigen Konstanten ¢ > 0.

Nach dem folgenden Lemma ist die Konvergenzrate des PCG-Verfahrens genau dann un-
abhéngig von n, wenn Systemmatrix und Vorkonditionierer spektralédquivalent sind.
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2 Iterative Losungsverfahren

Lemma 2.39. {A,},en und {C}, }nen sind genau dann spektraldquivalent, wenn

Amax (AnCr )
>\min (An CT: 1 )

unabhangig von n beschrankt ist.

Beweis. Ubungsaufgabe O

Wir wollen einige Vorkonditionierungstechniken, die im Zusammenhang mit Differential-
gleichungen verwendet werden, vorstellen.

2.5.1 ILU-Vorkonditionierer

Sei A € K™*™ eine schwachbesetzte Matrix. Wir wissen bereits, dass eine LR-Zerlegung von A
im Allgemeinen vollbesetzt ist. Diesen Effekt umgeht man, indem Eintrdge aufierhalb eines
vorgegebenen Besetzungsmusters P C [ x [ mit (i,7) € P fir alle i € [ := {1,...,n}
kiinstlich auf Null gesetzt werden (sog. “Dropping”). Fiir P kann beispielsweise das Beset-
zungsmuster von A
Pa:=A{(i,)) : ai; # 0}

verwendet werden. Unter einer unvollstindigen LR-Zerlegung (engl. incomplete LU fac-
torization) versteht man eine Zerlegung

A=LR+FE
mit (normierter) unterer und oberer Dreiecksmatrix L bzw. R, so dass
Eij:():rija (Z,j) gP, und 67;]' :0, (Z,]) EP.

Die Eintrage des Fehlers £ = A — LR verschwinden also auf dem Besetzungsmuster P
und die Eintrdge von L und R an den iibrigen Positionen. Abhédngig von der Wahl des
Besetzungsmusters P kann ein kleiner oder ein grofser Fehler E erwartet werden. Ist P = I x 1,
so reproduzieren wir die gewohnliche LR-Zerlegung und es ist £ = 0. Umgekehrt kann auch
bei vorgegebener Genauigkeit das Besetzungsmuster adaptiert werden.

Algorithmus 2.40 (ILU-Zerlegung).
fork=1,....n—1
fori=k+1,...,n
if (i,k) € P {
Qik *= Qi) Qs
forj=k+1,....,n
if (Z,j) € P then Ajj = Qi — Qi Qky;

Als Ergebnis des Algorithmus definieren wir L und R durch

a'ij7 (@7])€Pund9217

0, sonst.

(2.18)

CLZ‘J', (’l,j) (- P und 7 > j,
gij = 17 = j, und rij = {

0, sonst,
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Bemerkung. Die Berechnung der ILU-Zerlegung benétigt O(n) Operationen und O(n)
Speicher. Zur Vorkonditionierung von A kann somit C' := (LR)™' = R™'L~! als Vorkon-
ditionierer verwendet werden. Dabei ist zu beriicksichtigen, dass die Inversen nicht explizit
berechnet werden miissen. Es gentigt, sie durch Vorwérts- bzw. Riickwéartssubstitution an-
zuwenden.

Satz 2.41. Sei P D P,4. Das obige Verfahren breche nicht vorzeitig ab. Dann sind die
Faktoren L und R regulédr und e;; = 0 fiir (i, j) € P.

Beweis. Im k-ten Schritt des obigen Algorithmus gilt
AW = [, Ak=D _ g (2.19)

mit A® = A und der Gauk-Matrix Ly := I — lrel’,

1 k—1 k=1
gk’ = m[()?...,o,a/](ngl’])cj"‘?a?(’Lk )]T.

Ay, X
Die Matrix E® enthélt die im k-ten Schritt kiinstlich zu Null gesetzten Eintrige. Fiir die
in (2.18) definierten Matrizen gilt L = (L,_y - ...~ L;)~" und R = A1, Also erhilt man
aus (2.19)
R=L"'A—F, F:=L, 4 ...-LeEW+ . . +L, E"? 4 Er1

Weil im k-ten Schritt nur unterhalb der k-ten Zeile von A*~Y Eintrige zu Null gesetzt
werden, gilt e/ E®) =0, i =1,..., k. Hieraus folgt sofort

Ln,1 Ceel Lk+1E(k) == Ln,1 Cee LlE(k)

mit der Konsequenz, dass F' = L,,_1 -...- I1E, wobei £ := EM) + E® 4+ 4+ B~ Wir
erhalten also die gewiinschte Zerlegung

A=LR+E,
bei der £ an den Positionen aus P verschwindet. O]

Bemerkung. Der letzte Beweis zeigt, dass in E die wiahrend des Algorithmus zu Null ge-
setzten Eintrége stehen.

Fiir sog. M-Matrizen kann garantiert werden, dass obiger Algorithmus nicht vorzeitig
abbricht. Wir verwenden die Notation A > 0 <= a;; > 0,4,j =1,...,n.

Definition 2.42. FEine invertierbare Matrix A € R"*" heilit M -Matrix, falls
(1) Q5 <0 fiir alle 1 §£ j,
(i) A=t > 0.
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2 Iterative Losungsverfahren

Bemerkung.

(i) Man kann zeigen, dass die Finite-Differenzen-Diskretisierungen des negativen Laplace-
Operators aus Beispiel 2.2 M-Matrizen sind.

(i) Mit der zweiten Bedingung A~! > 0 folgt aus Az < Ay, dass x < y.

(iii) Sei a; := Ae; die i-te Spalte von A. Wire a; < 0, so hétte man e; < 0 nach (ii). Aus
diesem Widerspruch erhalt man, dass die Diagonaleintrage a;; von M-Matrizen positiv
sind.

Weil der Eintrag a;; einer M-Matrix A positiv ist, kann der erste Eliminationsschritt ohne
Pivotisierung durchgefiithrt werden. Dann hat die erste Gault-Matrix die Gestalt

0
1 |a
L1 =1- 616,{7 El = 2t
an
Qn1

Lemma 2.43. Sei A eine M-Matrix. Dann sind sowohl L, A als auch die Matrix, die aus L1 A
durch Loschen der ersten Spalte und ersten Zeile entsteht, M-Matrizen.

Beweis. Weil L; und A reguldr sind, ist auch B := L;A regulér. Die erste Zeile von B
und A stimmen {iberein. Die Auferdiagonaleintrige der ersten Spalte von B verschwinden.

Fire,j =2,...,n,1# j, ist
;1015

bij = Q35 — < 0.

i
Schliefilich ist

Bl = AL = AT (I + el

und daher
11 1

_ 1
Bleg=—A1| | =—e >0
a1 a a1
nl

und B‘lej = A‘lej > 0 fiir j > 2. Also ist B~! > 0 und B somit eine M-Matrix.
Mit der Zerlegung
a2
B:[a11 aAT}, a:= ||,

0 B

sieht man, dass mit B auch B regulir ist. Es bleibt also zu zeigen, dass B~! > 0. Dies folgt

aber aus .
1/&11 —CLT(A(l))_l/CLH

0<B!'= .
P L

]

Das folgende Lemma analysiert den Einfluss des Droppings auf die M-Matrix-Eigenschaft.
Jeder zu Null gesetzte Eintrag ist nicht-positiv, d.h. man erhalt

AV = LLA—FE> LA

mit e; = 0 und e;; <0, ¢ # j. Wir geben die Aussage ohne Beweis an.
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2.5 Vorkonditionierer

Lemma 2.44. Sei A eine M-Matrix, und B > A erfiille b;; < 0, ¢ # j. Dann ist auch B
eine M-Matrix und B~ < A1,

Der néchste Schritt kann nun durchgefiihrt werden, bis die unvollstandige LR-Zerlegung
von A berechnet ist. Zusammenfassend erhalten wir in Ergénzung zu Satz 2.41:

Satz 2.45. Sei A eine M-Matrix. Dann bricht Algorithmus 2.40 nicht vorzeitig ab. Die
berechneten Faktoren L und R sind regulir, E = A — LR <0 und (LR)™! > 0.

Beweis. Fiir M-Matrizen ist jedes E*) in (2.19) nicht-positiv. Daher gilt auch fiir die Sum-
me I < 0. Wegen
LR=A—-FE>A

ist nach Lemma 2.44 auch LR eine M-Matrix und daher (LR)™! > 0. O

Natiirlich kann analog zur LR-Zerlegung auch eine unvollstéandige Choleky-Zerlegung (IC)
bestimmt werden. Dann gilt A = LLT + E, und neben der linken- bzw. rechten Vorkonditio-
nierung mit C := (LLT)™" = L™"L~! kann auch das CG-Verfahren auf die positiv-definite
Matrix L='AL™T (symmetrische Vorkonditionierung) angewendet werden.

2.5.2 Approximative-Inverse-Vorkonditionierer

Ahnlich wie bei der LR-Zerlegung ist auch die Inverse einer schwachbesetzten Matrix im
Allgemeinen vollbesetzt. Ziel der Approximative-Inverse-Vorkonditionierer ist es, C' €
K™™ mit Besetzungsmuster P, d.h. ¢;; = 0 fiir (¢, j) ¢ P, so zu finden, dass das Funktional

f(C) = |II = AC[%

minimiert wird.
Bei Abstiegsverfahren (vgl. Abschnitt 2.4) wird ausgehend von C' ein neues C” in Rich-
tung G € K"*" gesucht:
C'=C+ aG.

Der Parameter o wird als Minimum des Funktionals f bestimmt. Wir wissen bereits, dass
die Minimierung des Residuums R := I — AC' dquivalent mit der Bedingung R —aAG L AG
ist. Hieraus folgt

(R, AG)

o=-—2"

IAG|[3

wobei
(A, B) := trace B A = Z aijbij
ij=1

das die Frobenius-Norm induzierende Skalarprodukt auf K"*™ bezeichnet. Durch diesen Up-
date fiillt die Matrix C' auf, so dass Eintrége aufserhalb des Besetzungsmusters P verworfen
werden miissen. Dann gilt aber nicht mehr, dass f(C’) < f(C) ist.

Eine mogliche Wahl fiir die Richtung ist das Residuum G = R. Eine andere Moglichkeit
ist der steilste Abstieg, d.h. die Richtung des negativen Gradienten —V f = 2A# R.
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2 Iterative Losungsverfahren

Wegen
FC) =" lles — Acil3,
j=1

wobei ¢; die j-te Spalte von C' bezeichnet, kann man neben der globalen Minimierung auch
jede der Funktionen

file) = lle; — Acll3, ji=1,...,n,

einzeln minimieren. Dieser Zugang eignet sich insbesondere fiir eine Parallelisierung.
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3 Numerische Behandlung von
Eigenwertproblemen

Wir betrachten quadratische Matrizen A € C"*". Das algebraische Polynom
Xa(A) :=det(A— \I)

iiber C vom Grad n wird als charakteristische Polynom von A bezeichnet. Jede Nullstelle
A € C von x4 wird als Eigenwert von A bezeichnet. Die algebraische Vielfachheit eines
Eigenwertes A ist die Vielfachheit der Nullstelle A des charakteristischen Polynoms. Die
Menge aller Eigenwerte von A heift Spektrum o(A) C C. Jeder Vektor z € C™ \ {0} mit

Az = Iz (3.1)

heitt Eigenvektor. Die Dimension des durch die Eigenvektoren zum FEigenwert A\ aufge-
spannten Raums wird als geometrische Vielfachheit von \ bezeichnet.

Nach dem Abel-Ruffini-Theorem kénnen die Nullstellen eines Polynoms im Fall n > 4 nicht
durch eine endliche Folge von arithmetischen Operationen und Wurzeln berechnet werden.
Daher werden wir in diesem Kapitel ausschlieklich iterative Verfahren zur numerischen Lo-
sung von (3.1) behandeln. Die wahre Schwierigkeit besteht aber in der effizienten Behandlung
groffdimensionierter Eigenwertprobleme.

Bemerkung. Die Bedeutung der numerischen Berechnung von Eigenwerten im Zusammen-
hang mit Eigenschwingungen von Gebauden kann man am Beispiel der Tacoma Narrows
Briicke sehen. Interessant ist auch die ARD-Sendung zu Briicken.

3.1 Theoretische Grundlagen

Das folgende Resultat ist die Grundlage fiir viele Algorithmen zur numerischen Berechnung
von Eigenwerten.

Satz 3.1. Sind A, B € C"*" dhnlich, d.h. existiert T € C"*" mit B = T—'AT, so stimmen
die Eigenwerte von A und B iiberein.

Beweis. Fiir alle A € C gilt

xB(\) = det(T AT — A1) = det(T" (A — AIN)T) = det(T )det(A — A )det(T)
_ detT
~ detT

det(A — AT) = ya(\).

57


http://en.wikipedia.org/wiki/Abel-Ruffini_theorem
http://www.youtube.com/watch?v=3mclp9QmCGs
http://www.youtube.com/watch?v=3mclp9QmCGs
http://mediathek.daserste.de/sendungen_a-z/443428_kopfball/12240710_bruecke-einstuerzen

3 Numerische Behandlung von Eigenwertproblemen

Die Idee vieler numerischer Verfahren ist es, eine Folge von Matrizen {7}, } ey zu konstru-
ieren, so dass {7, ' AT, },en gegen eine Matrix D konvergiert, deren Eigenwerte leicht zu
bestimmen sind. Wie wir spater sehen werden, hingen die Eigenwerte stetig von der Matrix
ab. Daher stimmen die Eigenwerte von D und A iiberein.

Der folgende Satz besagt, dass jede Matrix unitdr dhnlich zu einer (komplexen) oberen
Dreiecksmatrix ist.

Satz 3.2 (Schur). Zu A € C"" existiert U € C™" unitéir, so dass U¥ AU eine obere
Dreiecksmatrix ist.

Beweis. Fiir n = 1 ist die Aussage trivial. Wir nehmen an, sie sei fiir n — 1 gezeigt. Es
existiert mindestens ein Eigenpaar (A, z) von A. Auferdem gibt es nach Householder eine
unitdre Matrix @ € C*™ mit Qz = aey, a = ||z||2 # 0. Dann gilt

Aae; = \Qzr = QAr = QAQ" Qz = a(QAQY)e,
und somit QAQ"e; = \eq, d.h.

A w?
QAQ" = {o B}'

Die (n—1) x (n—1)-Matrix B hat nach Induktionsvorraussetzung die Zerlegung B = PSP
mit oberer Dreiecksmatrix S und P unitdr. Wir definieren

. [1 0]
-]

Dann ist auch P unitar, und es gilt
A T 1 A

Weil mit Q¥ und P auch das Produkt Q¥ P unitér ist, folgt die Behauptung. O

Die Zerlegung A = URU® mit U unitir und R obere Dreiecksmatrix heift Schur-
Zerlegung. Wegen der Ahnlichkeit von A und R sind die Diagonaleintriige von R die Eigen-
werte von A. Eine dhnliche Zerlegung ist die aus der Linearen Algebra bekannte Jordansche
Normalenform. Diese verwendet aber keine unitére Ahnlichkeit und ist deshalb fiir numeri-
sche Zwecke schwierig zu behandeln.

Ein reelles Analogon (C wird durch R ersetzt und unitir durch orthogonal) zu letztem
Satz kann nicht existieren, weil reelle Matrizen auch komplexe Eigenwerte besitzen konnen.
Diese treten jedoch in komplex-konjugierten Paaren auf, weil mit A € R™"™ aus Az = \x
folgt AT = Az = Az = AZ. Daher kann man folgendes Resultat zeigen.

Satz 3.3. Sei A € R™*". Dann existiert ein Q € R™ " orthogonal, so dass QT AQ) eine reelle
obere Blockdreiecksmatrix mit entweder 1 x 1 oder 2 x 2-Blécken auf der Blockdiagonalen
ist. Sind die Figenwerte ausschlieflich reell, ist QT AQ eine obere Dreiecksmatrix.

Im Folgenden untersuchen wir Matrizen, fiir die R in der Schur-Zerlegung als diagonal
angenommen werden darf.
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3.1 Theoretische Grundlagen

Definition 3.4. Eine Matrix A € C"*" heifst diagonalisierbar, falls sie zu einer Dia-
gonalmatrix D &hnlich ist. Ist D zusdtzlich reell, so wird A als reell diagonalisierbar
bezeichnet. Man nennt A unitir diagonalisierbar, falls A mit einer unitiren Ahnlichkeits-
transformation diagonalisierbar ist.

Satz 3.5. Eine Matrix A € C™" ist genau dann normal, d.h. es gilt AAT = A A wenn
A unitar diagonalisierbar ist.

Fiir den Beweis von Satz 3.5 benotigen wir die beiden folgenden Lemmata.
Lemma 3.6. Jede normale Dreiecksmatrix ist diagonal.

Beweis. Sei A eine obere Dreiecksmatrix und normal. Der Vergleich der Diagonalelemente

von A" A und AAY ergibt
lan [ = (A" A)y = (AAT); =) |ayy]*.
j=1

Daher verschwindet die erste Zeile von A bis auf das Diagonalelement. Das gleiche Argument
wende man nun sukzessive auf die iibrigen Zeilen an. O]

Lemma 3.7. Sei U € C™" unitdr. Die Matrix A € C"*" ist genau dann normal, wenn
U AU normal ist.

Beweis. Es gelten
(UF A (UR AU) = UR ARUUR AU = UM AY AU und UM AARU = (U AU)(UH AU)E.
O

Beweis von Satz 5.5. Ist A unitar diagonalsierbar, so existiert U unitdr und D diagonal mit
A =UDU*#. Dann gilt

AP A =UDHUHUDUY = UD®RDUY = UDDHUY = UDURUDHUH = AAH,

Ist umgekehrt A normal, so gilt nach der komplexen Schur-Zerlegung U? AU = R mit einer
oberen Dreiecksmatrix R und einer unitdren Matrix U. R ist nach Lemma 3.7 normal und
nach Lemma 3.0 diagonal. O

Man beachte, dass die Eigenvektoren und die Eigenwerte in Satz 3.5 im Allgemeinen
komplex sind, selbst wenn A € R™*" gilt.

Beispiel 3.8. Die reelle Matrix
0 1
=10

ist normal und besitzt die Spektralzerlegung A = UDU¥ mit

R N
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3 Numerische Behandlung von Eigenwertproblemen

Hermitesche Matrizen sind offenbar normal. Die einschriankende Bedingung ist im folgen-
den Satz formuliert.

Satz 3.9. Eine Matrix A € C"*" ist genau dann normal und hat reelle Eigenwerte, wenn A
hermitesch ist.

Beweis. Sei A hermitesch. Dann ist A normal und nach Satz 3.5 gilt A = UDU mit

unitirem U und diagonalem D. Aus A¥ = A folgt D¥ = D. Also ist D reell. Die Umkehrung
ergibt sich analog. O

Das folgende Resultat aus der Linearen Algebra haben wir schon mehrfach benutzt.

Satz 3.10 (Spektralsatz fiir hermitesche Matrizen). Ist A € K"*" hermitesch, so
existieren D € R™" diagonal und U € K™ " unitéir, so dass A = UDU*",

Beweis. Sei zunachst A € C™*"™. Aus Satz 3.9 folgt, dass genau die hermiteschen Matrizen
unitar reell diagonalisierbar sind.

Ist A € R™" symmetrisch, so sind wie eben gesehen alle Eigenwerte reell. Nach Satz 3.3
gilt A = QRQT mit einer orthogonalen Matrix Q € R™ " und einer oberen Dreiecksmatrix R.
Weil A symmetrisch ist, gilt RT = R. Also ist R eine Diagonalmatrix. O

Variationelle Charakterisierung von Eigenwerten

Definition 3.11. Sei A € C"*" und x € C"\ {0}. Bei gegebenem Skalarprodukt (-, -) wird

der Ausdruck
(Az, x)

(z, )

als Rayleigh-Quotient bezeichnet. Die Menge aller Rayleigh-Quotienten

W(A) == {pa(z), x € C*\ {0}}

pa(z) ==

heiit Wertebereich von A.

Im Folgenden betrachten wir den Fall (z,y) := y”x des euklidischen Skalarproduktes.

Bemerkung.

(a) Sei A hermitesch. Dann gilt wegen 2 Az = (2#AH2)T = zHAx, v € C", fiir den
Wertebereich W (A) C R. In den Ubungsaufgaben zeigen wir, dass aus z// Az € R fiir
alle x € C" folgt, dass A hermitesch ist.

(b) Sei A € K™*™ hermitesch. Definiert man f : R — R bei festem = € K" \ {0} durch

2

1 t
£(t) = 1Az — tol? =

1
Sl = ¢ (Az, 2) + 3] Az,

so nimmt f wegen f’(t) = t||z||* — (Az,z) im Wert des Rayleigh-Quotienten ¢ = pu4(x)

sein Minimum an. Ist daher x eine Naherung an einen Eigenvektor, so kann man erwar-
ten, dass pa(x) eine gute Approximation des zugehorigen Eigenwerts ist.
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3.1 Theoretische Grundlagen

(c) Nach einem Resultat von Hausdorff ist W (A) eine konvexe Menge. Ferner gilt fiir jedes
Eigenpaar (A, x) von A
(Az,z) Mz, )

(r,2)  (z,7)

Daher ist o(A) C W(A) und somit ist auch die konvexe Hiille conv o(A) mit

k k
conv(zy,...,xg) = {Zaixi, 0<a; <1, ZO% = 1}
i=1 i=1

in W(A) enthalten.

=\

pa(z) =

Satz 3.12. Fiir normale Matrizen A € C™*™ gilt convo(A) = W(A).

Beweis. Weil A normal ist, existiert nach Satz 3.5 eine Orthonormalbasis {us, ..., u,} C C"
von Eigenvektoren von A. Fiir x € C" in der Darstellung

n
r = E a;U;
i=1

gilt dann

puata) = 0) _ Zan Gl ) S SR i Mo g g
(z,2) i |l 2 i |l > im lal i1

wobei

2 > i |l _1

i lul?

< = 53 <1 und Bi =
> i |ail? ;

]

Im Folgenden sei A € K"*™ hermitesch. Die der Grofe nach geordneten reellen Eigenwerte
von A bezeichnen wir mit
AL> 2 A (3.2)

Diese werden nun durch Optimierungseigenschaften charakterisiert.

Satz 3.13 (Rayleigh). Sei A € K™ hermitesch und {us,...,u,} C K" eine zugeho-
rige Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten aus (3.2). Mit den linearen
Unterrdumen Ej := {0} und E; := span{uy,...,u;}, j=1,...,n, gilt

A; = max x) = min x), 7=1,...,n.
/ zeE]J.-_l\{O}luA( ) :veEj\{O}'uA( b J

Beweis. Seien j € {1,...,n} und z € E;-, \ {0} beliebig mit

n
r = E QpUy.
=1
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3 Numerische Behandlung von Eigenwertproblemen
Dann ist

a = (zyup) =0 firk=1,...,5—1.
Wegen A\, < A fiir k= j,...,nist

@ (Az,z) Doy Mwowtie(up, we) 35 Ara|® <)
HA\T) = = n = n = Aj
(z,z) Zk:j || Zk:j | |? ’

und somit
(Az, z)
sup

zeB- \{0} (z,2)

<.

Andererseits erhilt man fiir u; € E;-, \ {0}

(Auj,ug)  Njug, uy)

(uj,u) — (uy,uy) =%

J

palug) =

Daher wird das Maximum angenommen. Die Charakterisierung iiber das Minimum beweist
man analog. O

Bemerkung. Aus Satz 3.13 folgt insbesondere fiir hermitesche A € K™*"

A
A = max (Az, 7)

und A\, = min (Az, z)
zekn\{0} (x,x)

zekm\{0} (x,x)

Also gilt
Mollz]]? < (Az, 2) < Mfjz]]*  fiir alle 2 € K™\ {0}.
Satz 3.14 (Courant-Fischer). Sei A € K™*" hermitesch. Fiir j = 1,...,n sei
U; :={U C K" : U ist Unterraum der Dimension j}.

Dann gilt fiir die Eigenwerten aus (3.2)

A; = min max r) = max min x), j=1,...,n.
I U€lpi1—; 2€U\{0} pa(e) Ueld; zcU\{0} Ha(@), J
Beweis. Sei {uy, ..., u,} eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten (3.2).

Fir j € {1,...,n} definiere E; = span{u, ..., u;} und wihle U € U,41_;. Wegen
dim(E;NU) =dimE; + dimU —dim(E; +U) > j+n+1—j—n=1

existiert ein 0 # x € £; NU. Als Element von Ej lisst sich x eindeutig in der Form

J
xr = E o U;
i=1

darstellen. Dann ist , )
(Az, ) Ty Aol
— — 7’_, > )\
MA(JC) (:z:, x) 3:1 |Oéz‘|2 Z Ay
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3.1 Theoretische Grundlagen

und daher

min max ) > A,
U€lni1—; er\{o}'uA( )=

Wé&hlt man andererseits den (n + 1 — j)-dimensionalen Unterraum U = E -1, so ist nach
Satz 3.13

max z) = \;.
s€BL \{0} pale) =4

und das Minimum wird angenommen. Die andere Charakterisierung beweist man analog. [

Bemerkung. Wir haben den Satz von Courant-Fischer fiir den Spezialfall des euklidischen
Skalarprodukts und hermitescher Matrix bewiesen. Er gilt aber auch fiir allgemeine Skalar-
produkte (-,-), falls A bzgl. (-, -) selbstadjungiert ist.

Beispiel 3.15 (Principal component analysis (PCA)). Seien p; € R%, i = 1,...,n,
und m := %Z?Zl p; ihr Schwerpunkt. Wir suchen die Hauptrichtung der Vektoren p;,

n
Z W (pi —m)|* = ”1;}'1'3«}1 Z 2" (p; — m)|?
i=1 ==

am grofsten ist. Dieser Vektor v ist der Eigenvektor zum grofsten Eigenwert der sog. Kovarianz-
Matrix

C =3 (i~ m)(p —m)" € R
=1

Es gilt namlich fiir z € RY
v Oz = Z |27 (
i=1

und nach Satz 3.13 ist

2T
A (C) = max C’x_ Z\ T(p; —m)

zeR\{0} xTx Haﬁ||2 1

Die Hauptrichtung kann also durch Losen eines im Vergleich zur Anzahl der Punkte n kleinen
d x d Eigenwertproblems berechnet werden.
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3 Numerische Behandlung von Eigenwertproblemen

3.1.1 Storungsanalyse von Eigenwerten

Bei numerischen Verfahren ist der Einfluss von Rundungsfehlern ein generelles Problem.
Es ist bekannt, dass die Nullstellen stetig von den Koeffizienten eines Polynoms abhéngen.
Daher hangen zwar die Eigenwerte stetig von den Matrixeintragen ab, wir wollen aber im
Folgenden die Kondition des Eigenwertproblems untersuchen. Dazu betrachten wir die sog.
Begleitmatrix

0 —aq -
1 . :
A= U c Cnxn
0 —Qp—2

zum Polynom p(t) := ag + ait + ast®> + ... + a,_1t" 1 +¢" € II,,. Durch Entwicklung nach
der letzten Spalte von A sieht man

det(A — tI) = (—=1)"p(t).

Die Nullstellen von p stimmen also mit den Eigenwerten der Begleitsmatrix iiberein.
Das Polynom ¢.(t) := (t — a)" + ¢ fiir € > 0 und a # 0 besitzt die Nullstellen

Ne =a—el/me?mkin =0, n—1.

Vergleicht man ¢g und ¢. bzw. deren Begleitmatrizen Ay und A., so gilt

0 O 5
AA = A — Ag = X

Die Eigenwerte von Ay und A, unterscheiden sich aber um |AX| = £'/". Daher gilt

AN et Al A4

Al al lale 1lAll
———

—o0 fiir e—=0

Die Kondition des Eigenwertproblems kann also ohne weitere Vorraussetzungen an die Ma-
trix beliebig groft werden. Der folgende Satz zeigt zumindest die stetige Abhéngigkeit der
Eigenwerte von den Eintrégen.

Satz 3.16 (Bauer-Fike). Sei A € C™ " eine diagonalisierbare Matrix mit A = T~1DT,
D = diag(\y, ..., \,). Ferner sei A+ E € C™*" eine Stérung von A und \ ein Eigenwert von
A+ E. Dann gilt bzgl. der 1, 2 und oco-Norm

min |\ =\ < |[TET™| < || ]| condy (7).

.....
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3.1 Theoretische Grundlagen

Beweis. Ist A ein Eigenwert von A, so ist die Behauptung trivial. Sei A # A;, 7 =1,...,n,
und z # 0 ein zugehoriger Eigenvektor von A + E. Dann gilt

(A+E)x=X = Er=M\—-Axz=T"\ —D)Tx.
Hieraus folgt Tx = (A — D)"Y (TET')Tx und somit

.....

Division durch ||Tz| # 0 liefert die Behauptung. O

Nach dem Satz von Bauer-Fike bestimmt die Kondition der Matrix der Eigenvektoren die
Storanfélligkeit der Eigenwerte. Bei normalen Matrizen ist T nach Satz 3.10 unitér. In diesem
Fall gilt condy.,(T") = 1. Das symmetrische Eigenwertproblem ist also gut konditioniert, das
unsymmetrische in der Regel schlecht.

Bei hermiteschen Matrizen kann man aus einer Naherung fiir ein Eigenpaar eine A-
posteriori-Fehlerabschatzung gewinnen.

Satz 3.17. Sei A € C™" hermitesch. Seien A € R und x € C" \ {0} Nédherungen an ein

FEigenpaar. Dann gilt
| Az — Az||o

= = el

Beweis. Fiir B := A+ ||z||;?(Ar — Az)z™ gilt Bx = Az. Also besitzt B den Eigenwert A und
|A—B||2 = p((A-B)#(A—B)) = ||Az—\z||3/||z||3. Die Behauptung folgt aus Satz 3.16. [

Im Fall hermitescher Matrizen kann man eine stérkere Aussage als Satz 3.16 zeigen.

Satz 3.18 (Weyl). Seien A, B € C™™ hermitesch mit Eigenwerten \;j(A) und \;(B), j =
1,...,n, die jeweils (3.2) gentigen. Dann gilt

A(A) =X (B)l < [[A=Blla, j=1,....n.

Beweis. Mit A, B ist auch A — B hermitesch. Fiir z € C" \ {0} ist daher nach Satz 3.13

((A-B)z,x)
-2 2 < p(A—- B) =||A - B|.
oo <oA= B)=]A- B,
Also gilt
Ax,x Bx,x
) B2 44— Bl

(z, ) (x,2)

Seije€{l,...,n} und U; = {U C K" : U ist Unterraum der Dimension j}. Dann gilt

. (Az,2) . (Bzx,x)
max min < max min
vel; zeU\{0} (z,x) Ueu; zeU\{0} (x,)

+ ||A - BHQv

und nach Satz 3.14 folgt
N(A) S N(B) + A= Bl j=1....n
Durch Vertauschen der Rollen von A und B folgt die Behauptung. m
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3 Numerische Behandlung von Eigenwertproblemen

Weil die Singularwerte einer Matrix A € C™*" die Eigenwerte der hermiteschen Matrix
, 10 A
A=

sind (vgl. die Bemerkung nach Satz 1.25), erhalten wir insbesondere

Korollar 3.19. Sind A, B € C™*", so gilt fiir die absteigend geordneten Singuldrwerte
von A und B
05(A) = 03(B)| < |[A— Blly, j=1,...,min{m,n}.

Beweis. Mit Satz 1.25 (ii) gilt
|05(A) — 05 (B)] = [A;(A) = Ag(B')| < p(A" = B') = 01(A = B) = |A = B2

3.1.2 Lokalisierung von Eigenwerten

Da wir ausschlielich iterative Verfahren zur Losung des Eigenwertproblems verwenden wer-
den, bendtigen wir eine gute Approximation des Eigenwerts als Startwert. Hierfiir sind die
folgenden Abschéatzungen hilfreich, die die Lage der Eigenwerte auf Basis der Matrixeintrage
einschranken.

Durch Anwendung des Beweises von Satz 3.18 auf B := diag(A) folgt sofort

Korollar 3.20. Sei A € C"*" hermitesch und {a},,...,al,} eine Permutation der reellen
Diagonalelemente von A mit i, > ... > al,. Fiir die Eigenwerte A\; > ... > A, von A gelten
die Abschédtzungen

1/2
i — @il < max Y e und A —ap| < | ) Jagl
J=hen k=1 Gk=1
k#j k#j
firi=1,...,n.
Beweis. Die Behauptung folgt aus (1.11). O

Die Radien der folgenden Kreise sind kleiner. Allerdings ist nicht klar, in welchem Kreis
ein Eigenwert liegt.

Satz 3.21 (Gerschgorin). Sei A € C"*". Fiiri = 1,...,n definiere die sog. Gerschgorin-
Kreise

n
Gi = {ZECIlZ—aiiIST'i}, T ::Z\aij].
s
Dann gilt 0(A) C J., G;. Hat die Vereinigung G, von m < n Kreisen einen leeren Durch-

schnitt mit den restlichen n —m Kreisen, so enthélt G, genau m Eigenwerte (jeder entspre-
chend seiner algebraischen Vielfachheit gezédhlt) von A.
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Beweis. Sei (A, z) ein Eigenpaar von A. Dann gilt

n
()\_a“>331: E Qi Tj, 2:1,,n
j=1
J#i

Firie {1,...,n} mit |z;| = max,;—y__, |z;| # 0 folgt hieraus

.....

Also gilt A € G; C U;L:1 G,. Fiir den zweiten Teil der Behauptung setzen wir D = diag(A)
und betrachten
B(t):=D+t(A—-D), 0<t<I1,

deren Gerschgorin-Kreise durch
Gi(t):{ZGCZ|Z—aii|§t’f’i}, 1=1,...,n,

gegeben sind. Die Eigenwerte von B(t) hdngen stetig von ¢ ab. Die Eigenwerte von B(0) = D
sind genau die Mittelpunkte der Kreise G;(t), i = 1,...,n. Wir wenden den ersten Teil
auf B(t) an und lassen ¢ von 0 nach 1 laufen. Dabei blédhen sich die Gerschgorin-Kreise G;(¢)
bei festem Mittelpunkt immer mehr auf. Die Anzahl der Eigenwerte in einem Kreis G;(t)
kann sich dabei erst dndern, wenn dieser einen anderen Kreis trifft. O

Da die Eigenwerte von A und A {ibereinstimmen, gilt Satz 3.21 auch mit

n
G;: zGC:|z—ajj|§Z|aij| s jzl,...,n,
oy

anstelle von G;, ¢ = 1,...,n. Folglich haben wir auch

(1) (U GZ.) " (U G;,) |

Eine weitere Aussage zur Lage der Eigenwerte basiert auf der Zerlegung
A=Ay +i4
mit den hermiteschen Matrizen
Ay = %(A+ ATy und A = %(A — A,

Nach Satz 3.12 gilt
W(A;) = [M(A), M(A)] CR, i=0,1. (3.3)

Satz 3.22 (Bendixson). Sei A € C"*". Dann liegt das Spektrum von A im Rechteck
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3 Numerische Behandlung von Eigenwertproblemen

Beweis. Fir z € C"\ {0} gilt
(Az,z)  ([Ao +1Ai]z,z)  (Aox,x) . (Aiz,x)

_ - A i W(Ay).
@) (o @) ATV
Also gilt o(A) C W(A) C W(Ap) +1W(Ay). O
Beispiel 3.23. Betrachte
4 0 3
A=10 -1 1
1 1 0

Nach dem Satz von Gerschgorin ergeben sich folgende Einschlieflungen.

Gerschgorin-Kreise fiir A Gerschgorin-Kreise fiir A7

4 -2 0 2 4 6 8 -4 -2 0 2 4 6 8

Fiir den Satz von Bendixson berechnen wir

) 4 0 2 . 00 —i
AO:§(A+AH): 0 -1 1, A1:§(A—AH): 00 0
2 1 0 ! i 0 0

Um W (Ap) und W (A;) abzuschétzen, schliefen wir wegen (3.3) die Spektren von Ay und A,
wieder mit dem Satz von Gerschgorin ein. Dies fiihrt auf das Rechteck

[—3,6] +i[—1,1].

Einschliefsungen und tatséchliche Eigenwerte
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3.1 Theoretische Grundlagen

Das Spektrum von A ist tatséachlich
o(A) ={—1.7878,0.1198,4.6679}.

Wir zeigen noch eine weitere Lokalisationseigenschaft, die sog. Verschachtelung (engl. in-
terlacing) auf.

Satz 3.24. Sei A € K™*" hermitesch und P € K™™ m < n, mit PYP = I € R™™, Dann
gilt fiir die jeweils absteigend geordneten Eigenwerte von A und B := PP AP € K™*™

)\J(A) Z )\J(B) Z /\j-l—n—m(A)a j = 1, o, .

Beweis. Sei u; ein Eigenvektor von B zu \;(B) und E; := span{uy,...,u;} C K™. Nach
Satz 3.13 gilt mit U; := {Px, z € E;-} C K"

(Bz, x) (APz, Pr) yH Ay
Aj(B) = max = max —————== max ———.
eeBt \{0} (7,2)  eepi \foy (Pz,Pr)  yeUu\{o}y yHy

Wegen dim U; = dim E;- | = m — j + 1 folgt nach Satz 3.14

(Ay,y) (Ay,y)

max > min max —222 =\ (A).
yeU Mo} (y,y) — VCKmdimV=m—j+1yeV\{0} (y,y) J+ (A4)

Also gilt
)\j—l—n—m(A) S )\J(B>, j = 1,...,m. (34)

Fiir die andere Abschidtzung wenden wir (3.4) auf —A statt auf A an. Dann gilt wegen
Ai(A) = =Ansi—j(=A) und Aj(B) = —Ami1—;(—B)

M(B) = —Aner5(=B) 'S At j(—A) = Aj(A).

O
Bemerkung. Aus Satz 3.24 ergibt sich insbesondere fiir die Wahl
P = [61, c 7€n—1] c Rnx(n—l)
und die Matrix
A Ab nxn . (n—1)x(n—1) :
A= T ool € K mit A € K hermitesch,
dass

Sind b, ¢ = 0, so besitzt A nach dem Satz von Rayleigh sogar dieselben Eigenwerte wie A
erganzt um 0.
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3 Numerische Behandlung von Eigenwertproblemen

Korollar 3.25. Seien A € C™*" hermitesch, z € C"\ {0} und B := A+ axz™, a # 0. Dann
gilt fiir die absteigend geordneten Eigenwerte von A und B

AL(B) > A(A) > Aa(B) > ... > Au1(A) > Ma(B) > M(A), falls a > 0,

und

Beweis. Sei @ > 0. Da B — A = axz! positiv-semidefinit ist, folgt aus dem Satz von
Rayleigh, dass \;(B) > \j(A), 7 =1,...,n. Durch {vy,...,v,_1} sei eine Orthonormalbasis
von (span{z})* gegeben. Definiere

P=1v,...,v,4] € crx(n=1)
Dann ist PP =T € R=Dx("=1 ynd
C:=PYBP = P*(A+ aza™)P = PPAP 4 o||P 2|} = PHAP.
Nach Satz 3.24 gilt
Ni(A) > M(C) > Ajpa(A) und M\(B) > M\(C) > A\ja(B), j=1,....,n—1.
Fir 7 =2,...,n ist somit
Aj(A) < X(B) < Aj-1(C) < Aj-1(A) < Aja(B).
Der Beweis der Aussage fiir a < 0 verlauft analog. [

Wegen der Verwandtschaft der Singuldrwerte mit den Eigenwerten erhélt man folgendes
Resultat.

Korollar 3.26. Sei A =[A,qd] mit A € C™ =1 und a € C™. Dann gilt fiir die Singulir-
werte 0;(A), 0;(A) von A bzw. A

A

o1(A) > 01(A) > 09(A) > ... > 0,_1(A) > 0n(A), fallsm > n,

und

A~

o1(A) > 01(A) > 09(A) > ... > 0n_1(A) > 0m(A) > 0,n(A), falls m < n.

FEin analoges Resultat bei Hinzunahme einer Zeile anstelle einer Spalte erhidlt man durch
Transposition.

Beweis. Zunéachst beobachtet man, dass

Da die Quadrate der Singuldrwerte von A mit den Eigenwerten von A A {ibereinstimmen,
folgt die Behauptung aus (3.5). ]

70



3.2 Einfache Vektoriteration, inverse Iteration und Rayleigh-Quotienten-Verfahren

3.2 Einfache Vektoriteration, inverse lteration und
Rayleigh-Quotienten-Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir einfache Verfahren zur Losung des Eigenwertproblems unter-
suchen. Dazu sei A € C™*" diagonalisierbar, d.h. es existiert V' = [vy,...,v,] mit |[v;]]2 =1
und A = diag(Ay, ..., A\n), [M| > ... > |\,| mit

A=VAV

Einfache Vektoriteration

Vom Konzept her sehr einfach ist die Vektoriteration nach von Mises (engl. power
method) zur Berechnung eines dominanten Eigenpaares, d.h. es gelte

A1l > Ao = ... > A

Gegeben sei xg € C", ||zg||2 = 1. Es wird vorausgesetzt, dass der zu v; gehorende Koefhizi-
ent  in der Darstellung

Ty = Z o; (3.6)
i=1
nicht verschwindet, d.h. a; # 0. Wendet man die Matrix A wiederholt auf xg an, so dominiert
wegen

n n
Akl’o = Z CYZ‘Ak’Ui = Z Oél)\??)i ~ 041>\]1€’U1 (37)
i=1 i=1
das erste Eigenpaar. Um die damit einhergehende sukzessive Vergréferung von AFzg zu
vermeiden, normiert man die Approximation in jedem Schritt.

Algorithmus 3.27 (Vektoriteration nach von Mises).
Input: A € C™*" Startvektor zo € C™ mit oy # 0 in (3.6) und Fehlertoleranz ¢ > 0.
Output: Approximation an den zum dominanten Eigenwert gehérenden Eigenvektor v;.
k= 0;
do {

j’k-{-l = AZEk;

sel oy, das Vorzeichen von Zy, | y;

Thpp1 = Okt

k+1 kakJAHQ’

k=k+1;

} while (||lzg — xp_1ll2 > €);

Satz 3.28. Sei a; # 0 in (3.6). Dann gilt mit q := |Aa|/| M| < 1
(D) |Zxll2 = |M] + O(¢")
(ii) ok = Broalla = O(¢") mit |Bi| =1

fiir k — oo.
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3 Numerische Behandlung von Eigenwertproblemen

Beweis. Aus (3.7) folgt

i >\z k (07
AkiL‘O = )\]fOél(Ul + wk), Wy = Z ()\_1> —U;

i=2 X
mit
lwnlls < ¢ 3 |55 = eq?
Sl ‘ .
Also ist
Ak Mar v+ wy
xk‘ fr— fr—
[ARzolla  [Allaa| [lor + wgll2
——
=:Bk
und somit
V1 + wy, 1
— — - e + —_
||$k 519711”2 ‘ﬂk (||U1+wk||2 Ul) , ||U1+wk||2HU1 Wk U1||U1—|'7~U/<;||2H2
1
— (|1 = .
= o T onlls (‘ [[v1 +wk||2’|\U1H2 + [lwkl2)
Die Behauptung folgt aus
[lvr + wella = 1] = [llvr + willa = [[oal2] < fJwgllz < cq*
und
i‘kJrl = AQZk = )\15]&)1 + O(qk) fir £ — oo.
O
Bemerkung.

(a)
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Die Voraussetzung oy # 0 kann nicht iiberpriift werden. Im Laufe der Iteration wird
jedoch durch Rundungsfehler in der Regel eine Komponente von x; in Richtung v,
entstehen.

Ist A € R™™ hermitesch, so konnen die Vektoren x; € R™ gewahlt werden.

Weil die Eigenvektoren nur bis auf Skalare bestimmt sind, ist die Konvergenz in Richtung
von v; ausreichend.

Sind die m-grofiten Eigenpaare zu berechnen, so lésst sich die einfache Vektoriteration
leicht zur sog. Orthogonalen Iteration verallgemeinern, indem man A simultan auf m-
Vektoren (in Form einer m-spaltigen Matrix ;) anwendet und diese nach jedem Schritt
reorthonormalisiert, d.h. man berechnet eine QR-Zerlegung

Qi1 Re+1 = AQ.

Die Diagonaleintrdge von Ry konvergieren dann gegen die Eigenwerte (mehr dazu in
Abschnitt 3.3). Ist A hermitesch, so konvergiert ferner @) gegen die den m-groften
Eigenwerten zugeordneten Eigenvektoren.



3.2 Einfache Vektoriteration, inverse Iteration und Rayleigh-Quotienten-Verfahren

Beispiel 3.29. Wir betrachten nochmals Beispiel 3.15. Zur Berechnung der Hauptrichtung
einer Punktmenge ist die einfache Vektoriteration das Verfahren der Wahl, weil es dann
besonders schnell konvergiert, wenn die Varianzen in den Richtungen stark differieren. Um-
gekehrt muss das Verfahren bei etwa gleichen Varianzen nicht schnell konvergieren, weil alle
Richtungen gleichberechtigt sind.

Nach der Bemerkung zu Definition 3.11 ist pua(xy) die beste Approximation an A;, falls
A hermitesch ist. Der folgende Satz zeigt, dass pa(xy) in diesem Fall eine deutlich bessere
Approximation liefert als ||z ||2, welches auch nur den Betrag von A\; approximiert.

Satz 3.30. Sei A hermitesch. Dann gilt mit q := |Ao|/|\1] < 1

lalzr) — M| = O(¢*).

Beweis. in den Ubungsaufgaben. O]

Inverse lteration

Die einfache Vektoriteration erlaubt nur die Berechnung eines dominanten Eigenpaares. Oft
sind aber gerade die betragsméfig kleinsten Eigenwerte oder Eigenwerte in der Mitte des
Spektrums von besonderem Interesse.

Beispiel 3.31 (Partitionierung von Graphen). Sei G = (V, E) ein einfacher, ungerich-
teter Graph mit n Knoten und Ag € R™*™ dessen Adjazenzmatrix. Die Matrix

L¢ := diag(deg vy, ..., degv,) — Ag

wird als Laplace-Matrix von G bezeichnet. L¢ ist positiv-semidefinit und Y77, (La)i; = 0,
1=1,...,n.

Sei V=V U Vy, |Vi| = |V4], eine Partition der Menge der n Knoten V' und x € R™ der
Vektor mit den Komponenten

1, falls v € V)
Ty 1=
—1, fallsv e Vs,

Dann gilt (siche M. Fiedler, 1975) fiir die Anzahl der Kanten C' zwischen V; und V;
1
|C] = ZZCTLGZ'- (3.8)

Sucht man also eine Partitionierung mit moglichst kleinem Kantenschitt, so ist der Aus-
druck (3.8) unter der Nebenbedingung

v'er=n, 2"1=0, 2, € {~-1,1}, 1:=
1

zu minimieren. Hierbei handelt es sich um diskretes, NP-vollstandiges Optimierungsproblem.
Ein Ausweg besteht in der Betrachtung des kontinuierlichen Optimierungsproblems

f(2) := 2" Lgz — min
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mit der Nebenbedingung 27z = n, 2 € R® und 271 = 0. Wegen Lgl = 0 ist \, =
der kleinste Eigenwert von Lg mit Eigenvektor w, := 1. Ferner existieren weitere n — 1
Eigenvektoren, die {uy,...,u,} zur Orthonormalbasis von R™ werden lassen. Sei z € R" in
dieser Basis dargestellt, d.h.
Z = Z QUy;.
i=1
n—1

Wegen 0 = zTu,, = «,, verschwindet a,. Ferner folgt aus n = 272 = i1 az, dass

TL n
ZTjZ:_ZAO‘Z = Z

Die Partitionierung erfolgt deshalb unter Verwendung des zu \,_; gehoérenden Eigenvek-
tors u,_1 (sog. Fiedler-Vektor).

Betrachtet man A~" anstelle von A, so fillt auf, dass A;* der dominante Eigenwert von A™!
ist, falls 0 # |A\,| < |\n_1]. Durch Ubergang zur Inversen kann also auch der betragskleinste
Eigenwert von A berechnet werden. Diese Vorgehensweise bezeichnet man als Inverse Ite-
ration nach Wieland. Um innere Eigenwerte mit Hilfe der Vektoriteration zu bestimmen,
sei € C eine Zahl, die in der Néhe eines isolierten Eigenwerts \; liegt, d.h.

(A =l <|Aj—nl, J#4

Dann ist (A; — ) ™! der dominante Eigenwert von (A—uI)~" und die einfache Vektoriteration
fiir die Matrix (A — uI)™!, die sog. Inverse Iteration mit Shift, konvergiert gegen das
Eigenpaar ((A\;—u) ™!, v;) von A. Der Konvergenzfaktor ist dabei ¢ := max;; |\ — p|/|A\; — pl.

Algorithmus 3.32 (Inverse Iteration).
Input: zo € C" mit o;; # 0 in (3.6), u Approximation an \; und Toleranz & > 0.
Output: Approximation an den zum Eigenwert )\; gehérenden Eigenvektor v;.
k =0;
do {
16se (A — pl)Tpy1 = ;
sei o, das Vorzeichen von ikHﬂxk;

k+1 o

Le+1 = Ok Toxsall2?

k=k+1
} while (||a:k — 1|2 > €);

Man beachte, dass in jedem Schritt der Iteration ein lineares Gleichungssystem (mit der-
selben Matrix) gelost werden muss. Hierfiir bietet sich eine vorgeschaltete LR-Zerlegung
von A — pl an.

Rayleigh-Quotienten-Verfahren

Die Konvergenz der Inversen Iteration kann durch Adaption von p beschleunigt werden. Ist
A hermitesch, so wissen wir aus Satz 3.30, dass der Rayleigh-Quotient von z;, schnell gegen
den groften Eigenwert konvergiert. Das folgende Rayleigh-Quotienten-Verfahren ist die
Kombination aus Inverser Iteration und der Approximation des Eigenwerts mit Hilfe des
Rayleigh-Quotienten.
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Algorithmus 3.33 (Rayleigh-Quotienten-Verfahren).
Input: A € C"*" Naherung zo, ||zo||2 = 1, an einen Eigenvektor und Toleranz ¢ > 0.
Output: Approximation an néchstgelegenes Eigenpaar.
k= 0;
do {

i1 = Tf Azy;

if A — pyy1! singulér then

bestimme Tp1 aus (A — pip411)Tpi1 = 0;

T — _Zkt1 .
b+l = Nzesall2’
break;
else
lose (A _~,U/k+1f)a~7k+1 = Tk,
T — Tkl .
k+1 lZr+1ll2”
k=k+1;

} while (||Zx||2 nicht zu grof);

Man beachte, dass hier in jedem Schritt ein lineares Gleichungssystem mit einer neuen
Koeffizientenmatrix gelost werden muss. Durch die Adaption von p konvergiert das Verfahren
aber superlinear.

Satz 3.34. Sei A hermitesch und (po, zo) eine ausreichend gute Approximation an ein Ei-
genpaar (A, v) von A. Dann konvergiert {q.} aus Algorithmus 3.33 kubisch gegen X, d.h. es
existiert ein ¢ > 0 mit

|:U’k+1_/\| §C|:uk_A|37 k:071727"'

Beweis. Es bezeichne \ den Eigenwert von A, der den kleinsten positiven Abstand zu A hat.
Wir zerlegen

Tpo1=Yp-1+ 21 mit Ay 1 =Ayx1, 2p-1 L Yk, (3.9)
mit dem Anteil y,_; im Eigenraum zu A und dem Anteil z;_; in den anderen Eigenrdumen.
Wir nehmen zunéchst an, dass

1 1 1 .
lzr-1lle < Slloe-allo = 5 und | — Al < §|)\ — Al =

5 min |\ — \|. (3.10)

1
3 Aes(\(A)
In diesem Fall ist fiir A € o(A) \ {\}

N - 2 . 2 .
A= bk 2 A=Al = e = Al 2 SIA = Al 2 A= AL (3.11)

Es gilt
(A= M)y
|13

und Einsetzen von 7y, = (A — pI) " 'ay_; ergibt mit B := (A — p 1) (A — 1)~ = BH

T
e = Al = 2l Ay — A = [l (A = AD)ay| = |

: (3.12)

i B(A— X))z,

s — A = | (3.13)
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Wegen (3.9) gilt auch Byp_1 = |pur — A 2yr_1 L 2zx_1 und daher

Th Brpoy = | — A Py 3 + 21 Baeo1 = e — A 72 w1 |l3

(,1
> | = A 72 (|we-1llz = [|26-1]l2)” —|Nk — A2

Andererseits ist wegen (A — AI)yx_1 = 0 und der Orthogonalitét
27\ B(A — M) x| = |28, B(A = A)zp_1| = |2 | B(A — M)z,
Mit A = VHAV und der Diagonalmatrix I' € C**" mit I'’T"' = A — A\I erhilt man
|2f  B(A = XDz | = |(TV 2z ) (A — pup D) ™5 (A — p )7 TV 25,4

< max A — g el (A = Az
Seo (AN

51] 9

—P\ A7 iy (A = A ap-|

(3.12 )
= Z|/\ — A2 = Al

Aus (3.13) ergibt sich daher insgesamt

9 |k — Al 2 _ oI\ -2 3
[ks1 — Al < 15— )\|24|Mk—>\| = 9IA = A7 — A"
Wir miissen noch zeigen, dass (3.10) gilt. Dazu sei zy so gewéhlt, dass diese Annahme fiir

k =1 wahr ist. Angenommen, sie gilt fiir ein £ € N. Dann ist

. \ — 1 .
ki1 — Al S9N = A7 <¥> §|)‘ Al.

Ferner gilt

- _ 1 _
T = (A — ) Yoy = P Yk—1 + (A — g l) Yo
— Uk

Sei zp = (A — pI) " 12;,_;. Dann ist wegen

B . (3.11) 3 . . (3.10) 1 .
1Zellz = (A = pD) " znallz = 5IA = AT lzealla <0 5 lae = AT l2r-a )2

der Anteil von 2, = Z/||Zk||2 an xp sogar noch kleiner als der von z;_; an x;_;. Es gilt
namlich wegen ||Z1||s > |ux — A7, dass

A

1Zxll2 —

< ik = Al 2]z < —||Zk ill2 <

no
]

Izkll2 =

O

Bemerkung. Algorithmus 3.33 kann auch bei nicht-hermiteschen Matrizen verwendet wer-
den. Man kann zeigen, dass die Konvergenz dann lokal quadratisch ist.

3.3 Das QR-Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir ein Verfahren vorstellen, das alle Eigenpaare einer Matrix
A € C™*™ berechnet.
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Algorithmus 3.35 (QR-Verfahren).
Setze k =0 und Ay = A;
do {
berechne QR-Zerlegung von Ay = QRy;
setze Agi1 = RpQy;
k=k+1;
} while (A keine obere Dreiecksmatrix);

Lemma 3.36. Die Matrizen aus Algorithmus 3.35 besitzen die Eigenschaften
(i) Apy1 = QF AkQy, k > 0;
(i) A= XA X mit X, := QoQ1...Qx_1, k > 1;

(iii) A* = XUy mit Uy, := Ry ... Ry Ry, k > 1.

Beweis.
(i) Nach Konstruktion gilt A, = RiQr = QF(QrRi)Qr = QH ArQy.
(ii) folgt sofort aus (i) wegen Ay = A.

(iii) Fir & = 1 ist die Behauptung gerade durch die erste QR-Zerlegung A = Qo Ry gegeben.
Der Induktionsschritt & — k£ 4 1 folgt aus

QuRi = A, € X AX,
und der Induktionsannahme X Upy1 = Xp(QrRp)Up, = AX Uy, = AFL

Bemerkung.

(a) Wegen Lemma 3.36 (i) sind alle Matrizen Ay dhnlich zueinander und besitzen daher
dieselben Eigenwerte. Weil sie sogar unitar dhnlich sind, ist der QR-Algorithmus stabil.

(b) Anstelle der QR-Zerlegung kann man auch die LR-Zerlegung verwenden:
berechne Ay = LRy und setze Ay, := RiLy.
Das ist das Rutishauser-Verfahren, welches allerdings instabil ist.
Wegen Lemma 3.36 (iii) hat man
Ak@l = XpUrey = (Uk)nXkel = (Uk)nxﬁ’“).

Weil A%e; (bis auf Normierung) als Ergebnis von k Schritten der einfachen Vektoriteration

zum Startwert xo = e; aufgefasst werden kann, konvergiert die erste Spalte xgk) von Xy, der

Richtung nach gegen den Eigenvektor zum betragsgrofiten Eigenwert ;. Daher gilt
Aper = XFPAXper = XAz ~ A\ X 2™ = Aey,
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d.h. A, hat ndherungsweise die Gestalt

)\1 % *
0 = ... =

Lemma 3.36 (iii) zeigt auch, dass das QR-Verfahren als Verallgemeinerung der Orthogonalen
Iteration (siehe Seite 72) interpretiert werden kann.
Ist A invertierbar, so gilt

(Up)mneT A™F = B A% = X = (1)
Daher ist 2" das Resultat von k Schritten der Inversen Iteration fiir AX , und es gilt

Alfe, = XF AT Xye, = XTAT2® =\, X2 = N e,.

Zusammen mit der ersten Beobachtung ergibt sich

Al ox .. %
Ak% O

S

0 ... 0 M\,

Als Verallgemeinerung der letzten Beobachtung werden wir im Folgenden zeigen, dass der
untere linke (n — p) x p-Block Aé’i) von

A(k) A(k) .
A= |TL a2 AR e o, (3.14)
Ay Ay
gegen Null konvergiert, falls
M| > [Ae] = o > A > A =0 > A (3.15)

In jedem Schritt verringert sich dabei die Grofe der Eintrdge um den Faktor |A,i1|/|A,|-
Hieraus folgt sofort, dass bei paarweise betragsverschiedenen Eigenwerten, d.h. p durchlauft
hier die Menge {1, ...,n—1}, das QR-Verfahren gegen eine obere Dreiecksmatrix konvergiert.
Fiir den Konvergenzbeweis nehmen wir im Folgenden an, dass eine regulare Matrix V' € C"*"
existiert, so dass

(i) die p-te Hauptabschnittsmatrix von V! regulir ist;

(i) es gilt
Ay O
0 Ay

und O'(Al) = {)\1, ce ,)\p}, O'(AQ) = {)‘p-I—la . ~7/\n}-

A=VAV™! mit A= { } . Ay € CPRP, (3.16)

Bedingung (i) ist eine Verallgemeinerung der Voraussetzung bei der Vektoriteration, dass
der Startvektor nicht eine Linearkombination der {ibrigen Eigenvektoren ist.
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Lemma 3.37. Die p-te Hauptabschnittsmatrix von V=1 ist genau dann regulir, wenn

span{er, ..., e,} Nspan{vpi1, ..., v, = {0}.

Daher besitzen die Spalten vy, ...,v, von V Komponenten in Richtung der ersten p kanoni-
schen Vektoren.

Beweis. Der Vektor x € C™ gehort genau dann zu span{es, ..., e, } Nspan{vyi1, ..., v, }, d.h.

p n
=Y a5 =Y B
j=1 Jj=p+1
mit Koeffizenten o, 3; € C, wenn
p n
Ve = E a; Ve = g Bje;.
j=1 j=p+1

Ein solches x # 0 gibt es genau dann, wenn die p-te Hauptabschnittsmatrix von V! ver-
schwindet. O

Als Néchstes analysieren wir einen Schritt des QR-Verfahrens.

Lemma 3.38. Die Matrix Ay erfiille (3.16). Weiter sei

f(A)) =QR, A1 =Q"AQ

mit () unitdr, R obere Dreiecksmatrix und einem Polynom f. Sind die Matrizen Ay und A,
wie in (3.14) zerlegt und sind F; := f(Ay) und F; := f(Ay) regular, so gilt

IAS |12 < (1 + c20) 20 ASY |2,

wobei ¢ := || Fy||2||Fy |2 und die Konstanten ¢y, cy > 0 nur von p und V abhéngen.

Beweis. Wegen (3.16) ldsst V! die folgende Block-LR-Zerlegung zu

Vi=LU mit L:= [L]p 101 und U = [UO” g”}, Uy € CP¥2,
21 n—p 22

Die Matrizen L und U sind regulédr und ihre Inversen besitzen dieselbe Struktur

I 0 Ut —US URU
-1 p -1 _ 11 11 Y12V 22
L = [_L21 [np} und U™ = [ 0 Uy ] .

Mit der Block-Diagonalmatrix F := f(A) sieht man wegen
Q= f(A)R'=VFV'R'=VFLUR™
leicht, dass

A =Q A Q = (RUTLT'F YW HYVAV YVFLUR ™) = RUT'L'ALUR™
=RU'FYFL'ALF Y FUR™.
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Weil sowohl Q = V(FLF~Y)(FUR™) als auch Q! unitér sind, folgt
IFURT 2 < [V RIFLT F 2 und  [[RUTTEH o < [VI[o[FLE 2.
Wegen

I

0 0 0
FLF™' = P =TI+ -
{FQLHFI ! [n_p} [FnglFl ! 0]

erhalt man
IFLF Yo = 1+ | FaLaoy F o 1+ | Laallag und  [[FLTUF7Y| < 14 || Lo 2
auf analoge Weise. Wir betrachten nun die Block-Zerlegung

F(L'AL)F~ = { FAF 0 } .

FQ(L_IAL)QlFfl FgAgF{l
Aus L7*AL = UAGU folgern wir (L AL)y; = Upn AU, woraus man
_ - 0
|(Z7 ALl < |Uzll2 | U3 4571
erhilt. Weil RUT'F~! und FUR™! obere Block-Dreiecksmatrizen sind, folgt schlieRlich

0 0

(L ALY F " 0 < o1 (14 20) 0l A5 2.

2

1AR ]2 = HRUlFl [F } FUR™
2

wobei ¢ := [[V]2||[V 7 2l|Uszll2| U7 |2 und 2 = || Lo |2 O

Satz 3.39. Fiir A € C"*" reguldr gelte (3.15) und (3.16). Dann erzeugt das QQR-Verfahren

Matrizen Ay, so dass in der Darstellung (3.14) gilt
14002 < ela) ¢, k=12,...

fir alle ¢ € R mit |A\p1|/|Mp] < ¢ < 1.

Beweis. Nach Lemma 3.36 gilt mit f(z) := ¥

flA) = XU, Ap = XTAX,.

Daher kénnen k Schritte des QR-Verfahrens als ein Schritt fiir die Matrix A* interpretiert
werden. Nach Lemma 3.38 hat man

k _
1AS 12 < cl| A5 lla]|AT¥l2.

Die Behauptung erhélt man aus der Beobachtung, dass fiir beliebiges 6 > 0 und gentigend
grofse k gilt
1A31l2 < (Apsal +0)%, IAT 2 < (1A +6)".
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Korollar 3.40. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.39 und bei diagonaler Matrix A gilt

A k
1A, < ¢ P . k=1,2,...
|Apl

Korollar 3.41. Sei A € C™" diagonalisierbar, d.h. A = VAV~ A = diag(\i,..., \n)
mit [A\| > [Xo] > ... > |\,| > 0. Sind alle Hauptabschnittsmatrizen von V! regulér, so
konvergiert das QQR-Verfahren gegen eine obere Dreiecksmatrix. Die Diagonaleintrage (Ay)i;
konvergieren mindestens linear gegen die Eigenwerte \;, 1 = 1,...,n.

Bemerkung. Die Folge { A} konvergiert nach Lemma 3.36 im Fall betragsméhig verschie-
dener Eigenwerte also gegen eine Schur-Zerlegung von A. Treten Eigenwerte gleichen Be-
trags auf, z.B. konjugierte Eigenwerte reeller Matrizen, so konvergiert { Ax} gegen eine obere
Blockdreiecksmatrix. Die Grofe der Diagonalblécke entspricht nach Satz 3.39 der Anzahl
der Eigenwerte gleichen Betrags.

Konvergenzbeschleunigung durch Shifts

Die Konvergenzgeschwindigkeit des QR-Verfahrens hiangt von der Gréfse der Quotienten
|Aps1l/|1Ap] ab. Ist |[A,41] = |A,], so konvergiert das Verfahren nur langsam. Die Konvergenz
kann durch Shifts A — A — pl beschleunigt werden, indem die beiden Eigenwerte néher an
die Null geschoben werden, um |A,+1 — | /|, — | zu verkleinern. Im folgenden Algorithmus
sei {fx} eine Folge von Polynomen, d.h. wir betrachten nicht nur einfache Shifts sondern
sog. Multishifts.

Algorithmus 3.42 (QR-Verfahren mit Multishift).
Setze k =0 und Ay = A,
do {

berechne QR-Zerlegung von fi(Ax) = QrRx;

setze Agy1 = QI ApQx;
k=Fk+1;
} while ([|AS)[|2 zu grok);

Als Verallgemeinerung von Lemma 3.36 erhélt man
Lemma 3.43. Fiir k > 1 gilt
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Beweis. Die erste Aussage ist offensichtlich. Um die zweite Aussage induktiv zu beweisen,
erkennen wir, dass k = 1 genau der ersten QR-Zerlegung entspricht. Daher nehmen wir an,
dass sie fiir ein k € N gilt. Dann folgt aus der Induktionsvorraussetzung

XiUrir = Xu(QuRe)Ux = Xefil A)Ui = fil Xe AKX XiUx 2 fi(A) XiUy
k—1 k
= [ [ f(a) = ] ().
=0 1=0

]

Bemerkung. Die Konvergenzanalyse des QR-Verfahrens kann leicht auf das QR-Verfahren
mit Shift iibertragen werden, weil Lemma 3.38 bereits allgemeine Polynome beriicksichtigt.

Im folgenden Satz werden wir die Konvergenz fiir einen speziellen Multishift, dem sog.
Rayleigh-Shift
fk = XASSM
untersuchen. Dabei bezeichnet x ,x das charakteristische Polynom des rechten unteren
22

Blocks Ag;) von Ay in der Darstellung (3.14).

Satz 3.44. Sei A diagonalisierbar, d.h. es gilt Ay = diag(\1, ..., \,), Ao = diag(Aps1, ..., An)
in (3.16) mit |\,41| < |\,|. Angenommen, das QR-Verfahren mit Rayleigh-Shift fj, := x A0
konvergiert, d.h.

e = [ 432 = 0,

dann ist die Konvergenz quadratisch, d.h. es existieren ¢, c > 0, so dass fiir e, < § folgt

Err1 < ¢ gi.

Beweis. Betrachte einen Schritt von Algorithmus 3.42
fiu(Ar) = QrRr, und Ay = QF AxQy.
Aus Lemma 3.38 folgt

erp1 < cerifr,  an = [[f(A2)ll2, Br = [[(fe(A1) " [la-

Seien si,...,s,_, die Eigenwerte von Ag;). Mit

0 0
E =
{—Aé’? 0}

gilt nach dem Satz von Bauer-Fike (Satz 3.16) angewendet auf Ay und Ay + E

min A — XA+ E)| <cond(V)eg, i=1,...,n.

J=1

Weil die Eigenwerte von Ay + E durch die Eigenwerte von Ag'? erganzt um die Eigenwerte
von Ag;) gegeben sind, folgt fiir gentigend kleine 5, nach dem Satz von Gerschgorin

min |\ — 8| <cond(V)er, j=1,...,n—p.
-p

i=1,...,n
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Daher gilt
n—p
|fk()\P+j)| = H()\erj_Si) Sclgka j:17"'>n_p7
=1
und
n—p
|fk(>\])’: H()\j—s,) ZCQ>O, j:17...,p,
i=1
wobei ¢, co > 0 nicht von k abhéngen. Hieraus folgt oy < ci6 und f < ¢ L O

Bemerkung. Ist A hermitesch, so kann sogar kubische Konvergenz nachgewiesen werden.

Gilt [A,| < A1, so konvergiert nach Satz 3.44 das QR-Verfahren mit Shiftpolynom
fr(x) =2 — alf) quadratisch. Als noch besser hat sich die Strategie herausgestellt, bei der

n,n

der rechte untere 2 x 2-Block

(k) k
B = an—l,n—l an—l,n
=W )
n,n—1 n,n

von A zur Bestimmung des Shifts herangezogen wird. Dazu wahlt man fi(x) = x — g,
wobei p derjenige Eigenwert von B ist, der am néchsten bei agf,)@ liegt. In beiden Fallen
konvergiert {Ax} schnell gegen

*
k—o00 *
0 ... 0]\

Anschliefsend kann man mit der Anwendung des QR-Verfahrens auf die kleinere Matrix C'
fortfahren (— sog. Deflation).

Praktische Realisierung des QR-Verfahrens

Weil QR-Zerlegung und Matrix-Multiplikation von allgemeinen Matrizen O(n?®) Operationen
bendtigen, ist das QR-Verfahren sehr aufwéndig. Der Aufwand kann erheblich reduziert
werden, wenn die Matrix A vorab durch unitire Ahnlichkeitstransformationen in Hessenberg-
Form gebracht wird.

Matrizen A € C™*" kénnen beispielsweise mit Hilfe der Householder-Transformation (siche
Abschnitt 1.2.1) auf Hessenberg-Form gebracht werden. Anders als bei der QR-Zerlegung
missen hier Transformationen allerdings von links und rechts auf A angewendet werden.
Wir stellen das Vorgehen schematisch dar (4/# verdnderter bzw. unverénderter Eintrag):

ko ok ok ok * ok ok ok * + 4+ 4+
U L TS + 4+ | @ |[x + + +
* kK ok + 4+ + + + +
S |+ + + + 4+ +
_>l<>|<>l< * % 4+ 4+

Qo o x| QF |k ox + +

+ + + * 4+ +

I + + + +
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Die Reduktion auf Hessenberg-Form benétigt O(n3) Operationen. Ist A hermitesch, so ist
die resultierende Matrix eine hermitesche Hessenberg-Matrix und somit tridiagonal.

Bemerkung. Man beachte, dass wegen der symmetrischen Anwendung der Householder-
Transformation von links und von rechts hierdurch keine obere Dreiecksstruktur erzielt wer-
den kann. Die Multiplikation von rechts zerstort diese sofort wieder:

ko kk + + + + + + + +
I L I/ + + +| o |+ + + +
= — —_—

* ok ok ok + + + + + + +

£ ok kK + + + + + + +

Wiire es im Allgemeinen moglich, mittels Ahnlichkeitstransformationen eine obere Dreiecks-
struktur zu gewinnen, so hatten wir die Eigenwerte durch eine endliche Anzahl arithmetischer
Operationen gefunden, was einen Widerspruch zum Abel-Ruffini-Theorem darstellt.

QR-Verfahren fiir Hessenberg-Matrizen
Die Effizienz des QR-Verfahrens wird dadurch gesteigert, dass die in jedem Schritt

f(Ho) = QR, H :=Q"HoQ

des QR-Verfahrens die Hessenberg-Struktur ausgenutzt werden kann. Fiir Hessenberg-Ma-
trizen Hy kann jeder QR-Schritt mit O(n?) Operationen realisiert werden. Wie wir sehen
werden, ist ferner H; wieder eine Hessenberg-Matrix.

Fiir die Berechnung der QR-Zerlegung von f(Hj) gehen wir davon aus, dass f ein Polynom
ersten Grades ist. Dies ist deshalb moglich, weil sich jeder Multishift als Folge von einfachen
Shifts darstellen ldsst. Dann ist auch f(Hj) eine Hessenberg-Matrix.

Beispiel 3.45. Betrachte den Multishift f(x) = (z — p2)(z — ). Sei QR = Hy — 11 und
QR = Hy — pol mit Hy := Q% Hy(). Wegen

— A

f(Hy) = (Hy — pol)(Ho — pn1) = (Ho — p2) QR = Q(Ho — o) R = (QQ)(RR)

lasst sich der Multishift durch zwei einfache Shifts darstellen.

Wir haben aber im Zusammenhang mit dem GMRES-Verfahren in Abschnitt 2.3 die
Givens-Transformation kennengelernt, die Eintrége selektiv zu Null transformieren kann.
Dann eliminert G™"=1 . . G2V die Eintrige unterhalb der Diagonalen von f(Hy). Wir
veranschaulichen dies wieder fiir n = 4:

* ok ok ok + + 4+ + * ok ok % * ok ok %

F(Hy) = * % % x| @@, + 4+ 4| c62. + + 4| gwus3. * % ok
ko ok ok ko ok ok + <+ + <+

* %k * % * ok +

n ¢

Die Anzahl der Operationen zur Berechnung der QR-Zerlegung
f(HO) = QR, @ = (G(n,nfl) . G(2’1)>H,

ist von der Ordnung n?.
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Wir zeigen noch, dass H; = Qf Hy() wieder eine Hessenberg-Matrix ist. Dies folgt aus
der Eigenschaft von Matrizen mit m unteren Nebendiagonalen, dass die Summe solcher
Matrizen m Nebendiagonalen und das Produkt 2m Nebendiagonalen besitzt. Ist ndmlich
Hy eine Hessenberg-Matrix, so besitzt Q = f(Hy)R™' im Allgemeinen g Nebendiagonalen,
wobei g den Grad des Polynoms f bezeichnet. Wegen

f(Hy) = Q" f(Hy)Q = RQ

hat f(H;) hochstens g Nebendiagonalen. Daher kann H; héchstens eine Nebendiagonale
besitzen. Die Berechnung von H; benétigt ebenfalls nur O(n?) Operationen.

Bemerkung. Wir haben bereits bemerkt, dass Hy tridiagonal ist, falls A hermitesch ist.
Eine QR-Zerlegung einer Tridiagonalmatrix kann mittels Givens-Rotationen mit O(n) statt
O(n?) Operationen durchgefiihrt werden. Weil die Eigenwerte von hermiteschen Matrizen
reell sind, kann das QR-Verfahren ferner in reeller Arithmetik durchgefiihrt werden.

Zur Berechnung der Eigenvektoren kénnen wir die Transformationsmatrizen () entweder
in der Schur-Zerlegung A = QRQ" akkumulieren oder sie per Inverser Iteration bestimmen.
Letztere Vorgehensweise hat den Vorteil, dass die Eigenvektoren selektiv berechnet wer-
den kénnen und die Transformationsmatrizen nicht gespeichert werden miissen. Man sollte
allerdings die Transformation P auf Hessenberg-Form A = PH P speichern und die Eigen-
vektoren von H bestimmen. Die auftretenden Inversen (H —ul)~! kénnen sehr viel effizienter
berechnet werden (z.B. mittels QR-Zerlegung nach Givens) als (A — uI)~!. Die resultieren-
den Eigenvektoren miissen dann noch mit P transformiert werden. Aus der Schur-Zerlegung
A = QRQ" konnen die Eigenvektoren von A dadurch bestimmt werden, dass zunichst
(R — X\iI)v; = 0 mittels Riickwértssubstitution gelést und dann v; mit ¢ multipliziert wird.

Berechnung der Singularwertzerlegung

Nach Satz 1.25 kénnte man zur Berechnung der Singulédrwerte von A € C"™*" m > n, die
Eigenwerte von A A mit Hilfe des QR-Verfahrens bestimmen. Dies ist wegen der hohen Kos-
ten beim Aufstellen von A¥ A und der damit verbundenen Quadrierung der Konditionszahl
in der Regel nicht empfehlenswert.

Beispiel 3.46. Sei ¢ > 0 so gewdhlt, dass 1 + ¢ =1 (in Gleitkommaarithmetik). Fiir

1 1
A=|0 E| st AHA:[lleE 1;}%1 ﬂ
Ve O

Die Eigenwerte von A# A wiren 0 = 2, 02 = 0. Tatséichlich hat A den Rang 2 (auch in
Gleitkommaarithmetik) und die Singuldrwerte sind /e, /2 + €.

Vorteilhafter ist es, die Singularwerte von A direkt aus den Eintrédgen von A zu bestimmen.
In Analogie zur Invarianz von Eigenwerten unter Ahnlichkeitstransformation werden die
Singuldrwerte durch Multiplikationen von A mit zwei unitdren Matrizen P, () von links und
rechts nicht veréindert. Denn ist A = ULV eine Singulirwertzerlegung, so ist auch

PAQ" = (PU)R(QV)"

eine Singularwertzerlegung von A. Daher kann A durch sukzessive Anwendung zweier un-
abhéngiger Householdertransformationen auf Bidiagonalgestalt gebracht werden. Wir zeigen

85



3 Numerische Behandlung von Eigenwertproblemen

die Vorgehensweise wieder schematisch:

kokook K + 4+ + + I * K
kook ok X + + + i + + + + +
I e I N I S i + o+
ook ok X + + + + + + + +
Kook ok X + + + + 4+ + + +
* * x *
+ * ok
Qi Ps- Py
— + 4+ — + + — *| = B
+ + + +
+ + +

Die Anzahl der Operationen betrigt O(n?*m). Die Singulirwerte der Bidiagonalmatrix B
konnen dadurch bestimmt werden, dass das QR-Verfahren auf die Tridiagonalmatrix B” B
angewendet wird. Aus Genauigkeitsgriinden ist es allerdings vorteilhafter, B direkt zu be-
trachten. Dafiir verweisen wir allerdings auf Kapitel 8.6 in Golub & Van Loan, Matriz Com-
putations, 1996.

3.4 Das Lanczos-Verfahren

Das QR-Verfahren berechnet alle Eigenwerte einer Matrix und benétigt dafiir einen kubi-
schen Aufwand. In vielen Anwendungen (z.B. gewohnliche und partielle Differentialgleichung-
en) ist man einerseits an nur wenigen Eigenwerten (meistens die kleinsten oder grofsten)
interessiert und andererseits sind die auftretenden Matrizen grofsdimensioniert. Weil solche
Matrizen aber oft schwachbesetzt sind, ist man an Verfahren interessiert, bei denen A nur
durch Multiplikation mit Vektoren eingeht. Ein Beispiel dafiir ist die in Abschnitt 3.2 vorge-
stellte Vektoriteration nach von Mises. Damit konnte jedoch ausschlieflich der Eigenvektor
zu einem dominanten Eigenwert berechnet werden. Mit dem im Folgenden vorgestellten
Lanczos-Verfahren konnen auch weitere Eigenwerte berechnet werden. Zudem erhalten wir
eine bessere Approximation an den grofsten Eigenwert als mit Hilfe der Vektoriteration.

Sei A € K™ hermitesch mit Eigenwerten A\; > ... > A\, und zugehorigen orthonormalen
Eigenvektoren vy, ..., v,. Dann sind die extremalen Eigenwerte genau die Extremalwerte des
Rayleigh-Quotienten

1 Ax o Ax

Al = max und A, = min )
zekn\{0} iz zeknm\{0} xHx

Anstelle die Maximierung bzw. Minimierung des Rayleigh-Quotienten iiber den gesamten K"
werden wir diese nur iiber dem Krylov-Raum (siche Abschnitt 2.1)

KCi(A, 20) := span{zg, Az, A%z, ..., AF Tz}, xo #0,
durchfithren. Dazu wéhlen wir eine Orthonormalbasis {wy, ..., wy} von K (A, zo) und setzen
W, = [’LUl, R ,wk] € K™*F,

Die Projektion
Ay = WHAW, € RF*#
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von A auf den Krylov-Raum (A, o) ist eine hermitesche, reelle Tridiagonalmatrix mit
positiven Nebendiagonaleintragen. Mit

~ Ak
A, — c R(k+1)><k
g {Bkﬂeﬂ

gilt dann AW, = Wkﬂflk.
Fiir die Eigenwerte ng) > .2 Ql(f) von Ay gilt nach Satz 3.13

H H H
v Ay A (Wiy)® AWiry) ! Ax <

Q(k): max = = max
Loy vy yexinjoy Way)H(Wiy)  aeku(Aao\fo} oH

und analog

H
o) = min v~ Ay > A\
yeki\{oy Yy
Bemerkung. Nach der Bemerkung zu Satz 2.8 wissen wir bereits, dass Py := W, W}H ein
orthogonaler Projektor auf

Ran P, = Ran W), = KCx(A, o)
und A die Darstellung der Projektion
P AP, = WWHIAW W = W, AW

von A auf ICx(A, zo) bzgl. der Basis {wy,...,wg} ist. Je groker der Unterraum Ran Py ist,
desto besser approximiert W, A, W/ die Matrix A und damit 03(@) die Eigenwerte \;.

Diese Idee der Projektionsverfahren oder Ritz-Verfahren ist nicht auf Krylov-Rdume
beschriankt. Wie wir im Abschnitt 2.1 gesehen haben, erlauben Krylov-Raume allerdings
eine einfache Berechnung der Orthonormalbasis Wj. Weil die Eigenwerte Hj(»k) durch Pro-
jektion entstehen, bezeichnet man sie auch als Ritz-Werte. Diese kénnen mit Hilfe des
QR-Verfahrens angewendet auf die (kleine) Tridiagonalmatrix A; € R*** effizient bestimmt
werden.

Der folgende Satz beschreibt den Approximationsfehler \; — ng).

Satz 3.47. Es bezeichnen ng) > ... > 9,(:6) die Ritz-Werte von A. Dann gilt

(A1 — A) tan®(¢1)
TI?—I(Z“ —-1)

Az 0 = -
mit dem Tschebyscheff-Polynom Ty _1, pt == (A — ) /(A2 — A\n) und cos(¢y) = v xg|/]|z0]|2-

Beweis. O.B.d.A. sei ||zg|]2 = 1. Wegen Kk (A, zo) = span{p(A)zo, p € I_1} gilt
o o A (p(A)r) " Alp(A)zy)
1

= max = .
veki(Azo\0y xHx  perty ) p(A)moz0 (p(A)xo)H (p(A)zo)

Mit der Darstellung von xq in der Orthonormalbasis {vy, ..., v,}

n
Tog = ;04 Q; ‘= V; Xo,
=1
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3 Numerische Behandlung von Eigenwertproblemen
folgt
(p(A)zo)" Alp(A)we) = D il ’p* (M)A und  (p(A)wo)” (p(A)wo) = D el p* (M),
=1 =1

Somit gilt

(p(A)0)" A(p(A)o)
(p(A)zo) " (p(A)0)

Doima laifp* (M) (M — \)
2 it lea?p* (i)
no12,20)
> = (= M) 2 L)
a1 p* (A1) + D202, |aap?(N)
Fiir eine moglichst scharfe Abschidtzung miissen wir ein Polynom p € II;_; einsetzen,

das innerhalb des Intervalls [A,, o] moglichst klein ist. Wir wéhlen das transformierte
Tschebyscheff-Polynom (siehe Abschnitt 2.3.1)

T — A\
p(z) =Ty (2>\2 e 1) :

Dieses erfiillt [p(z)] < 1 fiir @ € [\, A2]. Wegen >0 | |au|* = ||lz0]|3 = 1 gilt dann

L= 1— P
S Lo B VS W .
POy - M T MR e =

— A\ —

0% > A — (A — An)

Die Behauptung folgt aus

1—|oy|? 1= cos®(¢1) _ sin”(¢1)
> cos?(¢1)  cos?(d)

= tan2 (gbl) .

Wendet man Satz 3.47 auf —A an, so erhilt man

Korollar 3.48. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.17 gilt

(A1 — \,) tan?(¢,,)

A, <0 <, +
: Ti (2 —1)

mit ' = (A1 — A\n) /(A1 — A1) und cos(¢y,) = |vExol/||zo]|2-

Bemerkung.

(a) Weil der Krylov-Raum Kj(A, zy) den Vektor A*~ 'z, enthilt, ist durch den betrags-
groften Eigenwert von A, = WH AW, eine bessere Niherung an den betragsgroften
Eigenwert von A gegeben als durch den Rayleigh-Quotienten zu A* 1z /||A* ||y der
Vektoriteration nach von Mises.

(b) Auch die iibrigen Ritz-Werte konnen als Ndherung an die Eigenwerte von A herangezogen
werden. Nach Satz 3.24 gilt fiir j =1,...,k

A > 08 > 90 und g

(k+1)
k—j+1 >0 = )‘nfjJrl-

k—j+2
Daher wachst der j-grofite Ritz-Wert mit wachsendem k£ monoton von unten gegen den

j-grofsten Eigenwert von A und der j-kleinste Ritz-Wert fallt monoton von oben gegen
den j-kleinsten Eigenwert von A.

88



3.5 Weitere Vertahren fiir tridiagonale Eigenwertprobleme

c¢) Ist u; ein Eigenvektor von A; zum Eigenwert 6., so kann gezeigt werden, dass Wyu,
Ist u; ein Eigenvekt A Eig t 07, so kann gezeigt werden, dass Wy,
eine Naherung an den Eigenvektor v; zum Eigenwert ); ist.

Die folgende a-posteriori Abschéitzung ist hilfreich, um die Genauigkeit der Approximati-
on Hj(k) zu iiberpriifen.

Satz 3.49. Sei A € K"*" hermitesch und (0, u), ||ul|2 = 1, ein Eigenpaar von Ay, = W} AW,
Dann gilt || AWyu — 0Wyullz = Briilel u| und

min |0 — \j| < Briilegul-
7j=1,...,n

Beweis. Wegen AW), = Wkﬂflk = WiLA, + Bkﬂwk“eg folgt fiir x := Wyru
Az — Oz = (AW, — Wi Ap)u = Bry1wi 163 1.

Wegen (11 > 0 ergibt dies ||[Az — 0x||y = Briileiul, und mit [|z]|s = ||Jullz = 1 folgt die
Behauptung aus Satz 3.17. O

Wir haben bereits in Satz 2.8 gesehen, dass das Arnoldi- und somit auch das Lanczos-
Verfahren genau im Schritt k& = grad(z¢) mit fr,1 = 0 abbricht. Dann ist Ky(A, o) ein
A-invarianter Unterraum. Daher gilt mit dem orthogonalen Projektor P, = W, W/

und die k& Eigenwerte von A sind auch Eigenwerte von A. Dies erkennt man auch an
Satz 3.49, weil die rechte Seite der Abschétzung fiir Sry1 = 0 verschwindet. Um weite-
re Eigenwerte von A zu bestimmen, muss das Lanczos-Verfahren mit einem anderen Vek-
tor xy ¢ Ki(A, zo) neu gestartet werden.

Bemerkung. Durch Rundungsfehler kann es beim Lanczos-Verfahren passieren, dass nur
die ersten Vektoren w; orthogonal sind. Im Gegensatz zum Arnoldi-Verfahren werden diese
namlich nicht explizit orthogonalisiert, sondern die Orthogonalitdt entsteht aus mathemati-
schen Eigenschaften, die in der Praxis aber nicht exakt vorliegen. Um diesem Effekt entgegen-
zutreten, werden Reorthogonalisierungen durchgefiihrt; sieche B. N. Parlett: The Symmetric
Figenvalue Problem, Prentice Hall, Englewood Cliffs, 1980. Die Orthogonalitéit geht immer
dann verloren, wenn die Ritz-Werte gegen die Eigenwerte von A konvergieren.

3.5 Weitere Verfahren fiir tridiagonale
Eigenwertprobleme

In diesem Abschnitt betrachten wir symmetrische Tridiagonalmatrizen
ar S
A= | € R™™, (3.17)

: Bn
B an
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3 Numerische Behandlung von Eigenwertproblemen

Diese resultieren z.B. aus dem Lanczos-Verfahren. Das zugehérige Eigenwertproblem kann
beispielsweise mit Hilfe des QR-Verfahrens gelost werden. Hier wollen wir zwei weitere Ver-
fahren vorstellen. Wir diirfen annehmen, dass A irreduzibel ist, d.h. 8; # 0,7 = 2,... n.
Sonst zerféllt A in irreduzible Untermatrizen, die voneinander getrennt betrachtet werden
koénnen.

Bisektionsverfahren

Das folgende Bisektionsverfahren ist das Mittel der Wahl, falls nur ein Teil des Spektrums
benétigt wird. Dabei wird die Interlacing-Eigenschaft (Bemerkung nach Satz 3.241) genutzt,
um die reelle Achse effizient nach Nullstellen des charakteristischen Polynoms abzusuchen.
Im Folgenden bezeichne A, € R*** die k-te Hauptabschnittsmatrix von A.

Beispiel 3.50. Wir betrachten die 4 x 4-Tridiagonalmatrix
11
1 01
A= 12 1
1 -1
Wegen

det A1 = ]_, det AQ = —1, det Ag = —3, det A4 =1

und det A = [[;_; A\; hat A; keinen und A, genau einen negativen Eigenwert. Nach der
Interlacing-Eigenschaft (siehe die Bemerkung nach Satz 3.24) besitzt As einen und A, zwei
negative Eigenwerte.

Ist allgemeiner A € R™" eine symmetrische Tridiagonalmatrix, so betrachte die Anzahl
der Vorzeichenwechsel v(A) der Folge

1, detA;, detAy, ..., detA,, (3.18)

die auch als Sturmsche Kette bezeichnet wird. Verschwindet das néchste Folgenglied, so
liegt kein Vorzeichenwechsel vor. Verschwindet das k-te Folgenglied, so liegt ein Vorzeichen-
wechsel vor, falls (k— 1)-tes und (k+ 1)-tes Folgenglied nicht verschwinden und unterschied-
liche Vorzeichen haben.

Wir werden in Satz 3.53 sehen, dass die Anzahl negativer Eigenwerte von A mit v(A)
iibereinstimmt. Durch Verschiebung des Spektrums von A um a € R kann man bestimmen,
wie viele Eigenwerte kleiner als a sind. Die Anzahl der Eigenwerte im Intervall [a,b) ist
also durch v(A — bI) — v(A — al) gegeben. Diese Information kann genutzt werden, um
festzustellen, ob in durch rekursive Teilung erzeugten Intervalle Eigenwerte enthalten sind
oder nicht.

Um die Berechnung der Sturmschen Kette effizient durchzufiihren, kann die folgende Re-
kursionsformel verwendet werden.

Lemma 3.51. Sei A wie in (3.17) eine symmetrische Tridiagonalmatrix. Dann gilt fiir k > 2

det Ak = O det Ak—l — ﬁi det Ak_Q.

90



3.5 Weitere Vertahren fiir tridiagonale Eigenwertprobleme

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz durch Entwicklung
nach der letzten Spalte. n

Im folgenden Lemma beweisen wir eine strikte Interlacing-Eigenschaft.

Lemma 3.52. Sei A € R™" eine irreduzibele, symmetrische Tridiagonalmatrix. Dann gilt
tiir die Eigenwerte )\g.k), jg=1,... k, von Ay

AP S AED S AW S S AED S AR —9 n.

Beweis. Nach der Interlacing-Eigenschaft (3.5) gilt

AR S AFD S AW > s A S AW o

Wir zeigen per Induktion, dass alle Eigenwerte von Ay_; und A verschieden sind. Aus
Lemma 3.51 folgt, dass fiir das charakteristische Polynom p, von A, gilt

(A = (i, — Npr—1(N) — Bi pr—a(N),

wobei p_1(A) := 0 und po(A) := 1. Fiir k = 2 ist pa(\) = (ag — A\)p1(\) — B3. Wegen By # 0
kénnen p; und p, keine gemeinsamen Nullstellen besitzen. Seien alle Eigenwerte von Aj_q
und A, verschieden. Angenommen, es existiert ein A € R mit py11(A) =0 = pr(A). Wegen

0= prr1(A) = (1 — A)pe(A) — 513“ Pe-1(A)

und Sy # 0 folgt, dass pr_1(A) = 0. Dann wéire A aber ein gemeinsamer Eigenwert von Ay_;
und Ay. Aus diesem Widerspruch folgt die Behauptung. m

Satz 3.53. Sei A € R™*" eine irreduzibele, symmetrische 'Tridiagonalmatrix. Dann stimmt
die Anzahl v(A) der Vorzeichenwechsel der Sturmschen Kette mit der Anzahl negativer
Eigenwerte von A tiberein.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung per Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist die Behauptung
wahr. Angenommen, sie gilt fiir ein n € N. Wegen Lemma 3.52 ist
n+1 n . n+1 n .
)\g. +)>)\§- ) >0, 7=1,....,n—v, und /\EJ ) </\§- ) <0, g=n—-—v+1l,...,n
Es bleiben nur zwei Félle fiir /\ = +1

(a) )‘(n+1)2 < )‘n vi1 <0< )‘(n+1)1 < )‘n v
(b) AW <A <o <l <MY
Im Fall (a) stimmt die Anzahl der negativen Eigenwerte von A, 1 mit der von A, iiberein,

welche nach Induktionsvoraussetzung v ist. Auf der anderen Seite ist entweder det A, =0
oder

n+1 n n
signdet A, 1, = sign H )\g-"ﬂ) = sign H )\ET{I) = sign H )\g-n) = signdet A,,.
j=1 j=n—v+1 j=n—v+1
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3 Numerische Behandlung von Eigenwertproblemen

In beiden Féllen liegt nach unserer Definition kein Vorzeichenwechsel vor.

Wir betrachten nun Fall (b). In diesem Fall besitzt A, einen negativen Eigenwert mehr
als A,,, und es gilt daher signdet A, ;; = (—1)**!. Im Fall )\,(f_)l, # 0 gilt signdet A,, = (—1)".
Ist jedoch Aﬁ{?u = 0, so folgt nach der Interlacing-Eigenschaft )\fz:,l_)l > AS{‘)V =0> )\,({:,1).
Daher ist det A,, = 0 und signdet A,,_; = (—1)". Also hat die Sturmsche Kette vom n-ten
zum (n + 1)-ten Folgenglied einen weiteren Vorzeichenwechsel. O

Wir wollen diese Eigenschaft nun nutzen, um Eigenwerte durch rekursive Zweiteilung eines
vorgegebenes Intervall mit Genauigkeit € > 0 zu bestimmen. Die Rekursion stoppt dabei in
solchen Intervallen, die fiir die Lokalisierung der Eigenwerte keine Bedeutung besitzen, also
beispielsweise solche, die keine Eigenwerte enthalten. Unter Verwendung vom Lemma 3.51
kann ein Eigenwert auf diese Weise mit Genauigkeit € in O(n|loge|) Operationen lokalisiert
werden. Wenn nur wenige Eigenwerte (z.B. der kleinste oder der grofte) bendtigt werden,
ist dies eine Verbesserung gegeniiber den O(n?) Operationen des QR-Verfahrens. AuRerdem
eignet sich dieses Vorgehen zur mathematischen Berechnung verschiedener Eigenwerte auf
Parallelrechnern. Die zugehorigen Eigenvektoren konnen mittels Inverser Iteration bestimmt
werden.

Algorithmus von Cuppen

Sei A € R™™ n > 2, eine irreduzible, symmetrische Tridiagonalmatrix wie in (3.17). Wir
geben im Folgenden nur die Grundidee eines divide-and-conquer-Verfahrens an. Auf Details
bei der Implemtierung verzichten wir. Es sei jedoch bemerkt, dass diese essentiell sind, wenn
man einen stabilen Algorithmus erhalten mochte. Die Idee des Verfahrens besteht darin, A
wie folgt zu zerlegen

Ay Ay
5m+1 Bm-i—l 5m+l

A= L

ﬁm.;_l Bm-i—l 5m+1

A

AQ AQ

mit A, € R™™ und A, € RO—™x(=m) ynd 1 < m < n, m ~ 5. Auf die Weise kann
also eine Tridiagonalmatrix als Summe einer 2 x 2-Blockdiagonal-Matrix mit tridiagonalen
Blocken und einer Rang-1-Korrektur dargestellt werden.

Angenommen, die Eigenwerte und Eigenvektoren von Ay = Q1D:QT und Ay = Q2D,QF
sind bekannt. Dann gilt

= Q) o) BB o

wobei ¢f und ¢l die letzte Zeile von Q1 bzw. die erste Zeile von ()2 bezeichnen. Bei der
Berechnung der Eigenwerte von A; und A, wendet man dieselbe Idee an, bis man bei einer
Menge von 1 x 1 Eigenwertproblemen endet. Wir kénnen uns daher auf die Bestimmung der
Eigenwerte von Diagonal-plus-Rang-1-Matrizen D + ww’ zuriickziehen. Dabei diirfen wir
annehmen, dass w; # 0 fiir alle j, weil das Problem sonst reduzierbar ist.
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Lemma 3.54. Sei D € R™" eine Diagonalmatrix mit paarweise verschiedenen Eintrégen
und w € R, w; # 0, i = 1,...,n. Die Eigenwerte von D 4+ ww? erfiillen die sog. Sdkular-
gleichung f(r) = 0 mit

w?

f(z) = H:Z —— (3.19)

Beweis. Ist ndmlich (D 4 ww?)q = \q fiir ein ¢ # 0, so gilt

(D — X)q+wwq) =0
& qE (D — M) rwwhq) =0
& wigxw’ (D - )" ww’q) =0
= fNwlq=0.

Angenommen, es gilt w'q = 0, so folgt Dg = A\g. Weil die Eintrige von D paarweise
verschieden sind, kann dann ¢ nur genau einen nicht-verschwindenden Eintrag ¢; # 0, j €

{1,...,n}, besitzen. Dann ist aber 0 = w’q = w;q;, woraus w; = 0 im Widerspruch zur
Voraussetzung folgt. Daher ist f(\) = 0. Die Umkehrung gilt, weil f genau n Nullstellen
besitzt. O]

In jedem Rekursionschritt des divide-and-conquer Algorithmus kénnen die Nullstellen
von (3.19) mit Hilfe des Newton-Verfahrens in O(n?) Operationen bestimmt werden. Zur
Bestimmung aller Eigenwerte einer symmetrischen n x n-Tridiagonalmatrix mit Hilfe des
beschriebenen divide-and-conquer-Algorithmus sind also

2 nA 2 nA 2 s
2 2(9) 4(—) (-) <n2S o = op?
n?42(5) +4(7) +oFn (s _n; n

Operationen nétig. Hinsichtlich der Anzahl der Operationen verhalten sich dieser nach Cup-
pen benannte Algorithmus und das QR-Verfahren bei der Berechnung der Eigenwerte etwa
gleich. Die Eigenvektoren konnen aus dem Ergebnis des Cuppen-Algorithmus aber deutlich
effizienter bestimmt werden; vgl. Trefethen & Bau: Numerical Linear Algebra, STAM.

3.6 Das Jacobi-Verfahren

Einer der altesten Algorithmen zur Berechnung der Eigenwerte einer Matrix ist das Jacobi-
Verfahren, das von Jacobi 1845 vorgestellt wurde. Es eigenet sich besonders fiir die Paral-
lelisierung. Das Verfahren transformiert die symmetrische Matrix A € R™*" durch eine Folge
orthogonaler Transformationen auf approximative Diagonalgestalt, d.h. nach jeder Transfor-
mation verringert sich die Grofe der Auferdiagonaleintrage.

Wir betrachten zunéchst reelle symmetrische 2 x 2-Matrizen. Diese konnen wie folgt dia-

gonalisiert werden:
T |Q d - a Q
A e

J:[c s})
—S C

mit der Givens-Rotation
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wobei ¢ = (1 +12)71/2, s = tc und
t=17+V1+ 72 (3.20)

mit 7 = (a — b)/2d. Die orthogonale Matrix J wird auch als Jacobi-Rotation bezeichnet.

Im allgemeinen Fall n € N wird die Matrix J zu einer Matrix Jy, € R"*™ vergrofert, wobei
sich Jy, nur in den Eintrégen (k, k), (k,?), (¢,k) und (¢,¢) von der Identitét unterscheidet.
In diesen vier Eintrdgen stehen die Eintrdage von J. Wir zeigen, dass der Ausdruck

n

off(A) = | Al} — Y ai,

=1

als Mafs fiir die Grofe des Auferdiagonalanteils reduziert wird.

Lemma 3.55. Es gilt off(J},AJy) = off(A) — 2a3,.

Beweis. Wir setzen B = J!,AJy. Dann gilt b2, + b3, = a3, + 2a:, + a2,. Weil sich die
Diagonalen von A und B nur an der k-ten und der /-ten Position unterscheiden, gilt

off(B) = |[BIIF: — 05 = IlAI% — bR — 0 — D 0
i=1 ig{k,C}

n

= || All% — by — b — Z ay; = || A% — 2af, — Zazzi
ig{k, 0} i=1
= off(A) — 2a3,.

O

Fiir den Parameter ¢ stehen nach (3.20) zwei Moglichkeiten zur Verfiigung. Um die Trans-
formation auszuwihlen, die die kleinere Differenz ||A — J,AJy||r hervorruft, sollte man
nach folgendem Lemma t als die kleinere der beiden Moglichkeiten wahlen. Auf diese Weise

ist z.B. sichergestellt, dass Ji, die Matrixeintrage innerhalb des Aufserdiagonalanteils nicht
verschiebt.

Lemma 3.56. Sei A € R"*". Dann gilt
2
14— G ATl = Sad+4(1=c) 3 ad+

i¢{k,t}

Beweis. Siehe Ubungsaufgaben. m

Im Folgenden beschreiben wir zwei mogliche Vorgehensweisen bei der Wahl der Indizes k
und /.
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Maximale AuBerdiagonaleintriage

In jedem Transformationsschritt wahlt man das Paar (k,¢) so, dass ay, der betragsgrofite
Aufserdiagonaleintrag ist. Mit dieser Wahl erhélt man folgendes Reduktionsverhalten.

Lemma 3.57. Sei ay, ein betragsgrofte Aufserdiagonaleintrag. Dann gilt

2

) off(A).

Beweis. Wegen
off(A) =2 Za?j <2 Zaiz =n(n —1)a3,
i<j i<j

erhalt man nach Lemma 3.55

off(JL,Adye) = off(A) — 2a3, < off(A) — LOH(A) = <1 - %) off(A).

Nach O(n?) Anwendungen von Jacobi-Rotationen, von denen jede O(n) Operationen be-
notigt, verringert sich off(A) wegen

9 n(n—1)/2 1
1—— <=
n(n —1) T e

um einen konstanten Faktor. Daher wird nach O(n?|loge|) Schritten ein relativer Feh-
ler € > 0 erreicht. Tatséchlich ist die Konvergenzgeschwindigkeit aber quadratisch, so dass
nur O(n?|log|loge||) Schritte benétigt werden.

Zyklisches Vorgehen

Um die n? Operationen fiir die Suche des maximalen Eintrages zu vermeiden, ist die fol-
genden Vorgehensweise sinnvoll. Man eleminiert zeilenweise die n(n — 1)/2 Eintrédge ober-
halb der Diagonalen. Hierbei beachte man, dass der im letzten Schritt eleminierte Eintrag
im nachfolgenden Schritt im Allgemeinen aufgefiillt wird. Auch fiir dieses Vorgehen kann
man wieder obiges Konvergenzverhalten zeigen: nach einem Durchlauf durch alle n(n —1)/2
Aufserdiagonaleeintrige hat sich off(A) um einen konstanten Faktor verkleinert.

Das Konvergenzverhalten der Eintrdge im Jacobi-Verfahren ist im Allgemeinen sogar bes-
ser als beim QR-Verfahren. Allerdings sind QR-Verfahren und Cuppen-Algorithmus deutlich
schneller.

Bemerkung. Falls die Indexpaare (k,¢) und (k',¢) die Bedingung {k,(} N{k' ¢’} = 0
erfiillen, konnen die Jacobi-Rotationen dieser Eintrdge unabhéngig voneinander durchgefiihrt
werden. Daher eignet sich das Jacobi-Verfahren zur Parallelisierung.
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4 Numerische Integration

Ziel dieses Kapitels ist die numerische Approximation von Integralen

10 = [ @

die nicht in geschlossener Form durch Angabe einer Stammfunktionen integriert werden
konnen.

Definition 4.1. Eine Abbildung Q,, : Cla,b] — R der Form
Qnlf) =>_w;f(a;)
=0

mit Stiitzstellen a < o < 11 < ... < x, < b und Gewichten wy, ..., w, € R heifst Quadra-
turformel.

Beispiel 4.2.
(a) Mittelpunkt-Regel Qo(f) = (b — a) f(“2)
ga

(b) Trapez-Regel Qi(f) = 5(f(a) + (b))

f(a)
NANNNNNNNN

NONNNNNNNNNNNNNNNN
ANONNNNNNNNNNNNNNNNN
ANNNNNNNNNNNNNNNNNN
ANNNNNNNNNNNNNNNNNN
ANNNNNNNNNNNNNNNNNN
ANOANNNANNNNNNNNNNNNANN
NN NN NNNNNNNNNNNANN
ANOANNNNNNNNNNNNNNNANN

(c) Simpson-Regel Qs(f) = *5*(f(a) +4f(*3*) + [ (b))
Bemerkung. Der Operator @, : Cla,b] — R ist linear. Der Ausdruck

1= lujl (4.1)

-----

Um Ausloschung zu vermeiden, sind insbesondere Quadraturformeln mit positiven Gewich-
ten w; zu bevorzugen.
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4 Numerische Integration
Als Mafs fiir die Qualitét einer Quadraturformel verwendet man den folgenden Begriff.

Definition 4.3. FEine Quadraturformel (), hat Exaktheitsgrad k, falls

Qn(p) = I(p) (4.2)

fiir alle p € Iy gilt.

Bemerkung.

(a) Zur Bestimmung des Exaktheitsgrades geniigt es, die Bedingung (4.2) fiir eine Basis
von Il zu tiberpriifen, weil sowohl I als auch @),, lineare Abbildungen sind.

(b) Weil 1 € I, gilt
n b
ij:/ 1de =b—a.
Jj=0 a

Beispiel 4.4. Die Mittelpunkt-Regel und Trapez-Regel haben Exaktheitsgrad k = 1, weil

b—a
2

Qo(1) = 01(1) =b—a=1I(1) und Qo(x) = Qi(z) = = (a+b) = %(b2 — ) = I(x).

Die Simpson-Regel hat Exaktheitsgrad k& = 2, weil
b—a

Q2l)=b—a=1I(1), Qz)= -

(a+2(a+b)+b) = %(b2 —a®) = I(z)

und
_b—a b—a
6

Ein hoher Exaktheitsgrad k fithrt auf eine hohe Genauigkeit der Quadraturformel.

Q2(2?) (a®> 4 (a+b)? + 1) =

(0% + ab + 1) = %(b?’ _ ) = I(a?).

Satz 4.5. Sei Q),, eine Quadraturformel mit Exaktheitsgrad k. Fiir f € Cla,b] gilt
[(f) = Qn(f)l < (b—a+cq) inf [|f —pll.
pelly

mit cq aus (4.1). Im Fall nicht-negativer Gewichte w; gilt

1(f) = Qu(f)] < 26— a) inf ||f =Pl

Beweis. Weil Q,, Exaktheitsgrad k besitzt, gilt I(p) = Q,(p) fir alle p € TI;. Der erste Teil
der Behauptung folgt aus

[I(f) = Qu(N| = I(f —p) = Qu(f =) < [I(f = p)] +Z|wj||f($j) — ()]

< (b=a+cQ)llf = pllo

fiir alle p € II;. Im Fall nicht-negativer Gewichte gilt entsprechend der Bemerkung nach
Definition 4.3, dass cg = b — a. n
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4.1 Gaufkssche Quadraturformel

Bemerkung. Ist f € C*™[a,b], so kann die rechte Seite der Abschitzungen im vorange-
henden Satz abgeschétzt werden durch

. (b—a)* | F Yo
f - o0 < .
ottt I = Plloe = a7,

Um dies zu sehen, seien x;, 7 = 0,..., k, die Nullstellen des transformierten Tschebyscheff-
Polynoms Tj4+1((2x — b —a)/(b —a)) und p € II; das Interpolationspolynom von f zu den
Stiitzstellen ;. Dann gilt fiir den Interpolationsfehler

[T
— <
1f = pllo < (k1 1)! [ wh+1]loo
mit dem Stiitzstellenpolynom wy1(z) = ] |f:0($ — x;). Man iiberzeugt sich leicht davon,

dass das transformierte Tschebyscheff-Polynom Tj1((22 — b — a)/(b — a)) den fiithrenden

Koeffizienten (ﬁ)ml 2% besitzt. Daher gilt

k k+1
b—a 2r—b—a
wry1(T) = H(m — ;) = (T) 27" T (ﬁ)

und somit
(b— a)ktt
[wrt1lloe < o

In diesem Kapitel werden weitere Verfahren zur numerischen Integration behandelt. Im
Vergleich zur AlMa II, wo im Wesentlichen Interpolationsquadraturformeln behandelt wur-
den, werden wir hier Formeln mit maximalem Exaktheitsgrad, Formeln fiir singuldre und fiir
hochdimensionale Kernfunktionen betrachten.

4.1 Gaullsche Quadraturformel

In diesem Abschnitt beantworten wir die Frage, wie die Stiitzstellen z;, 7 = 0,...,n, ge-
wahlt werden miissen, damit (), einen moglichst hohen Exaktheitsgrad k& besitzt. Aus der
AlMa II ist bekannt, dass bei dquidistanten Stiitzstellen (sog. Newton-Cotes-Formeln) der
Exaktheitsgrad n ist bzw. n + 1, falls n gerade ist. Das folgende Lemma gibt eine obere
Schranke fiir k.

Lemma 4.6. Der Exaktheitsgrad k von (), ist héchstens 2n + 1.

Beweis. Angenommen, (), wire exakt fiir I, mit einem k& > 2n 4 2. Dann ergébe sich fiir
p(x) == [[}—o(z — 2;)* € Tapyo der Widerspruch

0< / p(x) dz = Qu(p) = 0.
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4 Numerische Integration

Im Folgenden konstruieren wir Quadraturformeln, die Exaktheitsgrad 2n + 1 besitzen,
indem wir die Stiitzstellen x; als Nullstellen von Orthogonalpolynomen wahlen. Grundlage
dafiir ist der folgende Satz. Man beachte, dass wir die Definition 4.3 des Exaktheitsgrades um
eine Gewichtsfunktion w verallgemeinern. Der Nutzen von w wird sich im Zusammenhang
mit singuldren Integralen zeigen.

Satz 4.7. Sei w : [a,b] — R eine nicht-negative Gewichtsfunktion mit 0 < f z)dr < 0.
Sei ), eine Quadraturformel zu den Stiitzstellen a < o < ... < x, < b. Dann s1nd folgende
Aussagen dquivalent

(i) Q, ist exakt fiir g, 1, d.h. fabp(x)w(a:) dz = Q,(p) fiir alle p € Tlgp 1.

(i) Qn ist exakt fiir 1L, und fiir ¢,(z) = [[}_o(z — 7;) € Tnyq gilt

/ p(z)gn(z)w(z)dz =0 fir alle p € I1,,. (4.3)

Beweis. Sei Q),, exakt fiir Ily,.4. Fiir p € I1,, ist pq,, € 13,11 und somit
b
[ p@anple) de = @upa.) = }jwmxj%x]_o.

Sei umgekehrt @),, exakt auf II,, und f:p(x)qn(x)w(x) dz =0 fiir alle p € II,,. Ist p € Ilg,41,
so bestimme rq, 7y € II,, per Polynomdivision, so dass p = r1¢q, + 2. Dann gilt

/ p(z)w(z)dr = / () gn(x)w(z) dz + / ro(x)w(x)de = / ro(z)w(z) dz
= Qn(r2> = Qn(rl%"a) + Qn(TQ) = Qn(TIQn + 7“2) = Qn(p)

]

Bemerkung. Die Bedingung (4.3) bedeutet also, dass ¢, orthogonal zu II,, bzgl. des Ska-

larproduktes
b
- [ 1@ a (14)

ist. Ist w namlich eine mcht negative Funktion, die nur auf einer Nullmenge verschwindet
und fiir die gilt 0 < f x)dxr < oo, so definiert der Ausdruck (4.4) ein Skalarprodukt
(vgl. Definition 1.6) auf

L2a,b] == {f : [a,b] = R: /|f z)dr < oo},

Daher sind die Stiitzstellen z; als Nullstellen von Orthogonalpolynomen zu wahlen.
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4.1 Gaufkssche Quadraturformel

4.1.1 Orthogonalpolynome

Orthogonalpolynome kénnen natiirlich mit Hilfe des Gram-Schmidtschen Orthogonalisie-
rungsverfahrens generiert werden. Der folgende Satz zeigt, dass Orthogonalpolynome aber
auch einer einfachen Dreitermrekursion geniigen.

Satz 4.8. Zum Skalarprodukt (-,-),, existiert eine eindeutig bestimmte Folge von Polyno-
men u, € Il,, n=0,...,00, mit fiihrenden Koeffizienten -, > 0 und

(’LLZ‘,Uj)w = 61] (45)

Die Folge {u,} geniigt der Dreitermrekursion

A 1Uni1 () = (& — bp)up(x) — apu,—1(z), n >0, (4.6)
wobei
ay, = ot >0, by,=(Tup,up)w und u_y =0, uy=(1, 1);1/2.
Tn
Beweis. Wir zeigen die Aussage induktiv bzgl. n. Sei {uqg,...,u,} eine Orthonormalbasis

von 11, die die gewlinschten Eigenschaften erfiillt. Fiir
p(z) = (= by)up(x) — antn_1(2)

gilt
(p7 un)w = (l’un, un)w - bn(una un)w - an(un—la un)w = (mun, un)w - bn =0

und fiir jedes m < n

(pa um)w - (Iuny um)w - bn(una um)w - an(“n—la um)w - (Un7 xum)w - CL715’r1—1,'r71

- (Un, A1 Umy1 + bmum + amumfl)w - an(snfl,m = aerl(Sn,erl - anénfl,m =0.

Daher ist p fiir alle 0 < m < n orthogonal zu w,,. Nach Induktionsvoraussetzung ist =, > 0
der fithrende Koeffizient von p. Sei

p

Upy1 = 7.
" bl

Der fithrende Koeffizient v, 11 von wu,; ist positiv, und durch Vergleich der fiihrenden Ko-
effizienten von u,; und p sieht man, dass a, 11U, 11 = p mit a,11 = Vn/Yns1- Ferner erfiillt
un11 alle gewiinschten Eigenschaften.

Ist Gpy1 € 1L, 41 ein zweites Polynom mit (Gy,41,u;)w = 0, j = 0,...,n, und positivem
fiihrendem Koeffizienten. Dann gilt nach Satz 1.8

n+1

ﬁ/nJrl = Z(ﬁn+17 uj)wuj = ('Zanrl’ un+1)wun+1 =:CUp+1-
=0

Daher ist 4,41 ein Vielfaches von wu, 1. Wegen i, 1]|% = ¢||uni1||? ergibt sich ¢ = 1. Weil
¢ = —1 auf einen negativen fiihrenden Koeffizienten fiihrt, folgt schlieflich ¢ = 1 und somit
die Eindeutigkeit. O]
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4 Numerische Integration

Beispiel 4.9. Die bekanntesten Orthogonalpolynome sind

(a) Tschebyscheff-Polynome: w(z) = (1 — 2)~*2, (a,b) = (—1,1);

(b) Legendre-Polynome: w(x) =1, (a,b) = (—1,1);

(c) Jacobi-Polynome: w(z) = (1 — 2)*(1 + z)? fiir o, 3 > —1, (a,b) = (=1, 1);
(d) Hermite-Polynome: w(z) = e, (a,b) = (—o00, 00);

(e) Laguerre-Polynome: w(z) = z%* fir a > —1, (a,b) = (0, 00).

Mit Hilfe der Dreitermrekursion (4.6) lassen sich beliebige Polynome p € II,, in der Dar-

stellung
= ajui(z) (4.7)
=0

effizient auswerten. Wegen

p(JI) = an un + Z@zul

= _f_:(x - bn—l) + Oén—l:| un—l(x) + (Oén—Q - /Bn an;l )Un_Q —+ ZO azuz(l‘)
— _6”1—1 (SU —b ) +a . ﬁ Ap—1 u (Q}') + (Q{ o B an_g)u (x) n nz_fau(x)
\_an—l 2 n—2 n an, | n—2 n—3 n—1 a1 n—3 - i Wi
::EZ—Q
== Aralo) + (ao - /32&) u(x) = (5 (& — bo) + a0 — @2—) (1,1),1?
az ap ay

erhélt man den folgenden Algorithmus, der p aus (4.7) in einem Punkt x € R mit O(n)
Operationen auswertet.

Algorithmus 4.10 (Clenshaw-Algorithmus).
Input: Fourier-Koeffizienten «y;, i = 0,...,n, und z € R
Output: Wert des Polynoms p(x)

Setzeﬁn:OQu n— 1:B:<l’—bn 1)+05n 15
fori=n—2,n—3, ...,1

setze [; = fi( bi) + i — Biya it )
setze p(x) = (Bl (x —bo) + g — ) (1,1)5"%

Satz 4.11 (Nullstellen von Orthogonalpolynomen). Die bzgl. (-,-),, orthogonalen Po-
lynome wu,, besitzen ausschliefslich einfache Nullstellen, die alle in (a,b) liegen.
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4.1 Gaufkssche Quadraturformel

Beweis. Definiere die Menge
N, :=={X € (a,b) : X ist Nullstelle ungerader Vielfachheit von w,,}

und setze

1, falls N,, = 0,
q(z) =1 m
T2, (z=X), falls N, ={\,..., \n}

Dann ist g, € I,,. Ferner ist u,q ist reell und hat in (a, b) keinen Vorzeichenwechsel. Daher
folgt

()= [ " (#)a()u(e) dr 0.
Fiir m < n widerspricht dies w,, L II,,_;. Daher gilt m = n und aus
{A,.. -, \} =N, C(a,b)
folgt die Behauptung. O

WEeil die Nullstellen von u,, ;1 paarweise verschieden sind, kénnen sie als Stiitzstellen einer
Interpolationsquadraturformel verwendet werden. Diese ist nach Satz 4.7 vom Grad 2n + 1.
Wir fassen die Resultate dieses Abschnitts zusammen:

Satz 4.12. Es existiert genau eine Quadraturformel Q,, der Ordnung 2n+1. Ihre Stiitzstellen
a < x9 < ... <z, < b sind die Nullstellen des Orthogonalpolynoms wu,.; € Il,,; mit
fithrendem Koeffizienten v, 1, und fiir die Gewichte gilt

r — I;

wj = / L¥(z)w(z)dz >0, Lj(z) = H

a i=0
i#]

ZEj—ZL'i

Dabei ist Ly(x) = 1 im Fall n = 0. Fiir f € C*"*?[a, b] gilt ferner

: _y FEA(E)
/af(:c)w( —Qn(f) =7 n+1m

mit einem £ € (a,b).
Beweis. Wegen L7 € Iy, gilt

b
0</ LA(z)w(z)dz = Qu(L2) = ZkaQ (zx)

Fiir die Fehlerabschétzung sei h € Il5,,1 das Polynom, welches die Hermitesche Interpolati-
onsaufgabe

h(xl) :f(xz)7 h’,(I’L) :f/(xz)a Z:O77n
16st. Dann gilt nach Satz 10.12 (AlMa II) die Restglieddarstellung

U%H(Z‘)
5 )

f(z) = h(z) =d[xo,...,xp,x Hm—xz =[x, ..., Tn, 2]
i=0 ’yn—l—l
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4 Numerische Integration
Hieraus folgt wegen Q,,(h f h(z)w(z) dz nach Satz 10.14 (AlMa II)
[ et - = / b[f(x) — h(w)lu(e) de — Qu(f  h)
_%H/ S[zo, ...\ T, 7] U n+1 dx—Zw] x])l

) fE2(E) 2
%Hm [t

Die Behauptung folgt wegen ||t 41w = 1. O
Bemerkung. Die nach Satz 4.12 eindeutig bestimmte Quadraturformel wird als Gaufische

Formel bezeichnet.

Beispiel 4.13. Die folgende Tabelle enthélt die Stiitzstellen und Gewichte im Fall w(z) =1
und (a,b) = (—1,1) fiir 0 <n < 4.

n $j Ug
0 0 2
1 1
1 ~ 7 1,1
2 _ V15 o V15 5 8 5
5 0§ 9’ 9’ 9

3| ££v/525-70v30 | &(18+/30)
+44/5254+70v/30 | &(18 — v/30)

128
4 0 225

+4:1/245 — 14V/70 | 51-(322 4 134/70)
+5:1/245 + 1470 | 525(322 — 13v/70)

Satz 4.14 (Konvergenz der Gault-Quadratur). Sei Q),, die Gaufs-Formel aus Satz 1.12.
Dann konvergiert die Folge {Q,(f)}nen gegen fab f(z)w(x)dx fir jedes f € Cla, b].

Beweis. Fiir die Gewichte w; > 0 der Gauk-Formel gilt

[ v = Zw]

Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Nach dem Weierstrafschen Approximationssatz (sieche Ubun-
gen zur AlMa II) existiert ein p. € II,, (m hinreichend grof) mit

max | (x) — pe(a)] < =

a<z<b 2c
Fiir 2n 4+ 1 > m ist Q,(p.) f p:(z)w(z) dz. Fiir solche n ist daher
b
Jole) s - Qul)| < / (F(&) = po(a))w(a) de| +]Qu(F — p)| < <
a o g;éc
<z-c
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4.1 Gaufkssche Quadraturformel

Weil e > 0 beliebig gewahlt war, konvergiert {Q,,(f)}nen gegen f: f(z)w(x)dz. ]

Bemerkung. Mit Hilfe der Fehlerabschéitzung aus Satz 4.12 kann ebenfalls Konvergenz
gezeigt werden. Allerdings sind bei Satz 4.14 die Glattheitsvoraussetzungen an f deutlich
schwiicher. Man beachte ferner, dass der vorangehende Beweis fiir alle Quadraturformeln mit
positiven Gewichten giiltig bleibt.

4.1.2 Berechnung der Stiitzstellen und Gewichte

Wir wollen abschlieffend ein Verfahren angeben, mit dem die Stiitzstellen und Gewichte der
Gauf-Formel bestimmt werden kénnen. Dazu sei

bo ay

Tun= " | e RO
an

a, b,

mit den Koeffizienten der Rekursionsformel (4.6). Die Stiitzstellen x; und die Gewichte w;
der Gauk-Formel @),, ergeben sich aus den Eigenwerten und Eigenvektoren von T, ;.

Lemma 4.15. Die Eigenwerte von T, stimmen mit den Nullstellen von u,, liberein. Ist A
ein Eigenwert von T, so ist z := [ug(\), ..., u,(\)]T ein zugehorige Eigenvektor.

Beweis. Sei A eine Nullstelle von u, ;. Dann folgt aus der Rekursionsformel (4.6), dass fiir
k=1,....,n—1

(Th412) k1 = a2k + bp2pg1 + py12k42 = aptp—1(A) + bpug(N) + apr1urr1(N)
== )\uk()\) = >‘Zk’+1'

Wegen u_1(A) =0 = up1(AN) gilt (Th412)r = Azg auch fiir k£ = 1,n+ 1. Weil u,, 1 paarweise
veschiedene Nullstellen besitzt, ergeben sich auf diese Weise alle Eigenwerte von T,,,. O

Bemerkung. Weil 7, eine irreduzible, symmetrische Tridiagonalmatrix ist, liegt zwi-
schen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen von u,,; genau eine Nullstelle von u,; siehe
die Interlacing-Eigenschaft nach Satz 3.24.

Satz 4.16. Sei ),, die Gaufsche Quadraturformel. Die Stiitzstellen x; sind die Figenwerte
von T, 11. Ist v; € R ||lv;|| = 1, ein normierter Eigenvektor zum Eigenwert x; von T, 1,
so gilt fiir das Gewicht w; von @),

w; = (1, Du(v)i, §=0,...,m,

mit der ersten Komponente (v;); von v;.
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4 Numerische Integration

Beweis. Der erste Teil der Aussage folgt aus Lemma 4.15. Fiir den zweiten Teil betrachte
die Lagrange-Polynome L; € II,,, j = 0,...,n. Dann gilt w;L; € Ily,, 1 = 0,...,n. Wegen
L] = Z?:O(L.ﬁ ui)wui mit

b
(Lo = [ wle)Ly@uls) dr = Qulul Zwkuz o) L(zi) = wyulc;)

folgt
L2 = 1Ly wi)wl* = w? Y Jui(;)?
i=0 i=0
Auf der anderen Seite gilt nach Satz 1.12, dass w; = ||L;||?2, > 0. Hieraus erhalten wir
n -1
i=0

Nach Lemma 4.15 gilt fiir die erste Komponente von v;

N2 ug(z;) _ -1,
(v3)r = > iz wi(zy)? L1

Beispiel 4.17. Wir betrachten das Intervall (a,b) = (—1,1) und die Gewichtsfunktion
w(z) = (1 —x?) 712,
Mit der Substitution z = cos ¢ erhélt man

(e = [ F@gteute)de = [ fleosplgteos o) de = (Fdn,

Man priift leicht nach, dass die Funktionen Tj(¢) := cos(kp), k = 0,1,2,..., orthogo-
nal bzgl. (-,-)r2(0,x sind. Also sind die Tschebyscheff-Polynome Tj(x) = cos(karccosz) €
I1; orthogonal bzgl. (-,-),. Die Dreitermrekursionsformel fiir 7} haben wir bereits in Ab-
schnitt 2.3.1 kennengelernt. Durch Normierung erhélt man

2" T (w) = [ (2 = 2))

3=0
mit den Tschebyscheff-Knoten
25 + 1

= 1 =0,...,n.
xj = (382 +2 J R

Normierung ergibt ug(z) = 1/y/m und uy(z) = /2/7 Tx(x), k > 0. Fiir die Gewichte ergibt
sich aus (4.8) fir 7 =0,...,n

_ = I 2 24+1 7" 1 1 27 +1
1 2

: _E A a— _E k Tl == 4= 1 k T
w; : O\uk(a:j)| + 2 {cos } + { + cos 1 1

1 1 25 +1
_nT +—E {coskj—i_ 7T‘|.
T T n+1
Die Summe verschwindet, weil sich der Summand k = ¢ mit dem Summanden k =n+1—/

aufhebt. Ist n ungerade, so verschwindet der Summand k = (n+1)/2 ebenfalls. Wir erhalten
alsow; =n/(n+1),7=0,...,n
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4.2 hp-Quadratur

Das folgende Beispiel zeigt den Nutzen der Gewichtsfunktion w.
Beispiel 4.18. Wir betrachten die Funktion

g(x) = 2= f(x)

mit o € (0,1) auf (0, 1]. Dabei sei f : [0,1] — R analytisch. Da ¢ in 2 = 0 singulér ist, kann
die Gaufssche Quadratur nicht direkt auf g angewendet werden (die Fehlerabschétzung von
Satz 4.12 benétigt g € C?"2(0,1]). Setzen wir jedoch w(z) = 2%, so gilt w(x) > 0 auf (0, 1]
und

1 1 1 ) ) 1
O</ w(x)dx:/ r %dr = x _a|0: < 00.
0 0 l—-a l—-«a

—Q

Die Integration von g kann also durch eine Gaufk-Quadratur von f mit Gewicht w(z) =z
approximiert werden.

4.2 hp-Quadratur

In folgendem Abschnitt stellen wir ein anderes Prinzip vor, singuldren Funktionen mit Qua-
draturformeln ohne Verwendung der Gewichtsfunktion zu behandeln. Wie in Beispiel 4.18
betrachten wir g(x) = 7% f(x), a € (0, 1), auf (0, 1].

Lemma 4.19. Es existieren Konstanten R > 0 und ¢ > 0, die nur von f abhéangen, so dass

cn!
Rnanrn

(27 f(2)™)] <

fiir alle x € (0,1] und n € N.

Beweis. Weil f analytisch in [0, 1] ist, kann f in jedem Punkt z € [0, 1] in eine Taylor-Reihe

£ (5, .
f@) =3 T 0w el < o),
k=0 '

mit Konvergenzradius

k—o00

r(z) = <limsup \ f(’z'(a:)> >0

entwickelt werden. Daher existiert ¢ > 0 mit

k!
(k) L N
1F oo < e R-—xgl[gﬁ]?“(fc) > 0.

Ferner gilt
‘(x_a)(k)‘ = a(a + 1) e (Oé +k— 1)x—(a+k) < k! I_(a+k),

Mit der Leibniz-Regel

(uv)™ = <Z) u®)y(n=F)
k=0
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4 Numerische Integration

folgt dann
Cu (n) "L /n\ kl(n —k)! en! S ok k
’(.CL' f($)> ‘ S CZ (k) kaa+n7k = Rnanrn Z R L
k=0 k=0
Aus
n n t " — R"
Rn* sz”/ (5) at=——T— <
kz_; v o \R logx—logR_cR
erhélt man die Behauptung. O]

Sei @, die Gauk-Legendre-Quadraturformel (d.h. w = 1) auf [a,b], 0 < a < b < 1. Dann
gilt nach Satz 4.12
2n+2

’ o 119 [0y
g(z)dr — Qn(g)| < %HW

Wegen
b, 2 b_n
%:le :/ u"z—l@)dx :/ H(I —z;)?dz < (b—a)*?

erhalt man nach Lemma 4.19

b B N\ 242
/a g(z)dz — Qn(g)‘ < cbaaa (bRaa) )

Eine Erhohung von n verbessert also dann den Fehler, wenn b — a < Ra. Daher muss das
Intervall (0, 1] in Teilintervalle [a, b] unterteilt werden, in denen diese Bedingung gilt.

0 1
I [ 1 - i
! L 1 1 i)

as bg = Q9 bg = a1 b1

Wir setzen fir R<p< R+1
b1:17 a = —, b2:a/17 g = —

und allgemein

Ap—1 _k
by = ap—1, ap= =p .

p

Dann ist b; — a; = (1 — 1/p)a;_y = (1 —1/p)p~ (=Y = (p — 1)p~" < Ra;. Beispielsweise fiir
p = 2 erhalten wir folgende Zerlegung von (0, 1]:

[ P
N|= —=

Das Intervall (0, ax] kénnen wir wegen

l1—a
a;, k—o0
—0

1

ak
/0 2 f(x)dz < || f]l s

fiir gentigend grofse k vernachlassigen. Zusammengefasst gilt

108



4.2 hp-Quadratur

Lemma 4.20. Sei b — a < Ra und n := [% - 1—‘. So gilt
8\ Ra

/a ' (@) do — Qn(g)‘ < c(b—a)e. (4.9)

Ferner gilt fiir a < B(e) := ((1 — a)e)/17%) dass

/0 " o) du

Weil f;’ g(z) dz durch die Gauss-Legendre Quadraturformel Qq, 5,1(9) auf [a;, b;] mit Ge-
nauigkeit O(e) approximiert wird, definieren wir

< ¢e. (4.10)

k

Qo1(9) = Z Qv (9)-

i=1
Die Bedingung a, < B(e) fiir k ist dquivalent mit p=* < B(e). Daher gilt fiir

log B(e)

log% 1

1
k> | log £
-«

nach (4.9) und (4.10) die gewiinschte Fehlerabschitzung

Weil (0, 1] in k ~ |loge| Intervalle zerlegt wird, fiir jedes von denen eine Quadraturformel
mit
L oi=1,...k,

4 1
n; ~ [log(ep™")| = |loge| + ai |log —
p

Stiitzstellen verwendet wird, geniigen

k
Zni ~ k|loge| + «

=0

k
Zi ~ k|loge| + k* ~ |loge|?

=1

1
log —
p

Auswertungen von g. Daher kann trotz der Singularitét eine exponentielle Konvergenz der
Quadraturformel garantiert werden. Dies wird durch passende Verkleinerung der Intervall-
breite h = b; — a; und gleichzeitiger Erhchung des Grades der Quadraturformel p = n;
erreicht. Von diesem Prinzip ist der Name hp-Quadratur abgeleitet.
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4 Numerische Integration

4.3 Hierarchische Quadratur

Fir n € N betrachte den Raum der stiickweise linearen Funktionen
V, = {f = C[O, 1] : f|[k/n,(k+1)/n} ell; fir k=0,1,...,n — 1}.

Diese Funktionen sind also zwischen den Gitterpunkten z; = i/n, i = 0,...,n, stiickweise
linear. Die Punkte sind dquidistant mit Gitterweite 1/n.

In folgendem Lemma beschreiben wir eine Basis von V,,, die sich durch Verschiebung und
Stauchung der sog. Hutfunktion

o(a) = {1 —la|, zel-1,1]

0, sonst,

darstellen lésst.

Lemma 4.21. Die Funktionen
o (x) = (i — na)lpy, 0<i<m,

bilden die sog. nodale Basis des Raums V.

Eine Funktion f € C]0, 1] kann mit Hilfe der nodalen Basis von V,, approximiert werden:
J == ZOéiSOz(n) €V, mit oy = f(x;).
i=0

Daher gilt
I(f) =/1f<a:>dm@ (f) = f(f)zia-/l " (x)d
n . n 7 ©; xT)dx.
0 i—0 0

Wegen
! 1 0<i<
/ ngn)(‘r) dr — { /n7 T<<n,
0

1/(2n), sonst,

stimmt (), mit der Trapezsumme

T.() = 5 <f<0> £23 f(e) + f(1)>

iiberein.

Man beachte, dass die nodalen Basisfunktionen gogn), t = 0,...,n, Uberlappende Trager
besitzen. Sei n = 2¥ mit L € N. Eine weitere Basis, die hierarchische Basis, setzt sich aus
nicht-iiberlappenden Basisfunktionen zu verschiedenen Gitterweiten h, :=27¢ ¢=0,..., L,
zusammen.
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4.3 Hierarchische Quadratur

Lemma 4.22. Sei

{0,1}, (=0,
V, =
{1,3,5,...,20 =1}, ¢>0.

Dann bildet ,
{os =), i€V, 0< €< L}

die hierarchische Basis von Vsr.

Abbildung 4.1: Nodale und hierarchische Basis

Man tiberzeugt sich leicht davon, dass folgende Beziehung zwischen den Basisfunktionen
der Level £ und ¢ + 1 gilt:

1 1 .
Pei = §W+1,2z’+1 + Pry1,2i §<Pz+1,2ze1, i=1,..., 2 — L,

und am Rand

1 1
Yo = §W+1,1 + Prt+1,0,  Proe = §W+1,25+171 + Py,

In der hierarchischen Basis besitzt fyr daher die Darstellung

L

for = Z Z Bei i = for-1 + Z Bri i

(=0 i€V, i€V

ﬁgz{f@, (=0,
" fGihe) = LG = Dhe) + F((+ Dhe)], €3> 0.

Die Koeffizienten werden als hierarchische Uberschiisse bezeichnet. Das folgende Lemma

stellt den Bezug zwischen den hierarchischen Uberschiissen und dem zentralen Differenzen-

quotienten

fle—h)=2f(z)+ f(z + h)
h? ’

Zn(f)la] = h >0,

her.
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4 Numerische Integration

Lemma 4.23. Fiir f € C?(0,1] gilt |Bu| < 37| /" ljzs_1,004] fiir i € V¢ und £ > 0.

Beweis. Sei h > 0, sodass x—h > 0und x+h < 1. Wegen des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung gilt

flxth)= /fx:l:t

Addition beider Gleichungen und erneute Anwendung des Hauptsatzes liefert
h
WH = [ Jlets) - f - as
0

- / (e +s) = @) — @ —5) — f(2)]ds

//f”x+t [z —1t)dtds
- / h— 0" @+ 1) — [ — b dt.

Die Behauptung folgt aus
1 .
Bui = _§h?Zhe(f)[7’hf]'

O
Daher fallen die hierarchischen Uberschiisse bei geniigender Glattheit von f mit wachsen-

dem ¢ schnell ab. Sind die Uberschiisse gro, so ist dies umgekehrt ein Indikator dafiir, dass
die Funktion an dieser Stelle nicht glatt ist.

Abbildung 4.2: Nodale und hierarchische Interpolanten

Unter Verwendung der hierarchischen Basis erhalten wir die Quadraturformel

L
Q) = 1) =30 Y b [ oute)do = 370+ 370+ 30 3 et

(=0 ieVy (=1 ieVy

Der folgende Algorithmus basiert auf dem Zusammenhang zwischen Glattheit und Abfallen
der hierarchischen Uberschiisse.
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4.4 Tensorprodukt-Quadratur

Algorithmus 4.24 (Hierarchische Quadratur).
Input: f € C[0,1] und Fehlertoleranz ¢ > 0
Output: Approximation @ ~ I(f)
Setze @ == (f(0) + f(1))/2 und (x,h) = (1/2,1/2);
L1 berechne E(z, h) :== —1h?Z,(f)[z];
if |E(z,h)| > € then
Q = Q+ hE(z, h);
gehe zu L1 mit (z, h) := (x — h/2,h/2);
gehe zu L1 mit (z,h) := (z + h/2,h/2);

4.4 Tensorprodukt-Quadratur

Gegeben sei f : [0,1]> — R analytisch. Das Ziel dieses Abschnitts ist es, Kubaturformeln
(im Mehrdimensionalen werden Quadraturformeln als Kubaturformeln bezeichnet) zur Ap-
proximation des zweidimensionalen Integrals

/01/01f<x,y>dydx

zu konstruieren. Dazu seien fiir ¢ : [0,1] — R

n2

Qi(9) = iwf)g(:ci) ud  Qa(g) =Y wi’g(y;)

J=0

zwei eindimensionale Quadraturformeln mit Gewichten wgl), wj(»z) > 0 und Stiitzstellen x;,
y;. Wir definieren

ny n2

QUf) = Qu(Q2(fo)) = > Y wPw? f(ai,y;) = Q2Qu(f))-

i=0 j=0

Dabei bezeichnet f, : [0,1] — R die Funktion f.(y) = f(z,y), y € [0,1], bei festem
z € [0, 1]. Die Quadraturformel @) wird als Tensorprodukt-Quadraturformel bezeichnet.
Die Bezeichnung resultiert aus der Struktur der Gitterpunkte, in denen f ausgewertet wird.

(0,1) . (1,1)
(0,0) (1,0)
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4 Numerische Integration

Satz 4.25. Es gilt die Fehlerabschatzung

[ f(x,y)dydx—Q(f)‘ < sup |Eo(fy)| + sup |Bu())|

z€[0,1] y€[0,1]

mit By(g) := | [ (@) dz = Qs(9)| und Ex(g) = |J; 9(v) dy = Qulg)].

Beweis.

| [ senaa—an= [ [ repii— [ Qg [ Q- o)
1 1 n2 n2 1 ni

-/ [ JRECRUETED S CDI R Sty ( / f(w,yj)dw—zwfl)f(xi,yj)>
0 [/0 =0 =0 0 =0 g

[\ J/

SE;?fx) <E1(fy;)
na
2
< sup [Bo(fo)l + sup Ei(f,) > wl?.
z€[0,1] y€[0,1] j=0
Wegen > 772 w]@) = 1 folgt die Behauptung. =

Diese Konstruktion und Satz 4.25 kénnen leicht auf d-dimensionale Integrale, d.h. Integrale
iiber dem Einheitswiirfel [0, 1]¢ verallgemeinert werden. Man beachte, dass der Kubaturfehler
wie in Satz 4.25 von der Ordnung des eindimensionalen Quadraturfehlers ist, die Anzahl der
Stiitzstellen aber exponentiell mit der Dimension wéchst. Fiir grofse d wird das Verhéltnis
von Genauigkeit zu Aufwand daher schlechter. Man spricht vom Fluch der Dimensionen.

4.5 Monte-Carlo-Quadratur

Im folgenden Abschnitt stellen wir die Standard-Methode vor, um den Fluch der Dimensionen
zu umgehen. Dazu sei {X;};en eine Folge von auf [0, 1]¢ gleichverteilter und unabhingiger

Zufallsvariablen. Fiir die gleichverteilte Zufallsgrofe X erhélt man fiir den Erwartungswert
von f(X)

E[f(X)] = f(x)de = I(f).

[0,1)¢

Wihlt man daher zufillig n Stiitzstellen zy, ..., z, € [0,1]¢ und setzt

Qul) = > fla),

so liefert (,, im Mittel das richtige Ergebnis, weil

BQWA = 5 o F =13 [ r@ae= [ swar

[0,1]¢

Der Kubaturfehler I(f) — @,(f) kann beliebig grof sein. Mit wachsendem n wird aber die
mittlere Abweichung E[|I(f) — Q. (f)|] klein.
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4.5 Monte-Carlo-Quadratur

Satz 4.26. Sei g(z) := I(f) — f(x) und

vy = / ¢*(z) dz
[0,1]

die Varianz von f. Dann gilt

E[I(f) = @n(HIl < 2—’”

Beweis. Fiir die mittlere quadratische Abweichung gilt zunéchst

und somit

E[I(f) = Qu(f)I] = E

If)—%Zf(X

2
- / / g(z;) dz,, ... dz;
[Ol]d [0,1]¢ \ %
1
E 2
' g (i) dan .. der + =5 / / g(x)g(z;)dz, ... dz
TL2 /Ul]d /Old ( ) ' TLQZ [0,1)4 [0,1)d ( ) ( J) 1
Z’z dxl‘{‘ / 337, dgjl/ g(z; dx;
Z/W > [ olaas,

J/

=vy 0 ;6
vf
= Z /o 1]d :171 )dx; = .
Aus der Hoélder-Ungleichung
E2[II(f) = Qu(HI] < EI(f) = Qu(f)]

folgt die Behauptung. m

Die Grofse vy driickt die Varianz der Funktion f aus. Sie ist unabhéngig von n. Daher ist
die Konvergenzrate der Monte-Carlo-Quadratur 1/4/n. Diese ist zwar nicht sehr hoch und
die Konvergenz liegt nur bzgl. eines schwachen Mafses vor, sie ist aber unabhéngig von der
Dimension d.

Algorithmus 4.27 (Monte-Carlo-Quadratur).
Input: f € C[0,1]?und n € N
Output: Qu(f) =~ I(f)
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4 Numerische Integration

Setze Qn(f) = 0;
fori=1,...,n
erzeuge Zufallsvektor x; € [0,1]¢ durch d-maliges Auswerten eines Zufallsgenerators;

Qn(f) = Qu(f) + 5 f(x2);

Die Kosten zur Berechnung von @, (f) sind dabei von der Ordnung O(dn). Die Komplex-
itdt wachst also linear statt wie bei den Tensor-Produkt-Kubaturregeln exponentiell.
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