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Aufgabe 19. (Vorkonditionierung: Zeilenäquilibrierung)

Eine Matrix A ∈ Kn×n heißt zeilenäquilibriert, falls gilt:
n∑

k=1

|ajk| = 1 für alle j = 1, . . . , n.

Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a) Es sei A ∈ Kn×n zeilenäquilibriert und regulär. Dann gilt für jede reguläre Diagonal-
matrix D ∈ Kn×n die Abschätzung cond∞(A) ≤ cond∞(DA).

b) Für eine reguläre Matrix A ∈ Kn×n definiere die Diagonalmatrix T :=

diag(α−11 , . . . , α−1n ) mit αj =
n∑

k=1

|ajk|. Dann gilt cond∞(TA) ≤ cond∞(A).

(Hinweis: b) folgt aus a) durch Verwendung einer geeigneten Diagonalmatrix.)
(3 Punkte)

Aufgabe 20. (GMRES – ein Beispiel)

Der Vektor x∗ = (0, . . . , 0, 1)T ∈ Rn löst das lineare Gleichungssystem Ax = b mit

A =


0 1

1
. . .
. . .

. . .

1 0

 ∈ Rn×n, b =


1
0
...
0

 ∈ Rn.

Zeige, dass das GMRES-Verfahren mit x0 = 0 die Iterierten x1 = x2 = · · · = xn−1 = 0
und xn = x∗ liefert.

(5 Punkte)
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Aufgabe 21. (Eigenwerte und Eigenvektoren von Tridiagonalmatrizen)

Es sei D ∈ Rn×n eine Tridiagonalmatrix mit

D =


α γ 0

β α
. . .

. . .
. . . γ

0 β α

 , βγ > 0.

Zeigen Sie, dass

λk = α+ 2
√
βγ sgn(β) cos(

kπ

n+ 1
), 1 ≤ k ≤ n

die Eigenwerte zu den Eigenvektoren

[vk]l =

(
β

γ

) l−1
2

sin

(
klπ

n+ 1

)
sind.

(3 Punkte)

Aufgabe 22. (Spektraläquivalenz)

Zwei Folgen {An}n∈N, {Bn}n∈N positiv definiter Matrizen An, Bn ∈ Cn×n, n ∈ N, heißen
spektraläquivalent, falls für jedes n Konstanten γn,Γn > 0 mit Γn/γn < c existieren,
sodass

γn(x,Bnx) ≤ (x,Anx) ≤ Γn(x,Bnx) für alle x ∈ Cn

gilt. Dabei darf c nicht von n abhängen.
Zeige, dass {An}n∈N und {Bn}n∈N genau dann spektraläquivalent sind, wenn eine Kon-
stante c̃ existiert, sodass

λmax

(
AnB

−1
n

)
λmin

(
AnB

−1
n

) ≤ c̃ für alle n ∈ N.

(5 Punkte)
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