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Aufgabe 24. (Gerschgorin Kreise, Rayleigh-Quotient)
Es sei
2 =100
-1 3 20
A= 0 2 41
0 0 1 2

a) Geben Sie EinschlieSungen fiir die Eigenwerte von A an (Gerschgorin). Ist A positiv
definit?

b) Esseien A1 < Ao < A3 < A4 die Eigenwerte von A. Zeigen Sie, da§ A\; < 2 und Ay > 4
gelten. (Hinweis: Rayleigh—Quotient).
(4 Punkte)
Aufgabe 25. (Folgerungen aus dem Satz von Gerschgorin)

a) Geben Sie mithilfe des Satzes von Gerschgorin und Transformationen der Form A —
D~ AD mit einer Diagonalmatrix D eine moglichst gute Lokalisierung (d.h. kleiner
Radius des enthaltenden Kreises) der Eigenwerte von

1 0 0 01 1
A:=10 2 0| +10°]1 0 1
00 3 110

an.
b) Esseien A € C"*" eine Matrix und G, j = 1,...,n, die zu dieser Matrix gehorenden
Gerschgorin-Kreise. Fiir ein i € {1,...,n} sei G; disjunkt zu allen anderen Kreisen.

Zeigen Sie, dass genau ein Eigenwert von A in G; liegt und dass zu diesem ein Eigen-
vektor x existiert mit z; = 1 und |z;| < 1 fiir alle j # 1.

c) Zeigen Sie: Ist A € K™*™ hermitesch und Z?:L#i\aiﬂ < ay; fiir alle 4, dann ist A
positiv definit.
(6 Punkte)



Aufgabe 26. (Quadratwurzel positiv semidefiniter Matrizen)

Als Wurzeln einer Matrix A € K"*™ bezeichnet man alle Matrizen B € K"*", die mit

sich selbst multipliziert A ergeben:
A=B?> <<= B ist Wurzel von A.

Es seien A, C' € K™ hermitesche Matrizen und A sei zusétzlich positiv (semi)definit.
Zeige die folgenden Aussagen.

a) Es existiert eine Quadratwurzel von A, die ebenfalls positiv (semi)definit ist.
b) Alle Eigenwerte von AC sind reell.
c¢) Ist A positiv definit, so ist AC' diagonalisierbar.

Bemerkung: Das Produkt beliebiger hermitescher Matrizen hingegen ist im Allgemeinen
nicht einmal diagonalisierbar, geschweige denn hermitesch.
(6 Punkte)



