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Aufgabe 29. (Symmetrische Matrizen und Eigenwerte)

Symmetrische Matrizen A € R™*" vom Rang 1 lassen sich allgemein durch A = aa”

mit einem Vektor a € R™\ {0} beschreiben. Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigen-
vektoren von A.
(2 Punkte)

Aufgabe 30. (Eigenwerte)

a) Sei A € C"*™ und \ € C ein Eigenwert von A. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Ist A reell, so ist A Eigenwert von A.
(ii) Ist A selbstadjungiert, so sind die Eigenwerte von A reell.

(iii) Ist A regulir, so ist A~! Eigenwert von A~1.

b) Seien A, B € C™*™ Matrizen mit Eigenwerten A und p. Unter welchen Voraussetzun-
gen ist Au Eigenwert von AB?

c¢) Berechnen Sie das charakteristische Polynom der Matrix

7T 4 0 5
3 4 0 3
3 1 1 2
-6 -4 0 —4

und bestimmen Sie alle Eigenwerte von A. Wieviele Iterationsschritte werden mit dem
Abstiegs- bzw. CG-Verfahren bendtigt, um eine Approximationslésung von Ax = b
zu erhalten, deren Abweichung von der exakten Losung 2* nur noch 1% des Anfangs-
fehlers ||xg — x*|| 4 betrigt.

(6 Punkte)

Aufgabe 31. (Orthogonale Iteration — Konvergenzbeweis)

Eine Verallgemeinerung der Vektoriteration stellt das sog. Verfahren der orthogonalen
Iteration dar. Ein moglicher Algorithmus lautet:

Gegeben sei eine Startmatrix X € C"™? mit XX, = I.
For k=1,2,... {

Yy = AXp_1;

berechne eine QR-Zerlegung X Rr = Yi;

}

Damit ist Y € C"*P, X € C"*P sowie Ry € CP*P, und es gilt X,ka =1 e CP*P d.h.,
die (reduzierte) QR-Zerlegung ersetzt den Normierungsschritt.




Es sei X := Xp(C") der von den Spalten von X} aufgespannten Unterraum. Im fol-
genden Satz wird gezeigt, dass unter verniinftigen Voraussetzungen die Folge { X }nen
gegen den A-invarianten Unterraum V, := V,(C") mit V, := (v1,...,vp), aufgespannt
von Eigenvektoren zu den p betragsgrofiten Eigenwerten, konvergiert.

Zeige im Beweis des folgenden Satzes die Teilaussagen (a)—(e).

Satz Es sei A € C"*"™ eine diagonalisierbare Matrix mit Eigenwerten
M2 2 A > Apga] 2o = [Aa] > 0.

Fiir die Startmatrix gelte X X, = I sowie Xy Nspan{v,41,...,v,} = {0}. Dann
existiert eine Konstante ¢ > 0, sodass mit q := [A\p11/A|

d(X, Vp) < ¢+ ¢*
fiir alle hinreichend groflen k.
Beweis Gezeigt wird auf direktem Weg die Abschitzung [Py, — Py, |2 < cg®.
a) Zunichst einmal gilt A}, = A* - Xj. (Beweis durch vollstindige Induktion)

Es seien x1,...,x, € C" die Spalten von Xj. Da die Eigenvektoren v, ..., v, eine
Basis des C™ bilden, besitzt jede Spalte eine Darstellung der Form

p

n
€T; = E CijVj +t, t;i= E dijvj € span{vp+1,...,vn}, 1=1,...,p,
Jj=1 Jj=p+1

d.h., es ist Xo = V,CT + T, mit C = (¢;;) € CP*P und T, := (t1,...,tp).
b) Die Koeffizientenmatrix C' ist regulér.
Wegen X := XoC T = Vo + Tp kann jede Spalte von Xy 0.B.d. A. in der Form
xi =v; +t;, t; €span{vpii,..., U},
dargestellt werden (d.h., im folgenden wird das C”' einfach weggelassen).
c¢) Durch {wa), .. ,w,(,k)}, wl(k) = + )\;kAkti, ist eine Basis von X}, gegeben.

d) Damit gilt ||w§k) — vi|l2 < é¢* mit einer von k unabhingigen Konstante é.

e) Fiir die entsprechenden Matrizen W,gk) = (wgk), e ,wz()k)) und V,, gilt dann

WD = Voll2 < éq*/p.
(Hinweis: Definition der Matrixnorm; Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

Die Behauptung schliellich folgt aus

-1 -1 _
IWER (WY HWE) (WD) =V, (V) TVl < e Wi = V1

fiir hinreichend grofles k. O
(8 Punkte)



