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INTEGRATION

Was ist das Ziel einer Approximation?

Die schnelle Bestimmung einer Funktion uy fir die der Fehler
en = [luy — ullv

in einer bestimmten Norm ||-||y klein ist. Eine haufig verwendete

Norm ist die L2-Norm

lewlZs(y = /Q len(x)|? d.



INTEGRATION & QUADRATUR

BERECHNUNG DES BESTIMMTEN INTEGRALS

/f W de= 1) [ Axwlo dx= 1)

o (a, b) bzw. Q Integrationsgebiet; f: @ C RY — R Integrand
@ besondere Herausforderung wenn d grof3 (z.B. d = 100)

o Gewicht w € (0,00)% mit existierenden Momenten

APPROXIMATION DES BESTIMMTEN INTEGRALS
N
I(f) := Z wif(x;)
i=0

e x; Quadraturpunkte / Stitzstellen; w; Quadraturgewichte
@ Quadraturfehler

1) = 1(A)] < e(N, £, d)



KONSTRUKTION VON QUADRATURREGELN

APPROXIMATION VON f

Fiir ein beliebiges Approximationsverfahren mit
N

fix) = Z cipi(x)

=
kann man einfach ein Quadraturverfahren tiber
N N
I =100 =D cilld) = > cidils
i=0 i=0
formal definieren.

e Stammfunktionen ®; zur Basis ¢;
o Koeffizienten der Approximation c; erst berechnen
e Stabilitat?

EXAKTHEITSGRAD

l |

Falls fur alle Polynome p vom Grad < mgilt I(p) = I(p), dann heif3t
die Quadraturformel exakt vom Grad m. (oder von der Ordnung
m+ 1.)



VERFAHREN AUS ALMA 2

o Newton-Cotes-Formeln (aquidistante Stiitzstellen)

Extrapolation (Interpolation der numerischen
Integrationsresultate)

Romberg-Quadratur (Extrapolation mit Halbierung der
zusammengesetzten Sehnentrapezregel)

Adaptive Integration



GAUB-QUADRATUR

ZIEL

Was ist der hochste Exaktheitsgrad einer Quadraturformel

N
1) = 3 wiflx)
0=1

mit N+ 1 Stutzstellen x; und N+ 1 Gewichten w; zu einem
vorgegebenen nichtnegativen Gewicht w?

MINIMALER EXAKTHEITSGRAD

Es seien ¢, i = 0, ..., N eine Basis von IIy. Dann hat |
Exaktheitsgrad mindestens N.

MAXIMALER EXAKTHEITSGRAD

I sei interpolatorische Quadraturformel mit mindestens
Exaktheitsgrad N. Dann hat [ hochstens Exaktheitsgrad 2N + 1.



ORTHOGONALE POLYNOME

Es sei w € (0, oo)(“’b) mit —oo < a < b < 0o sodass alle

G- / ()

fiir k € N existieren und ¢y > 0. Dann

NULLSTELLEN

haben die orthogonalen Polynome p, zu w nur einfache Nullstellen
im Inneren von (a, b).



Unter diesen Voraussetzungen:

HAUPTSATZ ZUR GAUB-QUADRATUR

Es existiert genau eine Quadraturformel
N
1) =Y wiflx)
0=1
mit Exaktheitsgrad 2N + 1. Die Stitzstellen x; sind die N+ 1

Nullstellen des N + 1-ten orthogonalen Polynoms pyy1 zum
Skalarprodukt

b
(g = / AW dx .



GEWICHTE
2

RESTGLIED

Fiir f€ C*'(a, b) gilt

f(2n) N
(1= = x—x;))%dx mitn € (a, b)
(2 / Q !

KONVERGENZ

I |

Falls (a, b) beschréankt, konvergiert die Folge der I mit N — oo fur
jede stetige Funktion.



BEISPIELE

Name (a, b) ‘ w

Gauf3-Legendre (
Gauf3-Chebyshev | (—1,

GauB-Hermite | (—o0,00) | exp(—x°)
Gauf3-Laguerre (0, 00) exp(—x)




EFFIZIENTE BERECHNUNG

STUTZSTELLEN

Lanzcos-Prozess fiir die orthogonalen Polynome, Dreitermrekursion
xpi = Br—1Pk—1 + aupic + Biprr1r Br—1 = IIpkll k= (xpi pi)

beziglich w-Skalarprodukt, und damit

Po(x) @ Bo po(x) 0
5 ‘.. U Bn—l . 0
Pn(x) Bn-1  an Pn(x) Prt1()
—_————
=T =:p(x)

sind die Nullstellen x; von p,+; die Eigenwerte von T zu den
Eigenvektoren p(x;) und mit QR-Verfahren fur Tridiagonalmatrizen
effizient berechenbar.



LGS fur Gewichte w;
po(x0) po(x1) ... po(xn)\ [wo b—a
Pl(.XO) Pl(.X1) p1(.xn) _ 9 — Vb aey
pr(x0) pn(x1) ... Ppn(xn) Wn 0
= —

QR-Verfahren: P = QD, dann folgt mit

(Qu,)i = ((PD™M)1,0)i = ({ycaaqd)

dass

g=Vvb— aD'QTey = ... = (b— a)(Q%,lw"aQ%,N—i-l)



GAUSS-CHRISTOFFEL-QUADRATUR

einzelne Teile, Gautschi 1968, Golub, Welsh, 1969

ALGORITHMUS

@ Lanczos-Prozess: T, nur «; und [3; zu speichern.
@ Q (x;);aus QR-Verfahrenzu T
@ (w)i=(b—a)(Q))i



ARCHIMEDES & ADAPTIVITAT

HIERARCHISCHE QUADRATUR AUF [0, 1]

o Setze I:= Z(f(0) + f(1))
o Setze (x, h) := (3, 3).
o Berechne den hierarchischen Uberschuss

Hx B) = f0) = 5 (flx— B) + flxc+ )
e Falls |[H(x, h)| > e
1="14+ hH(x, h),
Und betrachte

(oh) = (x=3,2)  (uh)=(xt5.2)



TENSORPRODUKT-QUADRATUR

e Grundlage: mehrdimensionale Interpolation, z.B. durch
Interpolationspolynom p

/b1 bdf )~ i = /b1 /bdp .
d

peﬂg:{p(xl,...,xd) = Z akl,...,de)Ji(i}

032, ki<n =

e Nicht fir beliebige Stiitzstellen wohldefiniert. ok, z.B. fiir
kartesische Produkte von 1D Stitzstellen
Xij € (ai, b,'),j =0,...,n,V)1 75 Jo . Xija 75 Xi jo mit Gewichten
wi’j

(H I) (f) = Z W1,j; Z wd,if(Xle’ e 7Xd,jd) :

j1=0 Ja=0



e Fur verschiedene Richtungen andere Quadraturformeln
verwendbar

@ Mit hinreichender Beschrankheit der iterierten
Integrale/Quadraturformeln /; mit Stiitzstellen x; j, w; ;

b; n;
\/ f(yl,...;x;...,yd)dx—Zw,-df(yl,...;x,-vj;...,yd)\
aj

j=0

:7;(x»—>f(y0,...;x;...,yd)
< (bi — @) Ci(f) b’

fiir alle (yo, - - ., ya) € [1%,[a;, bi] gilt am Ende

gl d
‘I(f) —7(f)‘ < <H(b,’ = ai)> Z Ci(f)hfi
i=1

i=1

@ Kann wie in 1D auch Stitzstellen und Gewichte zur exakten
Integration von Polynomen aus Gleichungssystem
konstruieren.



STANDARDGEBIETE

o Fur andere Gebiete (nicht Rechtecke, Quader...) zweckmafiger,
exakte Integration von Monomen

d d
[[+0<> k<t
=1 i=1

zu fordern

@ Satz von Tschakalov, 1957: Es gibt fiir beliebige Gebiete solche
Integrationsformeln mit positiven Gewichten und allen
Stutzstellen im Gebiet.



BEISPIELE

Integration exakt fiir Monome 1, x, y, X2, xy, y°.

Drereck mIT Ecken (0, 0), (0, 1), (1,0)

L0+ 0.2) + 15, >)

0 =5 (5.0

TeTRAEDER MIT ECkEN (0, 0,0), (1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)

_5-+5 _5+3V5

s =
20 20

L (fen ) +fsn0) + A s 1) +finn,9))

1(f) =
O‘)24



MoNTE-CARLO

e Fiir groe Dimensionen Integration kostspielig, da n?
Stiitzstellen auf vollem Gitter

o Integrale sind im Wesentlichen Mittelwerte, also aus Stochastik
mit Gesetz der groflen Zahlen: Es sei w eine
Wabhrscheinlichkeitsdichte (fab w = 1) und x; nach w verteilt
dann

@ Schwierigkeit typischerweise Ziehen der Zufallszahlen und
langsame Konvergenz

@ Analog im Mehrdimensionalen



HIiERARCHISCHE BASEN

hierarchische Basis in 1D

NoTATION

o Gebiet Q = [0, 1]¢

o Gitter beschrieben durch
Multiindex
[=(L,...,I;)eN?

o Gitterweite
blz (hla"'ahd) =
(270, .. 27l

° |_[|1:[1+...+[d

o ®yi(x) =1L, @y (x)



1=1

172

13




DUNNE GITTER

Kosten/Nutzen also Konstant auf “Diagonalen” (i.e. konstante |{|1).
Also “optimales” Gitter.

L=1 =2 =3 h=4 |




Punkte/Stutzstellen gleicher “Wichtigkeit” in gleicher Farbe




SPARSE GRIDS

Die Bilder in Formeln:

vi= P W

[l <n+d—1
wobei

“/! = <(I>,[,!>j€ {1<i<2!, all j; are uneven}

Jedes v € V! hat eindeutige Darstellung

V= E W!

1 <n+d—1

with w; € W,.



FEHLERABSCHATZUNGEN

Interpolation eines u : [0, 1]¢ — R with v € V! liefert fiir
sogenannte hierarchische Uberschiisse (Quadraturfehler wie in
1D aus Interpolationsfehler ableitbar)

9%y
PR
9%y

< 92l 5—d

Im allgemeinen nur Beweise nur fir einfache Probleme vorhanden!

Iwilloo < 2720



BEISPIEL
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KOMBITECHNIK

@ Rechnen mit hierarchischer Basis von V! problematisch,
multi-rekursiv
o Koénnen aber v, € V2 n > 1 auch zusammensetzen aus

Vn & %(—U"(d; 1) Yoo

l=n+d-1—¢q

wobei

VIE\Q:ZWM

die Approximanden in den vollen, aber anisotropen
(unterschiedliche h in verschiedene Dimensionen) Raumen V,
and die gesuchte Funktion u ist.

@ in2D
Vp R Z up— Zul

l=n+1
e Konvergenzbeweis nur fir emfachste Probleme vorhanden!



o Kosten: (2" — 1)? € 0(2™) = O(h~)
o Genauigkeit bei Interpolationsproblemen:
[lu — upl|, € O27%") = O(K?)

DUNNE GITTER

o Kosten: dimV: = Z ("+d— ) — .=
k=0
(_1)d+ on i (n+d 1)( )d—l—k — coo @ O(2nnd—1) —
k=0

O(h~!log(h~1)4-1)
o Genauigkeit: ||u — uy||, € O(272") = O(h?)



KONKRETER

d=2

n 2|4 8 10 20 30
volles Gitter | 9 | 225 | ~10° | ~10° | ~ 1012 | ~ 1018
diinnes Gitter | 5 | 49 1793 ~10° | ~ 107 ~ 1010

d=3
n 2 |4 8 10 20 30

volles Gitter | 27 | 3375 | ~ 108 | ~ 109 | ~ 1018 | ~ 10?7
diinnes Gitter | 7 | 111 | 7423 | 47103 | ~ 108 | ~ 102
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