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SCHNELLER LOSER FUR LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

DIREKTE LOSER (TEUER)

Basieren auf multipliktiven Zerlegungen / Faktorisierungen

A=B-C

KrASSISCHE ITERATIVE VERFAHREN (LANGSAME KONVERGENZ)

Basieren auf einem Fixpunktansatz

Ax = b <> F(x) = x+ b — Ax — Fixpunkt

OPTIMIERUNGSVERFAHREN

Ein weiterer Zugang/Umformulierung
Ax = b <> F(x) = F(x, b, A) — min

als Optimierungs- oder Minimierungsproblem.



MINIMIERUNGSAUFGABE

F(x) = %(Ax, %) — (b x)

e Wir nehmen an das A € R"*" sym.pos.def. dann gilt
X, = argmin F(x) & Ax, = b

@ Optimierungsverfahren bestehen immer aus zwei elementaren
Schritten:
e Bestimmung der Suchrichtung, des Suchraums.
e Bestimmung der Schrittlange entlang der Suchrichtung.



GRADIENTENVERFAHREN

STEILSTER ABSTIEG

@ Setze xp := y; rg := b — Axg; m:= 0.

@ Solange ||rm|| > €
Setze Ay, 1= rmrml.

m == (Arm,rm)
Setze X;t1 = Xm + AmIm
Setze rpt1 = rm — AnArn

Setze m=m+1

Lokal optimale Suchrichtung - der Gradient von F.
Das ist ein nicht-lineares Verfahren, denn

Xm+1 = Xm + AmI'm

enthalt Produkt von Unbekannten.
Iterationsupdate hat besondere Struktur (Krylovraum).
Fir die Residuen gilt (Projektionsverfahren)

(rm—i—la rm> =0



KryLOVRAUM

FOLGE DER ITERIERTEN

Xm+1 € X0 + Span<r0a o009 rm>a Imy1 € Span<r07ArOa 0o 7Amr0>

KRYLOVRAUM
Sei A € K™" und v € K" gegeben. Dann definiert

Km(A,v) := span(v, Av, ..., A" 1y)

einen Unterraum des K" und wird Krylovraum der Ordnung m zu
(A, v) genannt.

Die Residuen des Gradientenverfahrens liegen alle in dem
Krylovraum K,,(A, rp). Die Iterierten im affinen Raum
X + ICm(Aa I‘()).



EIGENSCHAFTEN VON /C,,(A, v)

e Jedes Element w € K,;,(A, v) ist ein Polynom in A angewendet
auf v.

w=aov+ a1 Av+ asA%v+ -+ ap 1 ATy = m(A)v

e Die Krylovraume sind geschachtelt I, (A, v) C Kpni1(A, v).

o Die Dimension wachst maximal um eins wenn die Ordnung um
eins erhoht wird.

GRAD VON V BZGL. A

grad,(v) := min{j : dim(Kj11(A,v)) <j+ 1}



GRADIENTVERFAHREN ALS PROJEKTIONSMETHODE

GRADIENTENVERFAHREN ALS MINIMIERUNG

()
(Arm,rm)

Es gilt nach Konstruktion von oben A, : und mit
Imil = b — Axma1,  Xmt1 = Xm + AmIm-

dann auch (rm41, rm) = 0.

GRADIENTENVERFAHREN ALS PROJEKTIONSMETHODE

Wir kénnen das aber auch umformulieren: Finde \,;,, so dass fuir
Xm+1 = Xm + Amfm, TFm+1 = b — Axpy1

eben (rpy1, rm) = 0 gilt.



PROJEKTIONSMETHODEN

Wieder zwei Schritte:
e Wibhle einen Suchraum V (hier V = span(ry,)).
@ Bestimme x,,+1 € X + Vso, dass das resultierende Residuum
Im+1 := b — Axmy1 senkrecht auf einem gewéhlten Testraum

W (hier W =V = span(r,)) steht.

IN WORTEN

Konstruktion der Iterierten so, dass die Projektionen der Residuen
auf den Testraum verschwinden.

IN MATRIX-SCHREIBWEISE
Sei V die Matrix der Basisvektoren von V, W entsprechend fiir WW.
V)

Dann suchen wir y € RY™() mit

Xm+1 = Xm + Vy, mit WTrm-i-l = WT(b_ Alxm + Vy)) =0

oder einfacher
WIAVY = W,



NoCH EIN PROJEKTIONSVERFAHREN

GAUB-SEIDEL-VERFAHREN

Waibhle sukzessive in jedem iten (Sub-)lterationsschritt
W =V = span(ej)

den iten Einheitsvektor. Dann erhalten wir
. T -1, T o 1 b
y:=(eiAe) " (eiryy i) = —(b—Ax,, i €.
11
Mit ein paar Umformungen erhalten wir hieraus die
Iterationsvorschrift des Gauf3—Seidel-Verfahrens.

BEMERKUNG

Fiur das Gauf3-Seidel-Verfahren wurde nie die Symmetrie oder
Definitheit gefordert, wie oben beim Gradientenverfahren. Der
Projektionszugang ist also allgemeiner als der Minimierungszugang.
Es muf nur die Matrix WAV invertierbar sein.



WAHL DER SUCH- UND TESTRAUME

SATZ

Es gelte entweder
@ Aist positiv definit und V = W, oder
@ A ist nicht singular und W = AV.
Dann ist WAV nicht-singular fiir beliebige Basen von W, V.

@ Fur A (sym.)pos.def. macht also V = W und W = AV Sinn.

@ Sowohl das Gradientenverfahren als auch das
Gauf3-Seidel-Verfahren verwenden eindimensionale Such- und
Testraume.

@ Bisher haben wir noch kein Verfahren mit hoher dimensionalen
Such- und Testraumen kennengelernt.

@ Noch ein letztes Beispiel mit eindimensionalen VW und V.



MINIMAL RESIDUAL ALS PROJEKTIONSVERFAHREN

Nehmen wir an, dass A positiv definit ist aber nicht symmetrisch
und wahlen W = AV mit V = span(rp).

EiNn MINIMAL RESIDUAL VERFAHREN

(Arm, rm)
(Arm, Arp)’

am= (WAV) W, = Xm+l = Xm + Qmlm

@ Das Verfahren minimiert in jedem lterationsschritt
f(x) = ||b— Ax|j3 = (b— Ax, b — Ax)

fur alle x = x,; + @, (Mman bestimmt also o, € R).

@ Das Verfahren mit obigen Voraussetzungen konvergiert, aber
wird so selten verwendet.

@ Das eigentliche MINRES-Verfahren kommt gleich!



ALLGEMEINE RAUME V uUND W

GRUNDSATZLICH

Wie immer: Eine Basis von orthonormalen Vektoren ist
wiinschenswert.

WAHL DER RAUME

Bisher haben wir immer nur die eindimensionalen Raume span(r,)
verwendet. Jetzt wollen wir mehr-dimensionale Krylovraume
verwenden.

AUFGABE

Wir missen also versuchen eine orthonormale Basis fiir unsere
Krylovraume zu konstruieren und wollen dies mit moglichst
geringen Kosten!



ORTHONORMALBASIS VON KC(A, v)

o Gegeben sei eine Matrix A € R™" und v € R"

@ Setze wy := m
o lteriere fir k=1,2,...,n
re=Awg, hix=winfiri=1,2...k
und

k
re=rg— Z higwi,  hiea ke = | rel|2,
—1
setze fir hyi 1, # 0 '

1
hiy1 k

Wit+1 = Tk

@ Die Vektoren wy bilden eine Orthonormalbasis.
o Die Matrix H = (h;x) = W AW, ist Hessenberg-Matrix.

ARNOLDI-PROZESS



ORTHONORMALBASIS VON KC(A, v)

LANCzOS-PROZESS

Sei A € R™" symmetrisch und v; = vein beliebiger normierter
Vektor. Ferner sei vg = 0 im R” und 8y = 0. Dann bilden die
Vektoren {v;}X_; aus der dreistufigen Rekursionsformel

rit1
rip1 = (A—al)v; = Bic1vie1,  vigr = %7
1
mit
Bii= lriall, = viAv

und i=1,...,k— 1 eine Orthonormalbasis von (A, v), falls alle

Bi # 0.



FurL ORTHOGONALIZATION METHOD

Gegeben A, xg, b und m.
Setze ry := b — Axo, 5 := ||no|, vi :== ro/B und Hp, = (h;j) = 0.
Firj=1,...,m

o Setze wj:= AV;
o Firi=1,...,]j
o Setze hjj:= (wj, v;).
o Setze wj:= w; — h;;v;
o Setze hj1 j:= ||wj||. Falls hjy1; = 0, setze m := j. Sonst
Vier i= Wi/ hjg g

Setze y,, = H.'(Ber) und xm = xo + VinYim-



MINRES-VERFAHREN

ALGORITHMUS

o Gegeben eine sym. Matrix A € R™", b € R" und xp € R".
o Setze d_1 = O, do =Ir = b— AXo.

o lteriere fir k=0,1,... bis ||riq1][2 <€

diAr

K\ k

o= =5+, Xpp1 = Xk + agdk,  ree1 = ry — apAdg
dltAQdkv ain ) aF

und
_ di AR, A

/Bk_ d}tA2dk, Yk = d/t_lAde—l,

dit1 = Adi—Brdi—Yrdk—1

@ Das Verfahren ist fur indefinite symmetrische Matrizen
entworfen (A2 ist dann sym.pos.def.).



GMRES-VERFAHREN

Gegeben sei A € R"", rechte Seite b € R und xp.
Setze rp = b — Axo, h1,0 = ||rol|2 und k= 0.
Iteriere k = 1,2, ... bis hy4q x < € gilt: Berechne
_ 1
Ay k-1

Wy r—1, re=Aw, hix=winfuri=1,2...k

und
k

ne=rc= ) hiwi, b= Il
i=1

Lose das Ausgleichsproblem
z = argmin cge [|e1h1,0 — Hey||

mit Hy = (h;;) € REFDXK (Hessenberg) uns setze mit
Wk — [le Wo, -y Wk]

xx = xp + Wiz



Zu A € R"™" sym.pos.def. definieren wir das quadratische

Funktional |
d(x) = §X*AX_ x*b.

Dies hat ein eindeutiges Minimum. Fiir x = A~ 1b gilt

also ist X das eindeutige Minimum von ®. Um also Ax = b zu l6sen,
konnen wir auch argmin ®(x) bestimmen.

Ax = b <= X = argmin p, ®(x)



Die Abweichung des Funktionals von seinem Mininum

ist ein verniinftiges Maf3, um den Fehler x — X zu messen.

1 s R 1 R
—(x—X)"A(x—X) =: =||[x— X

0= 27 A(x— %) = 2 lx— .
ist die Energienorm zur Matrix A. Wenn wir das Funktional nun
sukzessive minimieren, reduzieren wir auch den Fehler in der

Energienorm.



CG-VERFAHREN

ALGORITHMUS

o Gegeben sym.pos.def. A € R™" b &€ R" und xp € R".
@ Setze k=0, und dy = rg = b — Axg.
o lteriere k=10,1,2,...bis ||ret1]]2 < €

2
Ik
= c|I|j,“(A”jk’ Xit1 = Xk + augdy, Myl = e — oydy
e I3
Fg+1
Br = o2 dir1 = reg1 + Brdk

Irell3



EIGENSCHAFTEN

@ In exakter Arithmetik direktes, in der Praxis iteratives
Verfahren.

o Konvergenzverhalten durch Kondition der Matrix A bestimmt

k
/4}2(/\) —1
[|x = xilla < 2 <m> [l x — xol[



KONVERGENZ DER VERFAHREN

Wichtiges Hilsmittel fiir die Konvergenzbeweise:

KaNTOROVICH UNGLEICHUNG

B sei symmetrisch positiv definite reelle Matrix mit den extremalen
Eigenwerten A\qax und Angin. Dann gilt

<BX7 X><B_1X7 X> < ()‘max + )\min)2
<X7 X>2 o 4)\max>\min

GMRES

Sei A = XAX~! diagonalisierbar. Dann gilt fiir die Iterierten des
GMRES

b — Axill2 < K2(X)ex][b — Axo|
p(Ai)l.

mit €, = minpeﬁk maXi=1,...,n



VORKONDITIONIERUNG

Ax=b <— Wlax=w1p

W muss regular sein.
Aist sym.pos.def, W' A i.A. nicht.
Sei W sym.pos.def, dann existiert die Cholesky-Zerlegung

W= LLTundmit A:=LtAL"T, x:=1L"x, b:=L""b
gilt Ax= b wobei

A sym.pos.def ist.
Kann man CG-Verfahren auf A anwenden, ohne A, L, L~}
explizit zu kennen?

ALTERNATIVES SKALARPRODUKT

X*y: <X’ y>27 <X7 Y>W = <X, Wy>2 =x* Wy

WL A nicht symmetrisch bzgl (-, -)o, aber symmetrisch bzgl (-, -)w



PCG-VERFAHREN

ALGORITHMUS

o Gegeben sym.pos.def. A, We R™" b e R"und xy € R".
@ Setzek=0,50 =b— Axgund dy = rp = W ls.
o lteriere k=0,1,2,... bis [[sgr1l2 <€

_ S
 d{Ady’

o Xit1 = Xk + apdy, Sk+1 = Sk — yAdy

und

*

Sk Tkt

Bk = —"——
Skrk

WAHL DES VORKONDITIONERS W

@ Optimaler Vorkonditionierer W = A
o Quasi-optimale Vorkonditionierer ko(W™'A) = O(1) W=~ A

@ Berechnung von W~!x muss schnell sein

1
re1 = Wosy, , dit1 = rier1 + Brdk



VORKONDITIONIERER UBER ZERLEGUNGEN

UNVOLLSTANDIGE LR-ZERLEGUNG
o Gegeben sei A € R™" und ein Besetzungsmuster
Ee{l,....,n} x{1,...,n}.

o Setze L =TI und R= 0 auf R”

o lteriere firi=1,2,...,n
o lteriere fir k=1,2,...,i—1
o Falls (i, k) € E, setze L;y = ﬁ(A,-,k -3

Iteriere fur k=i i+ 1,...,n , ~

Falls (i, k) € E, setze Riy = A — Zj'_} LijR;k

k—17

j=1 Li

irj kj,k)

Es gilt fur (i,j) € E, dass Aij = (LR),J

Es gilt fur (i,)) € E, dassL/—O—R,j

Fir symmetrisches A gilt R = DLT mit D = diag(R).

Wir erhalten dann LDL als unvollstandige
Cholesky-Zerlegung von A. Ein PCG-Verfahren mit diesem
Vorkonditionierer heifit auch oft ICCG-Verfahren.



VORKONDITIONIERER UBER LINEARE

ITERATIONSVERFAHREN

1. NORMALFORM
Lineare lteration: ®1(x,b) = Mx+ Nb
Konsistenz:(A x, = b= ®(x,, b) = x,) = M+NA=I
2. NorMALFORM M =1 — NA
Oy (x, b) = x — N(Ax— b)
3. NorRMALFORM N sei regular
Do (xmy b) = Xm — N(A X — b) = Xmt1,  Xm — Xm+1 = N(A X — b)

Implizite Definition fiir x;;11

/\Fl(xm — Xmt+1) = A X — b, W(xm — Xmt1) = AXm — b



KLASSISCHE ITERATIONSVERFAHREN

MATRIZEN DER NORMALFORMEN

@ M lterationsmatrix M=T—-NA

@ N Matrix der 2. Normalform (Naherung fir A1)

o W= N~! Matrix der 3. Normalform (Naherung fir A)
A=D—-L-U

RicHARDSON W = %]I, M=T—-wA

JacoBr W= D, M=I1-D"1A

Gauss—-SEIDEL W = D — L, M=T1-(D-L)"lA

SOR W= 1(D-wlL), M=1—-w(D—-wl)'A



KLASSISCHE ITERATIONSVERFAHREN ALS

VORKONDITIONIERER

@ Die Matrix der 3. Normalform kann als Vorkonditionierer
genutzt werden.

@ Man erhalt die Anwendung von W1 iiber einen
Iterationsschritt mit Startwert 0.



