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Innenprodukte auf Funktionenräumen

Gewichtsfunktion
Sei w : I = (a, b) → R+

0 eine nicht-negative Funktion und w ̸≡ 0 auf
I mit ∫

I
w(x) dx < ∞,

dann heißt w Gewichtsfunktion.

Innenprodukt
Zu einer Gewichtsfunktion w definiert

⟨f, g⟩w :=

∫
i
f(x)g(x)w(x) dx

auf dem Raum der reellwertigen Polynome ein Inneprodukt.



Satz
Zu jeder Gewichtsfunktion, d.h. zu jedem Inneprodukt ⟨·, ·⟩w,
exisitiert eine eindeutig bestimmte Folge von Polynomen {un} mit
un ∈ Πn, so dass

⟨un, um⟩w = δn,m, un(x) = γnxn + qn−1(x) qn−1 ∈ Πn−1, γn > 0.

Diese Folge genügt der Dreitermrekursion

an+1un+1(x) = (x− bn)un(x)− anun−1(x)

wobei an :=
γn−1

γn
, bn = ⟨xun, un⟩w, u−1 ≡ 0 und

u0 =
1√

⟨1, 1⟩w
.



Clenshaw-Algorithmus

Gegeben p ∈ Πn in seiner Fourierdarstellung p =
∑n

k=0 αkuk. Dann
liefert der Algorithmus:

Setze βn := αn, βn−1 :=
βn
an
(x− bn−1) + αn−1.

Für i− n− 2, . . . , 1 setze βi :=
βi+1

ai+1
(x− bi) + αi − βi+1

ai+1

ai+2
.

Setze p(x) = (β1

a1
(x− b0) + α0 − β2

a1
a2
)u0.

Mit den Koeffizienten der Dreitermrekursionsformel ai,bi für uk in
O(n) Operationen den Wert von p and einer beliebigen Stelle x.



Nullstellen von Orthogonalpolynomen

Nullstellen
Die Orthogonalpolynome uk zu ⟨·, ·⟩w auf I = (a, b) haben
ausschließlich reelle einfache Nullstellen, die alle im Inneren von
I = (a, b) liegen.

Schachtelung der Nullstellen
Zwischen je zwei Nullstellen von un+1 liegt genau eine Nullstelle
von un.



Chebyshev-Polynome

Definitionen
w(x) :=

1√
1− x2

, I = (−1, 1)

Rekursionsformel

Tn+1 = 2xTn(x) = Tn−1(x), T0(x) = 1, T1(x) = x

Auch
Tn(x) = cos(n arccos(x))



Legendre-Polynome

Definitionen
w(x) := 1, I = (−1, 1)

Rekursionsformel

(n+ 1)Ln+1 = (2n+ 1)xLn(x)− nLn−1(x), L0(x) = 1, L1(x) = x

Auch

Ln(x) =
1

2nn!
(
d
dx

)n
(
(x2 − 1)n

)



Hermite-Polynome

Definitionen
w(x) := exp(−x2), I = R

Rekursionsformel

Hn+1 = 2xHn(x)− 2nHn−1(x), H0(x) = 1, H1(x) = 2x

Auch
H′
n(x) = 2nHn−1(x)



Extremaleigenschaften

Chebyshev
Unter allen monischen Polynomen vom Grad n minimiert das
Chebyshev-Polynom 21−nTn die Maximumsnorm ∥ · ∥∞ auf (−1, 1).
Sei ξ ̸∈ [−1, 1], dann minimiert das Chebyshev-Polynom Tn(ξ)−1Tn
die Maximumsnorm ∥ · ∥∞ auf (−1, 1) unter allen Polynomen vom
Grad n mit p(ξ) = 1.

Allgemein
Sei un das Orthonormalpolynom vom Grad n zu ⟨·, ·⟩w. Dann
minimiert γ−1

n un unter allen monischen Polynomen die gewichtete
L2-Norm

∥q∥w :=
√

⟨q, q⟩w.



Monische Polynome und Best-Approximation

Es gilt für ein monisches Polynom qn vom Grad n

qn(x) = xn ± pn−1(x)

mit pn−1 ∈ Πn−1. Wenn wir also

min
q∈Πn,q ist monisch

∥q∥w

suchen, kann man das umschreiben/interpretieren als Suche nach
der Best-Approximation in Πn−1 zum Monom xn

min
pn−1∈Πn−1

∥xn − pn−1∥w.


