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INNENPRODUKTE AUF FUNKTIONENRAUMEN

GEWICHTSFUNKTION

Sei w: [ = (a,b) — Ry eine nicht-negative Funktion und w # 0 auf
I mit
/W(x) dx < o0,
I
dann heifit w Gewichtsfunktion.

INNENPRODUKT

Zu einer Gewichtsfunktion w definiert
(Fghw = [ A9wlx) b

auf dem Raum der reellwertigen Polynome ein Inneprodukt.



SaTz

Zu jeder Gewichtsfunktion, d.h. zu jedem Inneprodukt (-, ),
exisitiert eine eindeutig bestimmte Folge von Polynomen {u,} mit
up € I1,, so dass

<un7 um>w = 5n,m7 un(X) = ’Yn)() + qn—l(x) gn—1 € Hn—17’7n > 0.

Diese Folge gentigt der Dreitermrekursion

Ant1Un+1(X) = (X — bn)un(x) — antp—1(x)

wobei a, := 'Y”v—_l, by = (xup, Uup)w, u—1 = 0 und
n

1

U = ——.
T V@



CLENSHAW-ALGORITHMUS

Gegeben p € I, in seiner Fourierdarstellung p = >~/ oy Dann
liefert der Algorithmus:

o Setze 8, := ay, Bn_1 := %’(x— br—1) + ap—1.

Bp 9 . Bix1 ajt1
o Firi—n—2,...,1setze 8; :== E(X— b)) +a;—,6’;+1ai+2.

@ Setze p(x) = (’%(x— bo) + ap — ﬂg%)uo.
Mit den Koeffizienten der Dreitermrekursionsformel a;,b; fiir uy in

O(n) Operationen den Wert von p and einer beliebigen Stelle x.



NULLSTELLEN VON ORTHOGONALPOLYNOMEN

NULLSTELLEN

Die Orthogonalpolynome uy zu (-, )y auf I = (a, b) haben
ausschliefilich reelle einfache Nullstellen, die alle im Inneren von
I = (a, b) liegen.

SCHACHTELUNG DER NULLSTELLEN

Zwischen je zwei Nullstellen von u,4; liegt genau eine Nullstelle
von up.



CHEBYSHEV-POLYNOME

Definitionen 1
W(X) = ﬁ, I: (—].,].)

Rekursionsformel
Tn+1 = 2XTn(X) = nfl(X)a TO(X) = 17 51 (X) =X

Auch
Ta(x) = cos(narccos(x))



LEGENDRE-POLYNOME

Definitionen
w(x) =1, [I=(-1,1)

Rekursionsformel
(n+1)Lpt1 = (2n+ 1)xLp(x) — nLp—1(x), Lo(x) =1, Li(x)=x

Auch




HERMITE-POLYNOME

Definitionen
w(x) :=exp(—x*), [=R

Rekursionsformel
Hpt1 = 2xHp(x) — 2nHp—1(x), Ho(x) =1, Hi(x) =2x

Auch
H () = 2nHy—1(x)



EXTREMALEIGENSCHAFTEN

CHEBYSHEV

Unter allen monischen Polynomen vom Grad n minimiert das
Chebyshev-Polynom 21T, die Maximumsnorm || - || auf (—1,1).
Sei & ¢ [—1, 1], dann minimiert das Chebyshev-Polynom T,(£)"1T,
die Maximumsnorm || - || auf (=1, 1) unter allen Polynomen vom
Grad nmit p(¢§) = 1.

ALLGEMEIN

Sei u,, das Orthonormalpolynom vom Grad n zu (-, -),,. Dann
minimiert -y, ' u, unter allen monischen Polynomen die gewichtete

L%2-Norm
lgllw == V(g @)w-



MONISCHE POLYNOME UND BEST-APPROXIMATION

Es gilt fiir ein monisches Polynom g, vom Grad n
qn(x) = X" £ pp—1(x)
mit p,—1 € II,,_1. Wenn wir also

qEHn,qrE:r:nOniSch ” q“ w

suchen, kann man das umschreiben/interpretieren als Suche nach
der Best-Approximation in II,_; zum Monom x"

min X" — po_1l|w-
Pnflennfl || p” 1||W



