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Aufgabe 39: Berechnen Sie die Taylorentwicklung der Funktion
fla,y) = a® = Tay + 227y

im Punkt (1,1) mit Restglied der Ordnung 4. Uberpriifen Sie durch
Ausmultiplikation, ob die Taylorentwicklung gleich der Funktion ist.

LOSUNG:
f(1,1) =—4
folz,y) =322 — Ty +4day = f,(1,1) =0
fy(z,y) = =Tz +22* = f,(1,1) = =5
fez(z,y) = 62 + 4y = for(1,1) =10
fay(z,y) = —7+4x:>fzy(1 1)=-3
fyy(z,y) =
Jfrao(@,y) =6
foay(@,y) =4
Joyy(@,y) = fyyy(@,y) =0

und dann

flzy) = f(L,1) + fo(1, Dz — 1) + f,(1,1)(y — 1)
45 (el D = 17+ 26 = Dy — 1)+ fy (1D~ 1?)
(fmx<1 1)(33 - 1) + Sfmy(x - 1)2(y - 1) + 3fﬂcyy(x - 1)(y - 1)2 + fyyy(lv 1)(9 - 1)3)

+O0((z -1+ (y—1)%)
= —4-5(y—1)+5(z—1)2=3(z—1)(y—1)+(z—1)3+2(x—1)*(y—1)+O((z—1)*+(y—1)*)

1
6

Ausmultiplikation:

—4-5y—1)+5@ -1 =3 -y -1+ (x—-172+2z—-1)*(y—-1)
—4—(5y—=5)+(52*~102+5) — (3xy—3z—3y+3)+(2° —32*+ 32— 1)+ (22°y— 4wy —22° +4x+2y—2)
=2’ — Tay + 22%y = f(z,y)

Aufgabe 40: Entwicklen Sie die Funktion
fR" >Rz~ ¢~ llz=zol?

nach Taylor an der Stelle x = x( bis einschliefllich Terme zweiter Ord-
nung.

LOSUNG:



Zuniichst sehen wir f(zq) = e llro—wol® = 0 — 1

[ ]
e Berechnung des Gradienten: grad f(z) = —2e~1#=%I* (2 —24) = grad f(zo) = 0
e Berechnung der zweiten Ableitungen: D?f(x) = —2e~l#=20l*. 1 4 ge~lle=woll® (5 —
xo)(z — x0)T
= D*f(zg)=-2-1
e Somit gilt

Flao+€) = 1+ 5 (ao + € — 20)(~21) (w0 + € — 20) + O(E)

=1— (")) +Ol<I?)
=1— € +Oo(JI€)P)

Aufgabe 41: Gesucht ist die Schnittmenge der beiden Zylinder

x2 +y2 — 1’

2+22 = 1.

(i) Zeigen Sie, dass die Schnittmenge aus zwei geschlossenen Kurven
besteht und jede der beiden Kurven durch einen Schnitt einer Ebe-
ne mit einem Zylinder beschrieben werden kann.

(ii) Finden Sie eine Parameterdarstellung fiir beide Schnittkurven.

(iii) Bestimmen Sie mit dem Satz iiber implizite Funktionen die
Tangentenvektoren an die Schnittmenge.
Tipp: Fertigen Sie eine Skizze der Situation an!

LOSUNG:

(i) Subtraktion der beiden Gleichungen liefert y*> = 2%. Also gilt fiir alle Punkte
der Schnittmenge y = £2. Somit liegt die Schnittmenge der beiden Zylinder in
der Vereinigung der beiden Ebenen

y—z = Oa
y+z = 0,



und die Schnittmenge der beiden Zylinder liegt natiirlich auch im Zylinder 22 +
y? = 1. Umgekehrt folgt durch Rechnung, dass jeder Punkt, der auf diesem
Zylinder und in einer der beiden Ebenen liegt, auch auf dem anderen Zylinder
liegt.

ii) Wir kénnen den Zylinder 2 + y? = 1 in Parameterform
y Yy

T = COSS,
= sins,
z =t
schreiben. Die Bedingung y = +z liefert als Parameterdarstellung der beiden
Schnittkurven
T = COSS,
= sins,
z = Zsins

(i) Bestimmen Sie mit dem Satz iiber implizite Funktionen die Tangentenvek-
toren an die Schnittmenge.
Die Schnittmenge der beiden Zylinder ist gegeben duch

M = {(z,y,2) € R®|f(z,y,2) = 0},
2 2
flz,y,2) = ( i2152_1 )

2 2 0

ist der Tangentialraum an M im Punkt (z,y, z) gegeben durch

wobei

x x
Tiey-yM = span Y X 0
0 z

Yz

= span —xz

—zy

Wie wir aus Aufgabenteil (i) wissen, muss gelten y = +z, damit (z,y,z) € M
liegt. D.h.

z
Tiz,.-yM = span —xz
—xz
Tiz,—2)M = span —xz

Tz



Wir miissen jedoch aufpassen an den Punkten (1,0,0) und (—1,0,0). Nach
dem, was wir gerade eben berechnet haben wére (0,0,0) in beiden Fallen der
Tangentialvektor, was nicht sein kann. Der Grund dafiir, dass wir an diesen
beiden Stellen ein falsches Ergebnis berechnen, liegt darin, dass

DF((1,0,0)) = <g 8 8) und  DF((—1,0,0)) = < :g 8 8)

In beiden Fillen ist der Rang(DF') = 1, so dass die Voraussetungen fiir den
Satz iiber implizite Funktionen nicht erfiillt sind.

Aufgabe 42: Betrachten Sie die Gleichungen:

hz,y,2) = (x =2 +y* +2°—4=0,
g(z,y,2) =0 —-1=0,

h(z,y, z) ) ( 0 )
f(z,y,2) = T = .
(.9.2) (g(x,y,Z) 0
a) Geben Sie eine geometrische Interpretation der Situation an. Wel-

che Figuren schneiden sich hier? Was ist die Schnittmenge dieser
Figuren?

b) Beschreiben Sie die Schnittmenge vollstindig (in insgesamt 4
Stiicken) als Funktionen iiber z bzw. iiber y.

Tipp: Fertigen Sie eine Skizze der Situation an!
LOSUNG:

a) h(z,y,z) = (z —2)® +y*> + 22 — 4 = 0 beschreibt eine Kugel Br(M) C R? mit
Radius R = 2 (R? = 4!) und Mittelpunkt M = (2,0,0)%.

g(z,y,2z) = x—1 = 0 beschreibt die Ebene z = 1, die parallel zur y-z-Ebene ist
und den Abstand 1 von dieser Ebene hat.

h(z,y, z) ) < 0 )
f(x,y,z) = o =
(®:9,2) (g(x,y,Z) 0
beschreibt die Schnittmenge beider Figuren:

Die Schnittmenge ist ein Kreis in der Ebene x = 1:

0="h(ly,2)=1-27°+y*+2"—4

=1—4+9° 422
=y +22-3
o 242 =
Yy + 20 =3.

Dies ist ein Kreis vom Radius R = v/3 mit Mittelpunkt M= (1,0,0)7 im R3.



b) Offensichtlich gilt:

P2=3-9 = z=z(y)=+£/3—y? firly <V3

Entsprechend:

(sowie z(y) = 1)

¥ =3-2" = y=y(z) = V322 fiir [s| <V3.

Beachte: Wegen der + erhalten wir in der Tat 4 Funktionen und damit die

gesuchten 4 Stiicke!

Genauer gilt: Die Schnittmenge wird parametrisiert durch folgende 4 Stiicke als

(sowie x(z) = 1)

Graph jeweils einer Funktion von einer (geeigneten) Variablen:

1
m(z) =1 V3 —22
1
T2(z) = | —V3—2?
1
Y3(y) =
3—?
1
Y4(y) = Y
7

Y(z) =

0

~ e
1

fiir 2| < V3,

Nee fiir [2| < V3,

fiir |y| < v/3,

0
i fiir [y| < V3.




