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Aufgabe 1. (Diskretisierungen der Wirmeleitungsgleichung)

Untersuche die folgenden Verfahren zur Diskretisierung der homogenen Wirmeleitungsgleichung
jeweils auf Konsistenz und Stabilitét!

a) Leapfrog-Schema

u}”l - u?_l = 2p(uf_y +ufyy) +dpuli =0

b) du-Fort-Frankel-Schema

W = =2l = () + ] = 0

Aufgabe 2. (Gliattungseigenschaft der Wirmeleitungsgleichung)

Betrachtet wird die Anfangs-Randwertaufgabe dyu = 02u mit u(0,t) = u(r,t) = 0 fiir
t > 0 und u(z,0) = up(x).

a) Leite durch Separation der Variablen die folgende Losungsdarstellung her:

o0 2 T
u(z,t) = Z cpe Ft sin(kx) mit cr = / uo(x) sin(kx) dz
k=1 0

™

b) Zeige, dass ||lus(-,1)]|* = 3352, cik‘le_zk% gilt!

c) Zeige, dass fiir t > o > 0 eine nur von o abhingige Konstante M > 0 existiert, so
dass |Jug]| < M ist!

d*) Zeige, dass in der Umgebung von ¢ = 0 keine gleichméfliige Beschrénktheit erwartet
werden kann! Betrachte dazu ug(x) := m — x als Anfangswerte und zeige, dass sich
|u¢|| in der Umgebung von null wie t=3/4 verhilt!

Bemerkung: Nur bei glattem wg (mit ug(0) = wug(w) = 0) fallen die Fourier-
Koeflizienten c¢; hinreichend schnell, sodass ein besseres Verhalten um null zu er-
warten ist.
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Aufgabe 3. (Eindimensionale Wellengleichung I)
Betrachtet wird das Cauchy-Problem u: R x RT™ — R, (z,t) — u(x,t), mit

O*u = 292, u(z,0) = f(x), du(x,0) = g(x).

Leite durch Transformation auf die charakteristischen Variablen £ = x+ct und n = z—ct
her, dass

T+ct
u(z,t) = %f(x—ct)+%f(x+ct)+ 2c/_ t g(o)do

eine Losung des Cauchy-Problems darstellt!
Welche Glattheitsvoraussetzungen miissen an f und g gestellt werden?

Aufgabe 4. (Eindimensionale Wellengleichung IT)

Zeige, dass das Randwertproblem
OPu = 02u, u(z,t) = f(x,t) auf I :={(z,t) € R?: |z| + |t| = 1},

auf dem Gebiet {(z,t) € R?: |z| + |t| < 1} fiir Funktionen f € CY(I") schlecht gestellt
ist, d.h., dass bereits kleinste Datenstérungen das Randwertproblem unlésbar machen!




