o © . .
0. e, Wissenschaftliches Rechnen |
... ° Wintersemester 2014/15 !
... Prof. Mario Bebendorf . o
‘ Jos Gesenhues un |Ver5|tatb0nn
4, Ubungsblatt Abgabe am Dienstag, 11.11.

Aufgabe 1. (Diskretisierung der Helmholtz-Gleichung)
Betrachtet wird die Helmholtz-Gleichung

~Au+k*u=f auf0,1]

mit & € R und u(0) = go sowie u(1) = g1, wobei go, g1 € R fest vorgegeben sind.
Wie lautet das entstehende lineare Gleichungssystem, wenn die zweite Ableitung durch
die Vorwiirts-Riickwarts-Differenz 079~ diskretisiert wird?

Aufgabe 2. (Zum schwachen Maximum-Prinzip)

Es seien  eine offene, beschriinkte Menge und u1,ug € C%(Q2) N C(R2) harmonisch in
mit Funktionswerten g; bzw. go auf dem Rand 0f). Zeige die folgenden Aussagen:

a) Aus g1 < gy folgt u; < ug in .

b) Ist © zusammenhéngend und gilt zusitzlich g1 (z) < g2(x) in einem Punkt x € 092,
so folgt sogar u; < ug in €.

Aufgabe 3. (Symmetrie der Koeffizientenmatrix)

a) Eine Matrix P € R™"™ heifit Permutationsmatrix, falls w := Puv fiir alle v € R™ die
Eintrige w; = v, ;) besitzt, wobei 7 eine Permutation der Indizes {1,...,n} ist.

Zeige, dass P orthogonal ist.
b) Es sei I eine Indexmenge mit n Elementen und c,5 € R fiir «, 8 € I gegeben. Fiir

eine Anordnung ay, ..., a, der Indizes aus I sei die Matrix A;; := cq,q; definiert.
Ferner sei B die Matrix, die zu einer zweiten Anordnung (1, ..., 3, gehort.

Zeige, dass eine Permutationsmatrix P existiert, sodass B = PAPT gilt.
c) Es gelte cop = cgq fiir alle o, 3 € 1.

Zeige, dass dann fiir jede Anordnung die zugehorige Matrix symmetrisch ist.
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Aufgabe 4. (Randnahe Punkte)

Um die zweite Ableitung einer Funktion u(z), x € (x1,x2), zu approximieren, verwendet
man beim Shortley-Weller-Verfahren dividierte Differenzen, sodass

2 <u($2) —u(w)  u(w)— U(:v1>> + R(z).
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a) Zeige, dass sich fiir u € C3([x1,22]) der Restterm gemif

1
|R(CL‘)| < g maX{$2 — LT — '1:1} ||u||C3([a:1,a:2])

abschétzen lasst, wobei [[ul|or (4, 4,

) i= Maxe<k Hu(@)HOO sei.

b) Zeige, dass die Abschitzung aus (a) genauso bereits fiir zweifach Lipschitz-stetig
differenzierbares u € C%!([x1, z2]) mit der zugehorigen Norm gilt. Dabei sei

) (2) — u®
[t oy o= e { . sup =S,

z,y€[zry,72] |1‘ - y|
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