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Aufgabe 1. (Finite-Elemente-Methode — ein Beispiel)
Auf dem Gebiet Q := (0,1)? wird das Eigenwert-Problem

—Au = Au in €,
u=0 auf 09,
betrachtet.

a) Es sei Q, := {(z,y) € Q: 2z = ih,y = jh,i,j € No} mit h = L ein uniformes
Rechteckgitter auf 2.

Zeige, dass fiir alle k,¢ € N die Funktion u**(z,y) = sin(krz)sin(fry) eine Ei-
genlosung ist und bestimme die zugehorigen Eigenwerte A\F¢.

b) Basisfunktionen des Finite-Elemente-Raums seien die Eigenfunktionen aus a), also

Vi, = span { sin(kmz) sin(fmy) : 1 < k, 0 < N}.

Formuliere das zugehorige diskrete Problem und diskutiere die Gestalt der Steifig-
keitsmatrix und der rechten Seite. Welche Gestalt ergibt sich fiir der Lésungsoperator?

Aufgabe 2. (Verschiedene Finite-Elemente-Réume)

Zu einer gegebenen Triangulierung 7, eines beschriankten Lipschitz-Gebiets Q@ C R2
werden kubische Hermite-Elemente mit dem Ansatzraum VhH und kubische Lagrange-
Elemente mit dem Ansatzraum VhL verglichen.

a) Zeige, dass Vi c Vil gilt.

b) Zeige, dass dim VhH < dim VhL ist, falls 7, mindestens zwei Dreiecke enthélt.

Aufgabe 3. (Courant-Elemente)

Es sei 7y, eine zulissige Triangulierung von € € R2. Die Elemente des Raums S'9(7y,)
werden als Courant-Elemente bezeichnet. Es sei 7 € T;, mit den Eckpunkten aq, as, a3 €
R? und 7 das sogenannte Referenzelement mit den Eckpunkten (0,0), (1,0) und (0, 1).

a) Es existiert eine invertierbare affin-lineare Abbildung ¢: 7 — 7, ¢(2) := Bz + xo,
mit @((0,0)) = ai, ¢((170)) = a2z, und ¢((O7 1)) = as.
Gib B und x( an.
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Die Lagrange-Elemente auf 7 sind

N ~

Li(d,9) :=1-2—9, Lo(2,9):=2y, und Ls(&,3):= 9.

Entsprechend sind die Lagrange-Elemente auf 7 durch Lj := f)k ootk =1,2,3,
gegeben.

b) Zeige, dass fiir die Gradienten in den Eckpunkten folgende Identitdten gelten:

1 Bo1 — Bao 1 Bas 1 — B
L = Lo=—— Ly=—— ,
Vi det B <B12—B11 Vi det B\—Bi2)’ Vi det B \ Bi1

Wir betrachten den Operator £ := —div AV + b7V + ¢ mit auf den Elementen 7 kon-
stanten Koeffizienten, also A(z) = A,, b(z) = b; und c(z) = ¢, fiir z € 7. Im Fall des
homogenen Dirichlet-Problems ergibt sich die Bilinearform

a(u,v) = /(VU)TAVu + 0" Vuv + cuvdz,  u,v € HY ().
Q
Daher hat man fiir die Steifigkeitsmatrix A, € R™*"

aij =y / (VL))TAVL] +b"VLIL] + cL] L] da.

TeTp VT

Dabei bezeichne L] die Basisfunktion im Dreieck 7 zum Gitterpunkt mit dem Index i.

c¢) Verifiziere die Giiltigkeit der Gleichungen
1
/ (VL))TAVL] dz = 5\det B|(VL])TA; VL] sowie

Y ZZ]?

1
/bTVL;. LTdx = 6|detB|bZVL; und /cL;L; dz = ¢;|det B| - {1 oy
T T , 1 -

ﬁ"“ w"“

{ Abgabe der Programmieraufgabe am 17.12 oder am 18.12. in der Ubung

Programmieraufgabe. (Finite-Elemente-Methode in 2D — Teil I: Matrixgenerierung)

Gesucht ist in dieser Aufgabe zunichst die Steifigkeitsmatrix A zum Dirichlet-Problem

—Au=f inQCR?
u=0 auf 09,

wobei die Courant-Elemente mit Nullrandwerten aus 83’0(7}) verwendet werden.

Schreibe eine Funktion matgen(...), die A aus einer durch T h.txt gegebenen Triangulierung
von  im CRS-Format (vgl. Skript ,Einfithrung in die Grundlagen der Numerik“, 2. Kapitel)
generiert. Gib zur Kontrolle die Frobeniusnorm der Matrix aus.

Dabei hat die Datei T_h.txt die folgende Struktur (wobei das zur Triangulierung des vorge-
gebenen Gebiets verwendete Programm Netgen weitere Eintrige an den Stellen x generiert, die
zu ignorieren sind):
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Zeile | Inhalt Erklarung
1|P Anzahl der Punkte der Triangulierung
xl y1 Koordinaten des ersten Punkts
P+1 | xP yP Koordinaten des Pten Punkts
P+2|D Anzahl der Dreiecke der Triangulierung

P+3 | % i1l j1 ki Eckpunkte des ersten Dreiecks

P+D+2 | x il j1 ki Eckpunkte des Dten Dreiecks

P+D+3 | K Anzahl der Randkanten
P+D+4 | x mlnl Endpunkte der ersten Randkante
P+D+K+3 | x mK nK Endpunkte der Kten Randkante

Losungshinweise zum Vorgehen:

(i)

(iii)

(iv)

Auf der Seite zur Vorlesung wird die Datei read.h bereitgestellt, die die Funktion read (. . .)
zum Auslesen der Datei T_h.txt enthilt. Fiir die Verwendung miissen zwei Klassen vertex
und panel definiert werden.

Dabei soll jedes Element vom Typ vertex die Koordinaten eines Punktes im R2, einen
eindeutigen Index fiir diesen Punkt sowie eine Variable enthalten, die anzeigt, ob es sich
um einen Randpunkt handelt. Auflerdem soll jeder Punkt wissen, welche Dreiecke vom Typ
panel ihn umgeben. Jedes Dreieck der Klasse panel soll drei Zeiger auf seine Randpunkte
vom Typ vertex besitzen.

Definiere die beschriebenen Klassen und lies die gegebene Triangulierung ein. Fiir die auf-
tretenden Listen von Dreiecken kann #include <list> verwendet werden.

Es ist a priori unklar, wie viele Nichtnulleintriige jede Zeile der Steifigkeitsmatrix enthalten
wird. Deshalb sollte man ein Feld (Array) anlegen, das fiir jeden inneren Punkt ¢ auf eine
Liste verweist. Die Elemente dieser Listen sollten jeweils aus einem Index (das j aus a;;)
sowie einem double-Wert bestehen. Hierfiir kann z. B. eine Struktur angelegt werden.

Die dann vorhandenen Listen werden wie folgt mit Daten gefiillt: Fiir jeden inneren Punkt
werden auf allen angrenzenden Dreiecken die entsprechenden Integrale berechnet, wobei
Aufgabe 3b hilfreich ist. Anschliefend geht man die zu jedem inneren Punkt gehorende
Liste durch und fasst Elemente mit gleichem Index zusammen, indem die zugehorigen
double-Werte addiert werden, sodass nur ein Element je auftretendem Index verbleibt.

Schliefllich kann man direkt aus diesem Listen-Feld die Matrix im CRS-Format generieren.
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