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Aufgabe 1. (Matrixnormen)

Gegeben sei das Gleichungssystem
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1. Wie ist die Operatornorm einer Matrix A € R™™ definiert?
2. Bestimmen Sie die Zeilen- als auch die Spaltenbetragssummennorm der Matrix.
3. In welcher Norm sind dies die Operatornormen?

Lésung.
1. Es gilt
| All= sup [|Az]|
ll=l|=1
oder "
| 4= sup 1221

(1 Punkte).

2. Aus der Vorlesung/Ubung gilt fiir eine Matrix A = [a;] fiir die Zeilenbetragssummennorm

n
i.j=1
n
n
[Alloo = rgl_alxz |agj]
S

und die Spaltenbetragssummennorm

(2 Punkte). Damit folgt
Al = max{124.2,155.8,49.7} = 155.8

und
| Aljco = max{140.1,51.8,137.8} = 140.1

(3 Punkte)
3. Maximumsnorm bzw. Betragssummennorm (1 Punkte)

Aufgabe 2. (LU-Zerlegung mit Pivotsuche)



Losen Sie mit dem Gauf3schen Verfahren mit Spaltenpivotisierung das Gleichungssystem
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Geben Sie L,U und die Permutationsmatrix P an.

Lésung. Die erste Permutationsmatrix P; tauscht die erste und zweite Zeile, d.h.

0
Py

S O =

o O O

O = OO

0

0
0 I
1

2 -2 4
ay_pa-|? 2 -1
A PA= | |
2 1 -2

Mit dem Gaufl Algorithmus folgt fiir L1, dass
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Im zweiten Schritt steht das Pivot bereits an der richtigen Stelle und es ergibt sich

1 0 00
01 00 @ _ 7—140) _
0 -1 1 o AT TRATS
0 05 0 1

2 -2 4 -1
0o 2 -1 -2
0 0 0 35
0 0 15 -1

Die Pivotisierung liefert nun, dass die 3. und die 4. Zeile getauscht werden, also
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Damit erhalten wir die folgenden Matrizen P, L und U:

P=PyxP =

(5 Punkte)

O O =

o O o=

_ o O

Durch Vorwirtseinsetzen und Riickwiértseinsetzen folgt

und weiter
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Y1 = b§2) =6
Yo = bg) —0yr = -7
ys =0 4 y1 + By =—-2+46-35=5
ys =02 — By —yp =10—3+7 = 14.

x4 =1y4/3.5 =14

x3 = (ys+x4)/1.5=3
xo = (y2 + 224 + 23) /2 =2
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also

1
v 2
13
4
(2 Punkte)
O
Aufgabe 3. (Cholesky)
Gegeben sei die Matrix
1 4 1
B=1|4 17 2
1 2 6

Gl W=

Zeigen Sie, dass B symmetrisch ist.

Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung von B!

Ist B auch positiv definit?

Losen Sie das lineare Gleichungssystem Bz = ¢ mit ¢ = [14 3] .

Welchen asymptotischen Aufwand besitzt die Berechnung der Cholesky-Zerlegung einer vollbesetz-
ten n x n Matrix B?

Lésung.

1.
2.

Es ist offenbar B = BT (1 Punkte)
Nachrechnen ergibt mit B = [bij]i =1

ri1 = Vbu=1

biz

4
= = - = 4
12 1 1
b 1
11 1

T2 = bQQ*T%QZ 17-16=1
Fo3 = a23 — 712713 —9_4—_9
722

r3g = b33—r%3—r%3:\/6—4—1:

1 4 1
also R=| 0 1 —2 | (3 Punkte)
0 0 1

Da die Cholesky-Zerlegung exisitiert, gilt B = R' R, wobei R ein Isomorphismus ist. (1 Punkte)
Damit ist ' Bz = ' RT Rz = (Rx)" Rx = y'y > 0 mit y = Rz. Da R Bijektion, folgt z = 0 gdw.
y = 0. Also gilt " Bz > 0 gdw. z # 0. (1 Punkte)

Es ist Bxr = R"Rr = c. Wir 16sen nun R'y = ¢ und anschlieBend Rz = y. (1 Punkte) Durch
Vorwértseinsetzen und Riickwértseinsetzen folgt

y1 = =1
y2 = c2—4y1=4-4=0
ys = c3—y1+2y2=3-1+0=2
und damit
3 = Yys=2
o = y2+2x320+4:4

r = y1—4x2—3y3:1—16—2:—17



also
(2 Punkte)
5. Der Aufwand betriigt nach Vorlesung O(n?). (1 Punkte)

Aufgabe 4. (LU-Zerlegung)
Berechnen Sie die LU-Zerlegung folgender Matrix G und deren Determinante det(G):
2
6
10

Q
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Losung. Mit dem GauBl Algorithmus folgt nach ldngerer Rechnung mit

1 00
Li'=]1-210
-3 0 1
3 21
Ly'G=10 21
0 4 3
Nun wihlen wir
1 0 0
Ly'=10 1 0
0 -2 1
und erhalten
3 21
U=L,'L7'G=]0 2 1
0 0 1
Damit folgt
1 00 3 21
L=|1210|;U=]02 1],
3 21 0 01

, (4 Punkte). Fiir die Determinante gilt det(G) = det(LU) = det(L)det(U) = 1-6 = 6, (2 Punkte). O

Aufgabe 5. (Matrix-Normen)

1. Sei Az =bund A(z + Az) = b+ Ab, A € R™*" symmetrisch und regulér.
A Ab
(a) Zeigen Sie HH :ﬁH < R(A)H”bHH !
x
(b) Zeigen Sie fiir die Norm || . ||2, da3 diese Abschétzung scharf ist!

(Wie miissten bei gegebener Matrix A die Vektoren b und Ab gew#hlt werden, damit in der
angegebenen Abschiitzung das Gleichheitszeichen gilt?)

2. Zeigen Sie, dass der Spektralradius, d.h. der betragsgrofite Eigenwert von A keine Matrixnorm ist.

Lisung.



1. Die erste Aussage wurde in der Vorlesung gezeigt, (1 Punkte). A besitzt nach der Vorlesung eine
orthonormale Basis an reellen Eigenvektoren v; mit zugehorigen Eigenwerten \;, ¢ = 1,...,n mit
0 < |A1] < ... <|A|. Dann ist nach der Vorlesung (1 Punkte)

1Az = [Aal, A7 2 = (A7

also ko(A) = %, (1 Punkte). Wir setzen nun b = A\,v, und Ab = eAjvy, (1 Punkte) Dann ergibt
sich = A7'b = v,, und Az = A7'Ab = cvy, (2 Punkte). Ubergang zu den Normen liefert dann mit
|lvill2 = 1 (1 Punkte)

[Az] | |Ab]| e ’|A1|
] © bl Anl”
Daraus folgt dann
Il P\l! Tl [1bl2
also Gleichheit, (1 Punkte).
Wir betrachten z.B. die Matrix
g 0 1
100
Diese besitzt offenbar nur Null als Eigenwert, (2 Punkte). Damit ist der Spektralradius 0, die Matrix
aber nicht die Nullmatrix, (1 Punkte). O
Aufgabe 6. Gegen sei eine allgemeine tridiagonale Matrix
[ ai bl 0 0 N 0 i
1 ay by 0
T — 0 C9 as b3
0
0 e Cn—2 Qp-—1 bn,1
1 0 ... 0 0 Cp—1 G |

von der die LU-Zerlegung existiert.

1. Schreiben Sie einen Pseudocode, der die LU-Zerlegung von T in O(n) Operationen berechnet.
2. Ist dieser Algorithmus stabil? Wie kann er stabilisiert werden?

Lésung.

1. Da T tridiagonal ist, mufl im k-ten Eliminationsschritt nur ein Element, das Element an Position
(k+1,k) auf 0 gebracht werden. Da die k-te Zeile nur bis maximal Spalte k£ 4 1 Nichtnulleintrige
besitzt, wird neben dem auf Null gebrachten Element an Position (k + 1, k) nur das Hauptdiago-
nalelement an Position (k + 1,k + 1) verdndert, d.h. pro Eliminationsschritt wird nur ein Element
verandert. Mit den Formeln aus der Vorlesung folgt der Algorithmus, (1 Punkte)

(L,U) = LU(T).
Input: T= [tij];fj:l € R™*™ tridiagonal mit t;; = a;, i =1...,n
tiit1 = bi, tig1: = ¢, @ = 1,...,n mit exist. LU-Zerlegung
1 i=j
Output: untere Dreicksmatrix L = [lij]ﬁj:1 eR™"mit lj; =< l; i=j—-1,
0 sonst
d; 1=
und obere Dreicksmatrix U = [uij]gszl e R""™ mit ujj =< u; i=j+1,
0 sonst

mit T = LU, (1+2 Punkte).
1: dy < ay, (1 Punkte)



2: fori=1ton—1do

3: u; < b;

4: li <= g, (1 Punkte)

5: dit1 < a;j+1 — ugl; (1 Punkte)
6: end for

(1 Punkte) (Alternativ konnen auch die Eingabevektoren {iberschrieben werden)
2. Dieser Algorithmus ist nicht stabil, dazu wére eine Pivotisierung erforderlich. (1 Punkte)

Aufgabe 7. Gegeben sei im R™" die Norm

n
m
=] = Il?jfz |Zm(i—1)+&]
i=1

1. Man zeige, daf} dies eine Norm ist.
2. Man schreibe einen Pseudocode, der diese Norm berechnet.

Lisung.
1. Wir zeigen die 3 Axiome der Norm:
e Definitheit:
Es gilt ||z|| > 0, (1 Punkte). Sei ||z|| = 0. Dann ist, da das Maximum {iber nichtnegative Zahlen
genommen wird, 1 [Ty —1)4%| = 0, k= 1,...,m. Damit folgt, da die Elemente x; mit
j=m(—1)+kfiri=1,...,nund k = 1,...,m 0 sind. Daraus folgt aber z; = 0 fiir
j=1,...,nm, (2 Punkte)
e Linearitat:
Es sei A € R. Dann ist

m

n
Az = I?ji(z,)\l'm(i—l)%‘
i=1

n
m
= I?jifi [ All@m(i-1)+&l
=1

n n
m [A[>0 m
= i A Y [om ikl = N i Y fenny ekl = P,
=1 i=1

(2 Punkte)

e Dreiecksungleichung:
Es seien z,y € R™" mit x = [z;]7 und y = [y;]}}. Dann folgt mit Dreiecksungleichung und
max{|a;| + |b;|} < max{|a;|} + max{|b;|}, (1 Punkte)

n
m
o+l = D o=ttty
1=
n n
m
S nax {Z i1y k| + Z ‘ym(i—l)—&-k’}
=1 i=1
n n
m m
< wlix Y o1y kl X Y gl = ll2l] 4 )
i=1 i=1
(2 Punkte).
2.
u = mazxsum(x)
Input: x = [x;]7 € R™™

Output: u € R mit u = [|z| = max}’; Y1 | [T 1)+, (1+1 Punkte)



1: u < 0 (1 Punkte)
2: for k=1 tom do

3: Yk < 0 (1 Punkte)

4: fori=1ton do

5: Yk < Tm(i—1)+k T Yk (1 Punkte)
6: end for

T if |yx| > u then

8: u < |yl

9: end if (2 Punkte)
10: end for(1 Punkte)

Alternativ kann die Berechnung des Maximums auch in ein Unterprgramm ausgelagert werden.
O



