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Anwesenheitsaufgaben Blatt 5

Aufgabe 12
Wir betrachten die Dirichlet-Energie E : H'(0,1) — R:

1 /1
E[u] = —/ u'(x)%dx .
2 Jo
(i) Berechnen Sie die Fréchet-Ableitung

DuE[](¢) 1= lim ELL I Bl

e—0 €

(ii) Beweisen Sie das Fundamentallemma der Variationsrechnung;:
Sei f: (0,1) — R eine stetige Funktion mit fol fg dx =0 fiir alle g € C°(0,1). Dann

gilt f = 0.
(iii) Der Gradientenfluss von E bzgl. des L2-Skalarprodukts ist fiir eine zeit- und
raumabhéngige Funktion u : [0,00) x (0,1) — R definiert durch

(s, §)12(0.1) (1) = —9uE[u](¢)(t) V¢ € Hy(0,1) ¥t >0 (1)
u(0,x) = up(x). (2)
Hierbei ist 1o ein gegebener Anfangswert, (f,g)12( 1) () := fol f(t,x)g(t x) dx und

H1(0,1) = {gbe HY(0,1) : ¢(0) :0:<p(1)} .

Sei u eine hinreichend glatte Losung von (1). Zeigen Sie mit Hilfe von (ii) formal,
dass u die Warmeleitungsgleichung

ou = u"

erfiillt. Sie kénnen dabei benutzen, dass H'(0,1) C C°(0,1). Vorsicht: Dies gilt nicht
in hoheren Dimensionen.

(iv) Nun wollen wir ein numerisches Verfahren zur Losung der Warmeleitungsglei-
chung finden. Dazu benutzen wir eine Finite-Elemente-Diskretisierung im Raum und
eine Finite-Differenzen-Diskretisierung in der Zeit. Wir 16sen also das Problem

<M,¢> = —0,E[U;_1](®) VP € V}(0,1)
T L2(0,1)

mit einem Startwert Uy € V;!(0,1). Dabei ist V}!(0,1) der aus der Vorlesung einge-
tithrte Finite-Elemente-Raum und 7 die Schrittweite fiir den Zeitschritt. Geben Sie
unter Benutzung von Masse- und Steifigkeits-Matrizen eine rekursive Formel zur
Berechnung von Uy an.



