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Aufgabe 29 4 Punkte

Zeigen Sie, dass p(MSOR) > |w —1].
Hinweis: Betrachten Sie det (MEJOR) und zeigen Sie, dass fiir mindestens einen
Eigenwert A; von MJOR gilt |A;| > |1 — w].

Losung

Die Matrizen (1 — wL) und (1 — wU) sind Dreiecksmatrizen mit

det(l —wL) =1,
det(1 — wl) = det((1 — w)1+wDF) = (1 —w)".

Daher ist
det(M3OR) = det((1 — wL) 11 — wl)) = (1 — w)".
Andererseits ist
n
det(MZP®) =T A,
i=1

wobei A; die Eigenwerte gezahlt mit algebraischer Vielfachheit bezeichnen. Also gilt

n
[TIAil=11-w]"
i=1
und daher muss fiir einen Faktor |A;| > |1 — w| gelten.

Aufgabe 30 4 Punkte

Das SSOR-Vefahren ist die symmetrische Variante des SOR-Verfahrens: Nach ei-
nem SOR-Schritt wird ein weiterer SOR-Schritt aber bei umgekehrter Indizierung
ausgefiihrt, d.h. die Folge x* ergibt sich aus dem Iterationsverfahren

1 = (D - wE) Y (1 — w)D + wF)x* + w(D — wE) b

X+ = (D —wF) (1 — w)D 4+ wE)#*' + w(D — wF)'b.



Hierbei ist wie beim SOR-Verfahren
A=D—-E—-F.

Geben Sie das SSOR-Verfahren in der Form
xk-i—l — MSJSOka + NL?}SORb

an und zeigen Sie, dass
-1 -1
NSOR = (2 — w) (lD—F) (lD) (lD—E) :
w w w

Losung

Setzen wir die Iterationsvorschrift fiir £X71 in die Iterationsvorschrift fiir xF*1 ergibt
sich

xk-i—l — MSJSOka + NEJSORb,
wobei

M35OR — (D — wF)"Y((1 — w)D 4 wE)(D — wE) " ((1 — w)D + wF)
NSSOR — (2 — w)w (D — wF) ' D (D — wE)™!

-1 -1
=2-w lD—F lD lD—E .
(2-w)
w w w
Also ist NOR gegeben wie in der Aufgabenstellung.

Aufgabe 31 6 Punkte

Wir wollen folgenden Satz beweisen: Fiir eine beliebige Matrix A € R™" gilt

1
k

o(A) = lim H‘Ak)

k—o0
Hierbei bezeichnet |||-||| eine submultiplikative Matrixnorm.
(i) Beweisen Sie p(A) < |||A]]]-
(ii) Fur jedes € > 0 existiert eine Matrixnorm |||-||| . mit

[Alll. < o(A) +e.

Hinweis: Benutzen Sie die Jordan-Normalform.
(iii) Beweisen Sie obigen Satz unter Verwendung von (i) und (ii)!

Losung

Zuerst zeigen wir

p(A) < [[|A[]] - (1)



Sei A ein Eigenwert von A mit Eigenvektor x. Aus Ax = Ax folgt AX = AX mit
X=Ix...,x] € R™™" Es gilt

IALXITE = HIAXI[ = [[IAXH] < (A

wegen der Submultiplikativitit der Matrixnorm, also |A| < [||A|||. Weil A beliebig
war, konnen wir insbesondere das Maximum betrachten, woraus (1) folgt.
Als niéchstes zeigen wir, dass fiir jedes € > 0 eine Matrixnorm |||-||| . existiert mit

A[ll. < p(A) +e. (2)
Eine Jordan-Zerlegung ergibt
Jny (A1) 0 0
(

A=S g1

0
0
0

mit S € GI(m), A; (1 <i < k) Eigenwerte und nq + ... 1, = m. Setze

0 0 Hy(a)

mit Hj(«) = diag(a, a?,...,a'), dann folgt

Gnl()\lze) 0 0 0

0 Gn,(Ap,e) O 0

H(e1)S !ASH(e) = . ”2(02 ) , )
0 0 0 Gu (A e)

Hierbei ist Gy, (A, €) = (i) mit g;; = Ay, &iip1 = e und g; ; = 0 sonst. Mit der Wahl
Al = |[HE)s T ASH(e) ||

folgt (2).

1
Aus (1) folgt wegen p(A)* = p(A¥) < |||A]|| sofort p(A) < limy_,o |||A¥|||*. Es
bleibt also zu zeigen, dass fiir jedes € > 0 ein | € IN existiert mit

1
k

A"

<p(A)+e
fiir alle k > . Wegen (2) folgt |||A]|| . < p(A) + &. Wegen der Aquivalenz von Normen
auf endlich-dimensionalen Vektorrdumen existiert ein C € R™ mit |||B||| < C|||B|||

fir alle B € R™™. Also gilt fiir alle k > |

([ = e [[a]] < cumant < c o+,



woraus der Beweis folgt wegen C & — 1 fiir k — oo.

Aufgabe 32 4 Punkte

Es sei A eine M-Matrix. Zeigen Sie, dass das SOR-Verfahren mit w < 1 nicht schneller
konvergiert als das Gauss-Seidel Verfahren.
Hinweis: Verwenden Sie die Sitze 5.14 und 5.15!

Losung

Es gilt W& = D — E und WOR = %D — E. Weil A eine M-Matrix ist, folgt aus
A < WE < WoOR sofort

0<AT(WE—A)<AT(WSOR_A),

T owe T Ror
Wegen Aufgabe 31 gilt p(A) = %, also
o(A-1RS) = lim H‘ 1Rc)kmi < lim H‘(A_lem)kmi _ p(A-TRSOR).

k—o0 k—o0

Aus den Sdtzen 5.14 und 5.15 folgt nun die Behauptung.



