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Aufgabe 8 4 Punkte

Bestimmen Sie fiir a = 1 die Nullstellen des Polynoms
pa(x) = x* — 4x3 + 6x% — 4x +a.

Wie dndern sich diese Nullstellen fiir a = 1 — ¢, € > 0? Auf wie viele Stellen genau
kann die Losung an einem Rechner mit relativer Maschinengenauigkeit ¢ = 10716
berechnet werden?

Losung

Fiir a =1 gilt
pr(x) = (x = 1)*,

also ist x = 1 die einzige Nullstelle. Fiir a = 1 — e ist
palx) = (x—1)* —e,

daher sind die Nullstellen von p,(x) gegeben durch
z1p=1++v/e und z34=1+ive.

Die Losung kann auf 4 Stellen genau berechnet werden, da

11—z = Ve.

Aufgabe 9 4 Punkte
Sei |||-]|| eine submultiplikative Norm auf R"*" mit ||[1]|| = 1.
(i) Falls |||B||| < 1, dann ist (1 — B)~! = 2> , B und es gilt die Ungleichung

1

=8 < =

(ii) Sei A € GL(n) und A; = A + C eine Storung von A.



Zeigen Sie: Falls |HA‘1C‘ H < e < 1list, so gilt

1+e¢
< .
K(As) < ToK(A)
Losung
(i) Es gilt

(1—B) (iB]) —1=—-B1.
j=0

Wegen der Submultiplikativitat dieser Norm folgt |||B*"!||| < |||B|| 1 0 fiir
k — o0, also ist (1 — B) invertierbar mit (1 — B)~! = Y2 ; BX. Weiterhin gilt

e
k=0

1

lla-m - < LIl = 2 s < gy

(ii) Es folgt
0= [ar st o aera|
<t [Ja=[[{[[+are || 1+ a7l

Weiterhin ist |||1+ A~IC||| < [|[2]|] + |||A7IC]|| <1+ ¢ und wegen (i)

1 _1
A " 1—¢

Jla+arto ]| < =1

Aufgabe 10 6 Punkte

Sei A € R™*" eine Matrix mit den Spalten Aj,j=1,...,n Wir definieren eine
Matrixnorm durch

Alll = Aill, .
Al = max [,
Zeigen Sie:
(i) Durch |||-||| wird eine Norm auf R"*" definiert.

(i) | AxI, < [I[A][] ], und ||ATy||_, < [I1A]lllyl], fir x € R" und y € R™.
(iii) ||Allp < vn|||Al|| und |||AB||| < ||A||¢|||B]|| fiir eine Matrix B € R"™. Hierbei
bezeichnet |- || die Frobenius-Norm.

Losung

(i) Definitheit und Homogenitit folgen sofort, die Dreiecksungleichung folgt fiir
A,BeR™"aus (1 <j<n)

HAJ“"BJ‘HQ = HAJ'“z"' HB]'HZ < mf‘XHAer -i—msax IBs]|, -



(ii) Es ist
[Ax]ly < [|Ally [xlly < [TIAJI] fIx]l; -
Die Ungleichung ||A||, < |||A]|| ergibt sich beispielsweise wie folgt:
Eine Singulirwertzerlegung ergibt A = UDVT mit U € O(m), V € O(n) und

D = diag(cy,....,04,0,...,0) € R™" (k < min(m,n)). Fir die Diagonalmatrix D
folgt die Ungleichung ||A||, < |||A]|| sofort, der allgemeine Fall folgt aus

|All, = max VxTATAx = max VXTVDTDVTx = max \/y"DTDy.

Ix[l,=1 [Ixl,=1 llyll,=1

Die zweite Ungleichung ergibt sich aus

[AT-y] < max AT -y, < 11Nyl -

(iii) Es gilt
1

m n ) % m ) 2
IAllF = Z:Zai,j < max ”Z“i,j < vnl[|Al]l

und

1B = max | B, < max A B, = Al I8l

Aufgabe 11 4 Punkte

Zeigen Sie, dass sich bei der Matrix
1 1
-1 ... -1 1
bei der Spaltenpivotsuche fiir den Betrag des maximalen Pivotelements 2" ! ergibt.

Losung

Wir zeigen die Aussage induktiv und betrachten dazu allgemeiner die Matrix



fiir ein ¢ € R und behaupten, dass die resultierende R-Matrix gegeben ist durch
-1 .
2c
1 2" 2%
2n—1c

Fiir n = 2 ist dies leicht zu tiberpriifen. Im Induktionsschritt erhalten wir im ersten
Schritt des GauB-Algorithmus, angewandt auf die Matrix A("), die Matrix

-1 o
1 2c
_1 .
: 1 2c
i -1 ... =1 2c |

Auf diese kann nun die Induktionsannahme fiir n — 1 angewandt werden, s.d. die
resultierende Matrix gegeben ist durch

-1 . -
2c

1 2" 2¢
2n—1;

Daher ist das maximale Pivotelement 21,



