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Aufgabe 22 6 Punkte

(i) Sei QO C R? ein beschrinktes Gebiet. Zeigen Sie, dass fiir jede Funktion f €
CHO,R) gilt:

| feax

< [ If)]dx.

(i) Sei Q) C IR? ein beschranktes Gebiet mit C!-Rand und p = 1. Zeigen Sie, dass fiir
jede Funktion f € C!(Q),R) mit f = 0 auf 9} eine Konstante C existiert (die nur von
() abhiéngt), so dass gilt:

(/. |f<x>|de)’1’ <c( |Vf<x>|'”dx)’l’ . (1)

(iii) Zeigen Sie (1) fiir p = 2.
Anmerkung: Alle obigen Aussagen gelten auch fiir Sobolev-Funktionen und sind
nur Spezialfille allgemeinerer Sitze.

Losung
(i) Sei St = f1([0,00)) und S~ = Q\S™*. Dann ist

’/Qf(x)dx
< ’ [, Flx)dx

- ‘/S+f(x)dx+/s_ F(x)dx
+’/S_f(x)dx :/Q|f(x)|dx.

(ii) Nach einer Translation kénnen wir Q C [0, R]?> annehmen. Weiterhin setze f(x) =
0 auf [0, R]*\Q fort. Es gilt also wegen (i)

R

X1 9 0
)l = | [ 5] <[22 rt0 ). )

Eine Integration bzgl. () liefert sofort

NI YA

dx.
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Gleiches gilt fiir die zweite Komponente, was nach Summation (1) beweist.
(iii) Man wendet die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir Integrale in (2) an, der
Rest folgt wie in (ii) mit einer anderen Konstanten C.

Aufgabe 23 4 Punkte
Zeigen Sie, dass die Matrix A;, € RNN mit:

2 -1

die Eigenwerte

4 irth . 1
A= Esm2 (T) mit h:= NEi

besitzt. Wie lauten die zugehorigen Eigenvektoren x;?
Hinweis: Machen Sie den Ansatz: x} = sin(inth).

Losung

Es gilt fiir einen beliebigen Eigenwert A; mit Eigenvektor x; = (x},..., xN
xQ = xN+1 = 0
1 1 :

)T sowie

—x o T =] 1<j<N,

also folgt —x{_l +(2— /\i)xf.. — x{:H = 0. Es ergibt sich damit der Eigenvektor
x; = (sin(izth),sin(2irh), . . ., sin(Nirh))" .

Dies folgt durch direktes Nachrechnen mittels Additionstheoremen.

Aufgabe 24 4 Punkte

Sei ) C IR? ein polygonal berandetes Gebiet. Wir betrachten die partielle Differential-
gleichung

—Au=g inQ,
u=0 aufoQ)

mit ¢ € C%(Q,R<?). Wir betrachten ein Dreiecksgitter 7 auf (), wobei alle Innen-
winkel kleiner gleich Z sind. Weiterhin sei V1(7) der Raum der stiickweise affinen
finiten Elemente bzgl. 7.

Beweisen Sie folgendes diskretes Maximumprinzip:

Sei U € V1(T) eine diskrete Losung obiger PDG. Dann nimmt U das Maximum auf
einem Randpunkt an.



Losung

Die Steifigkeitsmatrix Ay hat Eintrége

aj =Y, (V§, Vi), .

TeT
Da auf jedem Dreieck T fiir die Summe der Basisfunktionen 2]3:1 ¥; = 1 gilt, ist daher
(Vo Vipibr = = 2 (V9 Vi) -
j#i
Daher ist
aij = — Z aij
j#i

Weiterhin ist aus der Vorlesung bekannt, dass fiir Dreiecke mit Innenwinkel kleiner
gleich 7 und i # j:

<v‘/’jfv¢’i>T < 0.
Somit sind alle a;; negativ. Nach Voraussetzung gilt fiir einen inneren Punkt

Ui < Z o U]
7 i

Angenommen, das Maximum wird in einem Punkt mit Index i angenommen. Da die
_a—a” nicht negative Gewichte sind, die sich zu 1 addieren, muss somit u; > U fur

11

einen benachbarten Knoten mit Index j gelten.



