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Aufgabe 25 4 Punkte

Wir betrachten erneut die Warmeleitungsgleichung (vgl. Anwesenheitsblatt 5). Sei
dazu Q C RR? ein polygonales Gebiet, | = (0,1) ein Zeitintervall, f € C°(Q) eine
duflere Warmequelle und 1y € H}(Q)) die gegebene Warmeverteilung zum Zeitpunkt
t = 0. Die schwache Formulierung der Warmeleitungsgleichung ist dann gegeben
durch

/Q duue(t, x)(x) + Vu(t,x) - V(x) — F(x)p(x) dx =0 Vo € HY(Q) Vte 1.

(i) Diskretisieren Sie die schwache Formulierung der Warmeleitungsgleichung mit
stiickweise affinen, stetigen FE-Funktionen auf einem Dreicksgitter 7 im Ort und
finiten Differenzen mit Schrittweite T in der Zeit. Zur Zeit t* = t*~1 + 7 wird die

k_
Ableitung dsu also diskretisiert durch % Weiterhin betrachtet man fiir ein

explizites Verfahren die Ableitung Vuy, zur alten Zeit t*~! und fiir ein implizites
Verfahren zur neuen Zeit t*. Leiten Sie jeweils ein Iterationsverfahren fiir die diskrete
Losung her.

Hinweis: Benutzen Sie Massen- und Steifigkeitsmatrizen Mj, und Aj mit Eintragen

S

(ii) Wir betrachten den Interpolationsoperator Z, : C°(T) — Py(T), sodass Z;,(g) eine
affine Funktion auf T ist gegeben durch

Zn(8) (xx) = g(xx)

fiir alle Knotenpunkte x.
Die gelumpte Massenmatrix M/ ist dann definiert durch die Eintrége

mh= ¥ [ Tu(#jgh) dx.

TeT

Zeigen Sie, dass M| Diagonalgestalt hat.
(iii) Tauschen Sie im expliziten Iterationsverfahren aus (i) die Massenmatrix Mj, mit
der gelumpten Massenmatrix Mil aus. Welchen Vorteil hat dies fiir die Laufzeit?



Aufgabe 26 4 Punkte

Betrachten Sie eine Dreiecksgitter 7;, in R?, wobei alle Dreiecke T € T gleichseitig
mit Seitenldnge h sind. Weiterhin bezeichne I die Indexmenge der Knoten in 7.
Bestimmen Sie fiir stiickweise affine, stetige finite Elemente-Funktionen auf 7 die
Eintrdge der globalen Steifigkeitsmatrix Ay, fiir einen inneren Knoten mit Index i € I,
d.h. berechnen Sie

a; =) /Tv‘l’il'vébi dx

TeT

fiir alle j € I, wobei (¢} );c; die Menge der nodalen Basisfunktionen bezeichnet.

Aufgabe 27 4 Punkte
Es sind zwei “Ringe” mit der Parametrisierung ¢ — (R;cos(¢), R;sin(¢), ;)T mit
0 < Ry < Ry und h; € R gegeben (mit |[R; — Rp| und |hy — hy| hinreichend klein).
Zwischen diesen “Ringen” soll eine Fliche M, mit minimalen Inhalt gespannt
werden. Die Parametrisierung dieser Fldche ist wie folgt:

rcos(¢)
X:(r,¢) € [R1,Rp] x (0,271) — | rsin(¢p) | € My
o(r, ¢)
mit v € C!((Ry,Ry) x (0,27),R) N C°([Ry, Ro] x [0,271],R) und v(R;,¢) = h;, ¢ €
(0,27).
(i) Zeigen Sie, dass fiir rotationssymmetrische v die Minimierung dieser Fldche
dquivalent zur Minimierung von

E[u] = /lez 27try/ 1+ (u/(r))2dr (1)

mit u € C'((Ry, Rz),R) N C%([Ry, Ry}, R) und u(R;) = h; ist.
Hinweis: Benutzen Sie die Formel fiir den Flacheninhalt parametrisierter Flachen mit
Parametrisierung X : S — M,

Area(M,) = /S \/det(DX (x) - DX(x))dx .
(ii) Wie lautet die notwendige Bedingung fiir einen glatten Minimierer von (1)?

Aufgabe 28 4 Punkte

(i) Finden Sie mittels Gerschgorin-Kreisen eine Abschitzung fiir die Eigenwerte von

8 01
A=1|07 0].
1 05

(ii) Fiir welche a € R ist

1 -1 0
A=1-1 a -1
0o -1 1

eine M-Matrix?



