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Aufgabe 1. (Hermite—Polynome)

Fiir n € Ny werden die Hermite—Polynome durch

oodt o

H,(z)=(-1)"e we*x , z€R

definiert. Zeigen Sie:

a) Die Hermite—Polynome geniigen fiir n € N der Rekursionsformel
Hy11(z) =22H,(x) — 2nHy,_1(x)

mit Hyo(z) = 1 und H(z) = 2z. (Damit ist klar, dass H,, ein Polynom vom Grad n
ist.)
Hinweis. Verwenden Sie die Produktregel fiir die n-te Ableitung,
(n) — ~ (7 (k) o(n—F)
(fo)™=>" ( k)f g,
k=0
b) Fiir die Ableitung von H,, gilt H/ (z) = 2nH,_1(z).

c¢) Die Funktionen
1

vV 2rnl/T

sind die Orthonormalpolynome zum Gewicht w(z) = e
Hinweis. Es gilt [* e dz = /7.

H,(x), mneNy

—2% auf dem Intervall (—o0, 00).

(4 Punkte)

Aufgabe 2. (Drei-Term Rekursion)

Es seien pj(z) € Pj1, j = 0,...,n, eine Familie orthogonaler Polynome beziiglich des
Skalarprodukts

b

()= [ wla)f(@)gla) da.

a

mit fiihrendem Koeffizienten 1. Zeigen Sie, dass die Orthonormalpolynome
p;(x)
gj(z) = ——L—
(pjsPj)e
der Drei-Term Rekursion
Bjaj(x) = (x — aj—1)qj—1(x) — Bj-1qj—2(x)
mit
T p e T pim1, Pi—1)w
geniligen.
(4 Punkte)



Aufgabe 3. (Fourierreihen)

Abgebrochene Fourierreihen werden verwendet um 2m-periodische Funktionen f zu ap-
proximieren. Diese haben die Form

f(z) ~ % + Z(ak cos(kz) + by sin(kx))

k=1
mit den Fourierkoeffizienten
1 (7 1 (7 1 (7 .
apg = — f(z)dx, ar = — f(x) cos(kx) dx, b, = — f(z)sin(kz) dx.
7 - T J)_x L —

a) Zeigen Sie, dass die Funktionen {1/v/27,coskx//m,sinkz/\/n} fir k = 1,....,n
orthonormal sind beziiglich des Skalarproduktes

(1, v) = / " u(@)o(z) da.

—T
b) Bestimmen Sie die Fourierkoeffizienten der 2m-periodischen Ségezahnfunktion, die

gegeben ist durch
r, —TmT<x<m,
xr) =
i@ {07 x € {—mm}.
(4 Punkte)

Aufgabe 4. (Laplace in Polarkoordinaten)
Gegeben sei das Poisson-Problem auf Q = {(z,y) € R? : 22 + ¢ < 1}

2 2
—Au = —a—u— 0

8132 aizyQU = 1, in Q

u=0, aufl =09Q.

Zeigen Sie, dass der zweidimensionale Laplace-Operator in Polarkoordinaten = =
rcos(¢), y = rsin(¢) die folgende Gestalt hat

10 ou 1 0%u
Aulrd) =15 <a> T 2o
(4 Punkte)



Programmieraufgabe 1. (Auswertung von Orthogonalpolynomen)

Schreiben Sie ein C/C++ Programm das mit Hilfe der in der Vorlesung vorgestellten
Drei-Term Rekursion folgende Polynome an der Stiitzstelle x,, auswertet

a) Hermite-Polynome auf (—5,5) mit H_; =0, Hy = 1 und der Rekursionsformel

Hyi1(x) =2zH,(z) — 2nH,—1(x).

b) Jacobi-Polynome mit wéhlbaren o und  auf (—1, 1) sowie den Polynomen Po(a’ﬁ ) =1
und Pl(a’ﬁ) =1/2(a— B+ (a+ S+ 2)z). Die Rekursionsformel fiir n > 1 lautet dann

at P (@) = (a2 + aBa) PP () — at PP ()

mit

2(n+1)(n+a+B+1)2n+a+B)

a
2 _ 2 2
a, =(2n+a+ B+ 1)(a” - 57)
n
1
n

a

2n+a+pB)2n+a+B+1)2n+a+B+2)

a, =2(n+a)(n+B)2n+a+ B +2).

¢) Laguerre-Polynome auf (0.1,100) mit L_; =0, Ly = 1 und der Rekursionsformel
(n+1)Lyy1(z) = 2n+1—2)Ly(z) — nLy—1(z).

Verifizieren Sie Ihre Ergebnisse indem Sie die Auswertungen fiir n = 2%, k=1,...,6 auf
dem Intervall (a,b) an 500 dquidistanten Stiitzstellen plotten. Im Falle der Jacobi-
Polynome sollen als Beispiele Legendre-Polynome o = = 0 und Tschebyscheff-
Polynome o« = g = —0.5 verwendet werden.

(8 Punkte)

Die Abgabe der Programmieraufgabe erfolgt in den Cip-Pools am 28.11.2016 und
30.11.2016. Die Listen fiir die Anmeldung zu den Abgabe-Terminen héngen in der
Woche vom 21.11.2016-25.11.2016 -aus.



