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Aufgabe 1. (Schwache Formulierung)
Wir betrachten die Differentialgleichung

i (a(@jz(x)) + e(w)u(r) = f(z)

auf dem Intervall Q = (0,1) zu verschiedenen Randbedingungen. Bestimmen Sie die
schwache Formulierung zu

a) inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen
u(0) = «, u(l) = B.

Hinweis. Machen Sie den Ansatz u(z) = uj(x) +up(x) wobei ug(z) € V mit u; (0) =
a, u(l) = B und uy € Vq liegt. Die Funktion u; lésst sich z.B. durch u;(x) =
a+(B—a)z bestimmen. Testen Sie danach Thre Gleichung in Vy um ug zu bestimmen.
Die schwache Formulierung zeigt, dass sich dieser Fall auf den homogener Dirichlet-
Randbedingungen mit verédnderter rechter Seite zuriickfithren lasst.

b) Neumann-Randbedingungen

du du
SO =a  TO)=5

Hinweis. Beachten Sie, dass Sie in diesem Fall V als Testraum verwenden miissen
und somit die Randterme beim partiellen Integrieren nicht verschwinden. Als Ergeb-
nis erhalten Sie

1 1 1
/ a(2)u (2)0' () da+ / o(@)u(@)o(z) do = / F(@)o(z) da+Ba(1)v(1)—aa(0)u(0).

0 0 0
(4 Punkte)

Aufgabe 2. (System- und Massenmatrix)

Gegeben sei die Differentialgleichung aus Aufgabe 1 mit konstanten Koeffizienten a(x) =
2 und c¢(z) = 1. Desweiteren bezeichne ® = [¢y, ..., d,] die Basis des Raumes der
stiickweise linearen Splines auf [0, 1] beziiglich dquidistanter Stiitzstellen x; = ih, fiir
i=0,...,nund h = 1/n. Die Randsplines sind hierbei definiert als

0 sonst, 0 sonst.

b0 = {n(ml —xz) x€][0,h), by = {n(aj —Tp-1) T € (Tp_1,1],

Stellen Sie fiir f(z) = 1 das aus der Galerkin-Diskretisierung beziiglich der Basis ®
resultierende Gleichungssystem auf fiir die Neumann-Randbedingungen «/(0) = —1 und
u' (1) =1.



Bemerkung. Das resultierende Gleichungssystem hat die Form
(A+Mu=f+g,

wobei A € R(TD*(n+1) Gystem- oder Steifigkeitsmatriz und M € RHDX(0+D) prgggen-
matriz genannt wird. Zudem sind f, g € R"*! Vektoren und f wird Lastvektor genannt.
(4 Punkte)

Aufgabe 3. (CG-Verfahren)
Beweisen Sie Lemma 2.1 aus der Vorlesung: Sei A € R™*™ eine symmetrische und positiv
definite Matrix, b € R™ und z* die exakte Losung, also Az* = b.
a) Fir das durch
1

definierte Funktional ® gilt

O(2*) — P(z) = %(x —az",x—a") 4,

d.h. das Funktional besitzt ein eindeutig bestimmtes Minimum bei x = z*.

b) Es seien y € R™ und der Teilraum M C R™ gegeben sowie y + M = {y + v,v € M}
eine affine Mannigfaltigkeit. Fiir x € y + M sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a)

x = argmin ®(v).
vey+M

(b)
(x —x*,2)4=0 Vze M.

(c)

|z —z*[|a<|lv—2a*|la Ywvey+ M, z#uz.

c) Es gilt
grad ®(z) = Ax —b.
(5 Punkte)
Aufgabe 4. (Suchrichtung des CG-Verfahrens)
Zeigen Sie, dass die neue Suchrichtung im Cg-Verfahren
gD = g g®) _ plt)
nicht verschwindet, d.h. ¢(*+1) £ 0 falls 2(*t1 £ 2* gilt.
(3 Punkte)



Programmieraufgabe 1. (CG-Verfahren)

Schreiben Sie ein C/C++ Programm, das das Gleichungssystem Az = b mit Hilfe des
in der Vorlesung vorgestellten CG-Verfahrens nach Hestenes und Stiefel 16st. Hierbei ist
A € R™ ™ eine symmetrische, positiv definite und diinnbesetzte Matrix und b € R" ein
beliebiger Vektor. Dabei soll die Matrix A im CSR-Format abgespeichert werden. Fiir
die benotigten Rechenoperationen kénnen Sie die in vector.h zur Verfiigung gestell-
ten Routinen verwenden. Das Verfahren soll abgebrochen werden, falls die euklidische
Norm des Residuums ¢ = 107Y unterschreitet. Testen Sie das Verfahren anhand der
Tridiagonalmatrix A, und der rechten Seite b,

2 -1 ;
-1 -1
2 3
An: ’ bn: .
-1 2 -1 ’
1 9 n—1
n

fir n = 28 und k = 2,4,...,16. Geben Sie jeweils die Anzahl benétigter Iterationen des
CG-Verfahrens aus.
(8 Punkte)

Die Abgabe der Programmieraufgabe erfolgt in den Cip-Pools am 12.12.2016 und
14.12.2016. Die Listen fiir die Anmeldung zu den Abgabe-Terminen héngen in der
Woche vom 05.12.2016-09.12.2016 aus.



