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Aufgabe 1. (Tschebyscheff-Polynom)

Es seien 0 < A\; < )\, positive reelle Zahlen und g: [A1, \,] — [—1, 1] die affin lineare
Abbildung, die gegeben ist durch

AL+ An — 2
g(\) = ISV

Desweiteren betrachten wir die Tschebyscheff-Polynome

- cos(k arccos(t)) It] <1,
K =11 (E+VE=DF 4+ VE=T)*) il > 1.

Zeigen Sie, dass gilt

1 . (VA VA
1T (9(0))| > 577k mit 7 = (\/)\—n—_\/)\%)

(4 Punkte)

Aufgabe 2. (Verallgemeinertes Eigenwertproblem)

Gegeben sei eine symmetrische und positiv definite Matrix C' € R™*" sowie eine sym-
metrische Matrix A € R™*™. Wir betrachten das verallgemeinerte Eigenwertproblem

Az = \Cz.

a) Sei C' = LLT die Cholesky-Zerlegung von C. Zeigen Sie, dass die Eigenwerte von
H = L' AL"T mit den Eigenwerten des verallgemeinerten Eigenwertproblems iibere-
instimmen.

b) Zeigen Sie, dass H nur reelle Eigenwerte Ay, ..., A, mit orthogonalen Eigenvektoren
v1,..., Uy besitzt.

¢) Bestimmen Sie die Eigenvektoren des verallgemeinerten Eigenwertproblems und
zeigen Sie, dass diese orthogonal beziiglich des Skalarproduktes (v, w)c = (Cv,w)

sind.
(4 Punkte)

Aufgabe 3. (Eigenwerte)

Gegeben sei eine symmetrische und positiv definite Matrix C' € R™*™ sowie eine sym-
metrische Matrix A € R™ ™. Weiterhin sollen die Eigenwerte des verallgemeinerten
Eigenwertproblems Az = A\C'z im Intervall [\, \,,] liegen. Zeigen Sie, dass dann gilt

A1 {(Cv,v) < (Av,v) < A\ (Cv,v) VYo € R".
(4 Punkte)



Aufgabe 4. (CG-Verfahren)

Fiir eine symmetrische und positiv definite Matrix A € R™*" und einen Vektor b € R"
betrachten wir das Gleichungssystem Az = b mit exakter Losung z*.

a) Die Matrix A habe genau k verschiedene Eigenwerte. Zeigen Sie, dass das CG-
Verfahren nach spatestens k£ Schritten konvergiert.

b) Sei b ein Eigenvektor von A. Wieviele Schritte braucht das CG-Verfahren um die
exakte Losung x* zu finden. (Beweis)

c¢) Sei A nur noch positiv semidefinit mit ker(A) = span{vp} und b € im(A). Wie lésst
sich das CG-Verfahren modifizieren, so dass es dennoch konvergiert?
(4 Punkte)

Programmieraufgabe 1. (Diinnbesetzte Gleichungssysteme)
a) Wir betrachten die Differentialgleichung

_% <SZ(;€)> ful)=1  aufQ=(0,1),

u(0) = u(1) = 0.

Diskretisieren Sie die Gleichung mit dem Galerkinverfahren im Raum der stiick-
weise linearen Splines auf [0, 1] beziiglich dquidistanter Stiitzstellen x; = ih, fir
i=1,...,n—1und h = 1/n. Stellen Sie die Steifigkeits- und Massenmatrix im
CSR-Format sowie den Lastvektor auf und l6sen Sie das resultierende Gleichungssys-
tem anschlieend mit Hilfe des CG-Verfahrens. Visualisieren Sie die Losung wy fiir
n = 10, 50,500 indem Sie die Funktion wu; sowohl in den Stiitzstellen als auch in den
Zwischenstellen (i + 3)h fiir i = 0,...,n — 1 auswerten.

b) In der Vorlesung Alma 1 haben wir eine Finite Differenzen Diskretisierung der
2-dimensionalen Laplace-Gleichung und die Differenzen-Matrix im CSR-Format
aufgestellt. Diese Differenzen-Matrix A € R™ "™ ist auf der Webseite in FD2.h zur
Verfligung gestellt. Verwenden Sie diese Matrix um das Gleichungssystem Az = b
fiir einen Zufallsvektor b € R™ mit dem CG-Verfahren zu losen. Fiihren Sie eine
Laufzeitanalyse fiir n = 4* mit k =4, ..., 9 durch.

(8 Punkte)

Die Abgabe der Programmieraufgabe erfolgt in den Cip-Pools am 12.12.2016 und
14.12.2016. Die Listen fiir die Anmeldung zu den Abgabe-Terminen héngen in der
Woche vom 05.12.2016-09.12.2016 aus.



