
Formelsammlung

Orthogonalpolynome

a b ω(x) Name Formel

−1 1 (1− x)α(1 + x)β Jacobi-P. P (α,β)
n (x) =

1

2nn!ω(x)

dn

dxn
(
ω(x)(x2 − 1)n

)
0 ∞ e−x Laguerre-P. `n(x) =

ex

n!

dn

dxn
(
e−xxn

)
−∞ ∞ e−x

2

Hermite-P. Hn(x) = ex
2 dn

dxn

(
e−x

2
)

Eigenschaften der Jacobi-Polynome

Orthogonalität: (mit der Γ-Funktion)∫ 1

−1

(1− x)α(1 + x)βP (α,β)
n (x)P (α,β)

m (x) = δmn
2α+β+1Γ(n+ α+ 1)Γ(n+ β + 1)

(2n+ α+ β + 1)n!Γ(n+ α+ β + 1)

3-Term-Rekursion:

2(n+ 1)(n+ α+ β + 1)(2n+ α+ β)P
(α,β)
n+1 (x) = (2n+ α+ β + 1)[(α2 − β2) + x(2n+ α+ β)(2n+ α+ β + 2)]P (α,β)

n (x)

−2(n+ α)(n+ β)(2n+ α+ β + 2)P
(α,β)
n−1 (x)

Nullstellen: Eigenwerte der tridiagonalen Matrix

Tn =


a0 b1 0 . . . 0
b1 a1 b2 0 . . .
0 b2 a2 b3
...

. . . bn−1

0 . . . 0 bn−1 an−1

 ∈ Rn,n

mit

aj =
(β − α)(β + α)

(2j + α+ β)(2j + 2 + α+ β)
,

bj =

√
4j(j + α)(j + β)(j + α+ β)

(2j − 1 + α+ β)(2j + α+ β)2(2j + 1 + α+ β)
.

Speziell ist P
(0,0)
n (x) = Ln(x) (Legendre-Polynom) und P

−1/2,−1/2
n (x) = Tn(x) (Tschebyscheffpolynom).

Moore-Penrose-Inverse

Die Moore-Penrose Inverse A† von A ∈ Cm×n ist die eindeutige Lösung X ∈ Cn×m der 4 Gleichungen

AXA = A,

XAX = X,

(AX)∗ = AX,

(XA)∗ = XA.

Orthogonale Transformationen

Householder

Es sei a = [ai]
n
i=1. Mit

v =


1

|a1| ‖ a ‖2
(|a1|a+ a1 ‖ a ‖2 e1) a1 6= 0

a/ ‖ a ‖2 +e1 a1 = 0
.

wird Pa = βe1 für P = I − 2 vv
∗

v∗v .
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Givens-Rotation

Mit

t =
x2
|x1|

, n =
√

1 + |t|2, c =
x1/|x1|
n

, s =
t

n
|x1| ≥ |x2|,

t =
x1
|x2|

, n =
√

1 + |t|2, s =
x2/|x2|
n

, c =
t

n
|x1| < |x2|,

setzen wir

Ccs = Cθ,α,β =

[
c s
−s c

]
c = eiα cos θ, s = eiβ sin θ, α, β ∈ [0, 2π).

Dann ist
Ccsx =‖ x ‖2 e1.

Hutfunktionenbasis auf [0, 1]

Auf Netz mit den Knoten

xi = ih, h =
1

n
, i = 0, . . . , n

sind

φi(x) =


n(x− xi−1) x ∈ [xi−1, xi)
n(xi+1 − x) x ∈ [xi, xi+1)

0 sonst
i = 1, . . . , n− 1,

PCG-Verfahren

x(k+1) = x(k) + αkq
(k), mit αk =

〈w(k), r(k)〉
〈q(k), Aq(k)〉

, k ≥ 0

r(k+1) =

{
r(k) + αkAq

(k) k ≥ 0

Ax(0) − b k = −1
, ,

w(k+1) = C−1r(k+1), k ≥ 0

q(k+1) =

{
βkq

(k) − w(k+1) k ≥ 0

w(0) k = −1
, mit βk =

〈w(k+1), r(k+1)〉
〈w(k), r(k)〉

Arnoldi-Prozeß in Krylowraum

vj+1 = Aqj −
j∑
i=1

(q∗iAqj)qi

qj+1 = ‖ vj+1 ‖−1
2 vj+1

Als Matrixschreibweise:
AQk−1 = QkHk−1

mit der oberen Hessenbergmatrix

H =


h11 h12 h13 . . . h1,k−1

h21 h22 h23 . . . h2,k−1

0 h32 h33 . . . h3,k−1

. . .
...

...
0 0 . . . 0 hk,k−1

 ∈ Ck×(k−1), hij =


q∗iAqj i ≤ j
v∗i vi i = j + 1

0 sonst

Gauß-Legendre-Formeln mit n Stützstellen und Gewichten (xi, ωi), i = 0, . . . , n− 1

Anzahl Punkte Stützstellen Gewichte

1 x0 = 0 ω0 = 2

2 x0/1 = ±
√

1/3 ω0/1 = 1

3 x0/1 = ±
√

3/5, x2 = 0 ω0/1 = 5
9
, ω2 = 8

9

4 x0/1 = 1
7
±
√

3− 2
√

6/5, x2/3 = 1
7
±
√

3 + 2
√

6/5 ω0/1 = 18+
√
30

36
, ω2/3 = 18−

√
30

36

5 x0/1 = 1
3
±
√

5− 2
√

10/7, x2/3 = 1
3
±
√

5 + 2
√

10/7, x4 = 0 ω0/1 = 322+13
√
70

900
, ω2/3 = 322−13

√
70

900
, ω4 = 128

225
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