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1 Einleitung

(P) — div(|Vup|P72Vu) = f in Q
u=f auf

(WP) Suche u € Hy”(Q) sodass a(u,v) = (f,v) fiir alle v € Hy?(Q)
mit a(u,v) = / |Vu[P~2VuVude
JQ

2 Vorbereitungen
Lemma 2.1. Sei K € T, und v € P. Dann gilt:

hK/ (IVun| + [o])P~2| Vo 2de < c/ (IVun| + [o])P~2|Vo[2de
oK K

Lemma 2.2. Fir alle a,&,m > 0,0 > 0, gilt dass

(a+&P2n <07 (a+ P2 +0(a+ )P 2n?

wobes

1 wenn 1 <p<26¢e[l,o0) oder 2 <p< 0,6 € (0,1)
= ]ﬁ wenn 1 <p <2,0¢€(0,1) oder 2 <p < 0,6 € [0,00)
Fiir alle a,&,n € R™ und § > 0 gilt:

&1 < 6P (a+ )2 + d(a + )P
Fiir alle £,m € R™ gilt:

(a+1€+nP72le +n* < (a+[ENP2IER + (a+ )P~ nl”
Definition 2.3 (Quasi-Norm). v,w € Hy"(Q)

w2, = |[Vo2(|Vw| + |Vo])P~2dz
(w,p) Q
3 Resultate der Approximation durch Quasi-Norm
Definition 3.1. Firz,y > 0,1 < p < oo,

Glz.y) v}2(z+y)P? wennx +y >0
T,y) =
Y 0 wenh X =y =0

(2.1)

Lemma 3.2. Q C R?, nicht leer, konvex, beschrinkt und 0N lipschitz. Seil < p < oo, f €
(HYP(Q))* mit R N ker(f) =0, wobei R der Raum aller auf Q konstanten Funktionen.
Dann existiert eine Konstante ¢ = c(f,p, Q) sodass fiir alle a € R>o und v € H'P(Q)

/G Jo))de < e1G(a, | f(x —|—01/G ,|v))d



Definition 3.3 (Interpolation auf V}, o). Sei D die Menge der Knoten, A die Menge der
inneren Knoten und ¢, nodale Basisfunktion von z in V}, o, setze w, = {z € Q : ¢, (z) > 0},

b= Zmit g =3 o,

7!1 z€EA
Dann definiere fiir alle v € Hé P die Interpolation durch
vdx
™ = Z V0, € Vh,Oa Uy, = fgwiz
zEA f QP2

Lemma 3.4. Fir 1<p<oo n,de N ezistiert co = c¢(p,d,n), sodass fir alle ay,...a, € R
gilt:
n j—1

ZZG laj|, |a; — agl) <CQZ mm G (lam], lai+1 — ar])

J=1k=1

Lemma 3.5. Sei m wie in Definition (3.3), 1 < p < 00, up € Vi, v € Ho’p(Q),K cTy.
Sei T, ={K € T)|K C w,} und Ue, = U{OK|K € T,}. Dann gilt:

/G(|Vuh|,|v—7rv|/hK)da:+/KG(|Vuh|,]V(v—wv)de
< 3 ([ 6vulvebds+ i [ GOVulrl.| D). s
zEANK Uez

Lemma 3.6. Fird >0, 1 < p,p’ < oo, up € Vy, v € Hé’p(Q) und f € HYP' (Q)gilt:

/(U—m;)d:n<05/ G(|Vunl, [Vo|)dz + C(6 Z/ (IVunP~2 + W2V £)7 204V £ 2da
f

z€EA

+C’62 mln G(|Vun|k|, [Onus),)ds

zEA Ue

4 Quasi-Norm Fehlerschatzer

Definition 4.1 (gradient recovery). Fiir v, € V}, ist die gradient recovery Gy, definiert
durch

Gpop = Z Grop(2)p, mit Gpop(z Z a] Vvh)K]
zeD Jj=1
Wobei ‘7; Kl = W, und 0 < od < mit ZJ; al =1.
7=1 z j=1%z

Satz 4.2 (Robustheit). Seien u und up Lésungen von (WP) und (W Py,). Sei 1 < p,p’ <
0o mit 1/p+1/p’=1 und f € H'?'(Q)

[ — un[fyy < C° + )

wobet Z/ (|IVup| + [Vup, — Grup|)P~2|Vuy, — Grup|?dz
KeTy,
Z/ (VP! + W2 |V F)P =20k |V f PPd
KeT,

Satz 4.3 (Effizienz). Seien u und up Losungen von (WP) und (W Py). Dann gilt:

. . ok
7Sl +er) miter= il o= okl

n wie in Satz (4.2), ViF = {vF € CHQ)|VK € Ty, vf|k € Py}



