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1 Einleitung

(P) − div(|∇uh|p−2∇u) = f in Ω
u = f auf ∂Ω

(WP) Suche u ∈ H1,p
0 (Ω) sodass a(u, v) = (f, v) für alle v ∈ H1,p

0 (Ω)

mit a(u, v) =
∫

Ω
|∇u|p−2∇u∇vdx

2 Vorbereitungen
Lemma 2.1. Sei K ∈ Th und v ∈ Pk. Dann gilt:

hK

∫
∂K

(|∇uh|+ |v|)p−2|∇v|2dx ≤ C
∫
K

(|∇uh|+ |v|)p−2|∇v|2dx

Lemma 2.2. Für alle a, ξ, η ≥ 0, θ > 0, gilt dass

(a+ ξ)p−2ξη ≤ θ−γ(a+ ξ)p−2ξ2 + θ(a+ η)p−2η2 (2.1)

wobei

γ =
{

1 wenn 1 < p ≤ 2, θ ∈ [1,∞) oder 2 < p <∞, θ ∈ (0, 1)
1
p−1 wenn 1 < p ≤ 2, θ ∈ (0, 1) oder 2 < p <∞, θ ∈ [0,∞)

Für alle a, ξ, η ∈ Rn und δ > 0 gilt:

ξη ≤ δ−β(a+ ξ)p′−2ξ2 + δ(a+ η)p−2η2 (2.2)
Für alle ξ, η ∈ Rn gilt:

(a+ |ξ + η|)p−2|ξ + η|2 ≤ (a+ |ξ|)p−2|ξ|2 + (a+ |η|)p−2|η|2 (2.3)

Definition 2.3 (Quasi-Norm). v,w ∈ H1,p
0 (Ω)

|v|2(w,p) :=
∫

Ω
|∇v|2(|∇w|+ |∇v|)p−2dx

3 Resultate der Approximation durch Quasi-Norm
Definition 3.1. Fürx, y ≥ 0 , 1 < p <∞,

G(x, y) :=
{
y2(x+ y)p−2 wenn x + y > 0
0 wenn x = y = 0

Lemma 3.2. Ω ⊂ R2, nicht leer, konvex, beschränkt und ∂Ω lipschitz. Sei1 < p <∞, f ∈
(H1,p(Ω))∗ mit R ∩ ker(f) =0, wobei R der Raum aller auf Ω konstanten Funktionen.
Dann existiert eine Konstante c1 = c(f, p,Ω) sodass für alle a ∈ R≥0 und v ∈ H1,p(Ω)∫

Ω
G(a, |v|)dx ≤ c1G(a, |f(x)|) + c1

∫
Ω
G(a, |v|)dx



Definition 3.3 (Interpolation auf Vh,0). Sei D die Menge der Knoten, Λ die Menge der
inneren Knoten und ϕz nodale Basisfunktion von z in Vh,0, setze ωz = {x ∈ Ω : ϕz(x) > 0},

ψz = ϕz
ψ

mit ψ =
∑
z∈Λ

ϕz

Dann definiere für alle v ∈ H1,p
0 die Interpolation durch

πv =
∑
z∈Λ

vzϕz ∈ Vh,0, vz =
∫

Ω ψzvdx∫
Ω ϕz

.

Lemma 3.4. Für 1<p<∞ n,d∈ N existiert c2 = c(p, d, n), sodass für alle a1, ...an ∈ R
gilt:

n∑
j=1

j−1∑
k=1

G(|aj | , |aj − ak|) ≤ c2

n−1∑
l=1

min
m=1,..,n

G(|am|, |al+1 − al|)

Lemma 3.5. Sei π wie in Definition (3.3), 1 < p < ∞, uh ∈ Vh, v ∈ H1,p
0 (Ω),K ∈ Th.

Sei Tz = {K ∈ Th|K ⊂ ω̄z} und
⋃
εz =

⋃
{∂K|K ∈ Tz}. Dann gilt:

∫
K
G(|∇uh|, |v − πv|/hK)dx+

∫
K
G(|∇uh|, |∇(v − πv)|)dx

≤
∑

z∈Λ∩K

(∫
ωz

G(|∇uh|, |∇v|)dx+ min
T∈Tz

∫
∪εz

G(|∇uh|T |, | [∂nuh]ε |)ds
)

Lemma 3.6. Für δ > 0, 1 < p,p’ < ∞, uh ∈ Vh, v ∈ H1,p
0 (Ω) und f ∈ H1,p′(Ω)gilt:

∫
f
(v − πv)dx ≤ Cδ

∫
Ω
G(|∇uh|, |∇v|)dx+ C(δ)

∑
z∈Λ

∫
ωz

(|∇uh|p−2 + h2
z|∇f |)p

′−2h4
z|∇f |2dx

+ Cδ
∑
z∈Λ

min
K∈Tz

∫
∪εz

G(|∇uh|K |, [∂nuh]ε)ds

4 Quasi-Norm Fehlerschätzer
Definition 4.1 (gradient recovery). Für vh ∈ Vh ist die gradient recovery Ghvh definiert
durch

Ghvh =
∑
z∈D

Ghvh(z)ϕz mit Ghvh(z) =
Jz∑
j=1

αjz(∇vh)
Kj

z

Wobei
⋃Jz
j=1 K̄

j
z = ω̄z und 0 ≤ αjz ≤ mit

∑Jz
j=1 α

j
z = 1.

Satz 4.2 (Robustheit). Seien u und uh Lösungen von (WP) und (WPh). Sei 1 < p,p’ <
∞ mit 1/p+1/p’=1 und f ∈ H1,p′(Ω)

|u− uh|2(p) ≤ C(η2 + ε2)

wobei η2 =
∑
K∈Th

∫
K

(|∇uh|+ |∇uh −Ghuh|)p−2|∇uh −Ghuh|2dx

ε2 =
∑
K∈Th

∫
K

(|∇uh|p−1 + h2
K |∇f |)p

′−2h4
K |∇f |2dx

Satz 4.3 (Effizienz). Seien u und uh Lösungen von (WP) und (WPh). Dann gilt:

η ≤ C(|u− uh|(p) + ε1) mit ε1 = inf
vk

h
∈V k

h

|u− vkh|(p),

η wie in Satz (4.2), V k
h = {vkh ∈ C1(Ω)|∀K ∈ Th, vkh|K ∈ Pk}


