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Das Ziel dieser Seminararbeit ist, einen Algorithmus zur Verfeinerung von unstrukturier-
ten Tetraedergittern zu konstruieren, der sowohl konsistente als auch stabile Triangulie-
rungen liefert, auch wenn diese moglicherweise nicht uniform sind. Hierzu wird zu erst
die Ideen des Verfahrens an 2D-Simplices entwickelt, anschlieBend werden (lokale) Ver-
feinerungen fiir ein 3D-Simplex vorgestellt, d.h. Verfeinerung eines einzelnen Tetraeders.
Als letztes wird daraus ein (globaler) Algorithmus abgeleitet, um ein gegebenes Tetra-
edergitter zu verfeinern. Der Einsatz des Verfahrens fiir adaptive Methoden liegt auf der
Hand. Auf diesen Aspekt wird jedoch nicht tiefer eingegangen. Fiir den hier vorgestellten
Algorithmus ist es vollkommen ausreichend zu wissen, dass eine Verfeinerung ausgefiihrt
werden sollte, wenn der lokale Fehler eine gewisse Schranke iiberschreitet. Der zentrale
Punkt dieser Abhandlung ist die Erarbeitung eines sinnvollen Algorithmus und dessen
Eigenschaften (Konsistenz und Stabilitiat der erzeugten Triangulierungen, Laufzeit). Aus
diesem Grund sind Vorkenntnisse aus den Bereichen Lineare Algebra und numerische
Mathematik sowie der Umgang mit Algorithmen nicht nur empfehlenswert, sondern vor-
ausgesetzt. Diese Seminararbeit basiert grofitenteils auf (1). Als Ergénzungen wurden (2),
(3) und (4) sowie das Skript (5) zur Vorlesung Scientific Computing 1 (2016/17) von Pro-
fessor Rumpf verwendet.

Hinweise auf Tippfehler und Korrekturen bitte an s6toklas(at)uni-bonn.de.
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1. Grundlagen

In diesem Kapitel werden wir einige grundlegende Definitionen kennenlernen, die fiir das
weitere Vorgehen fundamental sind. Sei €2 im folgenden stets ein Polygon- bzw. Polyeder-
Gebiet also insbesondere Teilmenge des R? bzw. R3.

Definition 1.1. Wir nennen eine Triangulierung
T ={T;|i=1,..,n},

wobei die T; entweder 2D oder 3D Simplices sind (d.h. Dreiecke oder Tetraeder) konform,
falls folgende Eigenschaften gelten:

(1> UTeﬁ T=0Q.

(2) Besteht der Schnitt 7; NT; fir T;,7; € Ty aus nur einem Punkt, so ist dieser Punkt
ein Eckpunkt von T; und T}.

(3) Besteht der Schnitt T; N1} T;,7; € T mit ¢ # j aus mehr als einem Punkt, so
ist 7; N T; ein Untersimplex von 7; und 7j, d.h. eine Kante (2D,3D) bzw. eine
Seitenflache (3D).

Wir schreiben 7, falls jedes Element in T einen Durchmesser von héchstens 2h besitzt,

dabei ist h durch '

Ly,

h:= max max ‘
. max .

)
x.
i=1,...,nk,j J

definiert. Eine Familie von Triangulierungen {7} heifit uniform, falls es eine Zahl x > 0
gibt, so dass jedes Element T" aus 7}, einen Kreis mit Radius p > % enthalt.



Definition 1.2 (C1). Wir sagen eine Folge (7,,)men, von Triangulierungen erfiillt die
Verschachtelungseigenschaft, falls fir alle T € T mit & > 0 genau ein T” € T;_; existiert,
so dass T' C T" und jeder Eckpunkt von T ist entweder Eckpunkt von 7" oder Mittelpunkt
einer Kante von T”. Wir nennen 17" Vater von T und T' Sohn von T".

Abbildung 1.1: Verschachtelungseigenschaft verletzt

Definition 1.3 (C2). Eine Folge (7,,)men, von Triangulierungen heiit konsistent, falls
fir alle k£ der Schnitt T; NTj fir alle T;,T; € T, entweder leer ist, eine gemeinsame Ecke,
eine gemeinsame Kante oder eine gemeinsame Flache enthalt.

Abbildung 1.2: nicht konsistent

Definition 1.4 (C3). Wir nennen eine Folge (7, )men, von Triangulierungen stabil, falls

fiir jedes k
WT)
oNT) = ——=
)= 207)
fir alle T' € Ty, einheitlich beschrénkt ist. Hierbei ist h(7T) die Lénge der langsten Seite
des Dreiecks T und p(T') der Radius des Innenkreises.

Wir nehmen nun an, dass fiir € eine Initialtriangulierung 7y gegeben ist. Unser Ziel
ist, eine Folge von Triangulierungen (7,,)men, zu konstruieren, so dass fir diese Folge



die Verschachtelungseigenschaft (C1), Konsistenz (C2) und Stabilitédt (C3) erfiillt sind.
Adaptivitdt, Konsistenz und Stabilitat sind weitestgehend nicht kompatibel.

Unser erstes Ziel ist die Angaben einer Strategie mit der sich ein einzelner Tetraeder in
acht volumengleiche Tetraeder aufteilen lasst, so dass fiir ein initiales Element T eine
stabile und konsistente Triangulierung von 7" ausgehend besteht.

Definition 1.5. Eine Verfeinerungsprozedur, die stabile und konsistente Triangulierungen
liefert, nennen wir requldr.



2. Verfeinerung von 2D-Simplices

Beispiel die Rot-Griin-Verfeinerung (RGR): Die Abbildung (2.1) zeigt die Griin- Verfeinerung

Abbildung 2.1: Griin-Verfeinerung

(GR), diese ist eine irregulére Verfeinerung eines Dreiecks (sie ist fiir ein einzelnes Dreieck
im Allgemeinen nicht stabil). Hierzu wird der Mittelpunkt einer Kante bestimmt und mit
dem gegeniiberliegenden Eckpunkt durch eine Strecke verbunden. Die blaue Kante heift
refinement edge (r.e.), den Eckpunkt gegeniiber der r.e. nennen wir peak. Eine regulire
Verfeinerung ist die sogenannte Rot-Verfeinerung, hierbei werden die Mittelpunkte der
beiden benachbarten Kanten verbunden, wie in Abbildung (2.2) illustriert. Das Problem

Abbildung 2.2: Rot-Verfeinerung

ist nun, wie wir im folgenden Bild sehen, dass wenn wir ein Dreieck 77, jedoch nicht die
Nachbardreiecke Ty, T3 und/oder T} verfeinern, so entstehen hdingende Knoten. Hingende
Knoten sind die Mittelpunkte, die Eckpunkt eines Sohnes 77 von T3, die nicht Eckpunkt
eines Sohns eines Nachbardreiecks sind. Der Knoten wird von dem Nachbardreieck nicht



Lgestiitzt, sie  hadngen “gewissermafien auf der Kante.

T

e

i

Abbildung 2.3: Hangender Knoten (gelb)

Hierfiir gibt es eine Ausweg:

e Dreiecke die eine gemeinsame Verfeinerungskante haben werden beide zur selben
Zeit, verfeinert.

e Ein Dreieck dessen Verfeinerungskante auf dem Rand liegt wird verfeinert.

Hierzu folgendes Beispiel:

Verfeinere Dreieck griin
Problem: hangender Knoten

Abbildung 2.4: Verfeinerung mit hingendem Knoten

Mit obiger Uberlegung erhalten wir folgende Lsung:



Verfeinere Dreieck griin

Abbildung 2.5: Verfeinerung ohne héngendem Knoten

Fiir eine globale Verfeinerung merken wir uns:

(C4) Irreguldre Simplices werden nie verfeinert, d.h. Simplices die aus einer irreguliren
Verfeinerung entstanden sind.

(Ch) Ist T € Tp U Tguq, dann ist T € 7T, fur alle [ > k. Wird ein Simplex nicht von 7y
nach T, verfeinert, so wird es nie mehr verfeinert.

Hierbei verhindert (C4), dass irregulire Verfeinerungen die Stabilitét der reguléren Verfei-
nerungen zerstoren. (C5) sorgt dafiir, dass sich die Folge von Triangulierungen eindeutig
aus der Angabe der Initialtriangulierung 7o und einer weiteren Triangulierung 7 rekon-
struieren lasst. Wir wollen jedoch nicht nur Verfeinerungen zulassen, sondern auch Ver-
groberungen. So wird zu einer Folge 7y, ..., Ty eine Folge 7, ..., T ausgegeben mit 7y = T
aber [ € {k,k+ 1}.



3. Reguliare Verfeinerung eines
Tetraeders

Im folgenden sei T' stets ein Tetraeder. Unser Ziel ist es nun, 7" in acht volumengleiche
Subtetraeder 171, ..., Ty zu zerlegen. Dazu sei ein Tetraeder durch seine vier Eckpunkte

identifiziert. Also
T - [:E()v X1, T, 1'3]7

wobei [z, ..., z3] ein geordnetes 4-Tupel.

]

2

I

Abbildung 3.1: Der Tetraeder T' = [z, x1, T2, T3]
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Fir 0 <i,j <3, i # j, notieren wir den Mittelpunkt der Kante [z;, z;] durch

1
zij = 5 (i + ).

Abbildung 3.2: Aufteilung des Tetraeders T' = [xg, 1, T2, 23]

Abbildung (3.2) setzt sich aus vier volumengleichen Tetraeder in den Ecken und einem
Oktaeder zusammen. Dieser Oktaeder lasst sich wie folgt in vier volumengleiche Tetraeder
zerlegen.

Abbildung 3.3: Innerer Oktaeder (links), rechts Tetraeder (ein Viertel des Oktaeders)

Das hier beispielhaft beschriebene Vorgehen lésst sich wie folgt in einem Algorithmus
prézisieren. Diesen geben wir in Pseudocode an.
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Algorithmus 3.1 (regular refinement algorithm). Im Folgenden abgekiirzt mit RRA.

Input: Ein Tetraeder T = [z, 1, T2, T3].
Output: Eine Zerlegung von 7' in acht volumengleiche Subtetraeder 17, ..., Tk.

RegularRefinement (7')

//divide (T) into subtetrahedra T; with 1<i<8 given by

Ty := [x0, Zo1, To2, Zo3) ; Ts := [To1, To2, Tos, T13] ;
Ty := [xo1, 71, %12, 213]; T6 := [To1, To2, T12, T13] ;
Ty := [xo2, T12, T2, T23] ; T7 := [To2, %03, T13, T23] ;
Ty := [x03, T13, T23, 3] ; T3 := [To3, T12, T13, T23];

Definition 3.2. Zwei Tetraeder T}, T heien kongruent, falls ein ¢ # 0, ein Vektor x € R3
und eine orthogonale Matrix @) € R3*? existiert, so dass

Ty =x+cQTy = {x+ cQx' | X' € Ty}

D.h. T} lasst sich durch Rotationen, Translationen und Skalierungen in 75 tiberfithren und
umgekehrt.

Offensichtlich stellt diese Kongruenz eine Aquivalenzrelation dar. Somit lassen sich alle
Tetraeder in Aquivalenzklassen einteilen. Insbesondere lasst sich jedes durch RRA erzeugt
Element einer von héchstens drei Aquivalenzklassen zuordnen. Dies sehen wir schon an
obigen Bildern 71, ...74 (die Tetraeder in den Ecken) sind alle gleich bis auf Position . Fir
die vier Tetraeder, die in dem Oktaeder enthalten sind, gilt, dass je zwei gegentiberliegende
Tetraeder bis auf Rotation gleich sind. Also ergeben sich drei Aquivalenzklassen. Wir
wollen nun RRA néher untersuchen.

Theorem 3.3 (Stabilitdt und Konsistenz). Fir jeden (initialen) Tetraeder T' liefern re-
kursive Ausfiihrungen von RRA konsistente und stabile Triangulierungen von T.

Beweis. Fiir den Beweis betrachten wir zuerst Triangulierungen auf dem Einheitswiirfel
C = [0,1]3. Mittels affiner Transformation werden wir die gewonnenen Resultate auf einen
nicht-degenerierten Tetraeder tibertragen.

Zunéchst zerteilen wir den Einheitswiirfel C' in sechs Tetraeder, die sich durch Permuta-
tionen ihrer Koordinaten in einander iiberfiithren lassen.

(11

(0,00)
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Fiir alle 7 € S, ist T, = [2, z}, 22, 23] definiert als die abgeschlossene konvexe Hiille von
den Eckpunkten , , ,
x) = (0,00, xh=xi " +e) fiiri=123, (3:1)

wobei ¢/ den j-ten Standardeinheitsvektor im R?® darstellt. Diese Definition gibt uns fol-
gende Darstellung an die Hand:

T. = {X eC|0< Ta@3) S Tre) S Try <1, mE 83} (3.2)

Sei To = {T | 7 € S3} eine Triangulierung von C. Fir «m # 7’ ist der Schnitt T, N Ty
ein gemeinsamer Subsimplex von 7, und 7T, und somit 7y konsistent. Obiges Bild zeigt
diese Zerlegung von C' in sechs Tetraeder, diese Triangulierung wird Kuhn- Triangulierung
genannt. Eine andere Triangulierung 7; von C' definieren wir folgendermafien:

B sei kanonische Zerlegung von C' in acht Wiirfel der Kantenldnge % Hierbei wollen wir
jeden Wiirfel Cx € B durch seine dem Ursprung am néchsten gelegene Ecke identifizieren.

Also
B— {Cx |x € {0, ;}3} (3.3)

1 1 113
Cx ::x+§C:: {x—l—Qx’\X’EC} fﬁrxe{0,2} ) (3.4)

wobel

Die Kuhn-Triangulierung von einem Subwiirfel Cx ist durch die Tetraeder T » 1= x+ %TW,
m € 83, gegeben. Somit ist

3
T = {Tx’7r | x € {O, ;} ,TE 83} (3.5)

eine Triangulierung von C. Aus der Konsistenz von Ty und dem Fakt, dass die Kuhn-
Triangulierung benachbarter Subwiirfel Cy, Cyx eine eindeutige 2D-Triangulierung einer
gemeinsamen Fléache liefert, folgt die Konsistenz von 7;.

Wir wollen nun zeigen, dass 7; im Sinne von (C1) eine Verfeinerung von 7, ist. Fiir ein

3
beliebiges x € {0, %} und 7 € S3, suchen wir eine Permutation 7* = 7*(x, ), so dass
Txr C Tr«. Sei daher 0 < k < 3 die Anzahl der Koordinateneintrége z; in x, fiir die
T, = % gilt. Es folgt, dass es k eindeutig bestimmte Indizes iy, ..., i € {1,2,3} gibt, sodass

. . 1
1<y << <3, und 2y = oo = Triy) = 3 (3.6)

wobei die verbleibenden 3 — k Indizes i1, ..., i3 € {1, 2,3} so angeordnet werden kénnen,
dass

1< T < ... <13 < 3, und Tr( = .. = Tn(iz) = 0 (37)

gilt. Im folgenden wollen wir die Félle £ = 0 und k£ = 3 aufler Acht lassen, da fiir sie
die folgenden Ungleichungen keinen Sinn machen. Wir definieren 7 durch 7*(j) = 7 (i;),
1 < j < 3. Aus den rechten Seiten von 3.6 und 3.7 erhalten wir:

iht1)

fljﬂ*(l) = ... = .’L'ﬂ.*(k) = 5 und xﬂ*(k+1) = ... = $W*(3) — O (38)
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Weiterhin gilt fiir jedes & = (£1,&,&)T € %T,, ,dass 0 < &3y < &) < &y < %
Benutzten wir die linken Seiten von 3.6 und 3.7, so ergibt dies

1
0<&m < ... &) < 3 und 0 < &rez) < o < &) < 5 (3.9)

N —

Mit der Monotonie von 0 < @3y +&x3) < Tr2) +&r2) < Tr1) +&r) < 1 folgt aus 3.8, 3.9
und 3.2, dass Tx . C Tr«. Nach Konstruktion ist jeder Eckpunkt von T . ein Eckpunkt
oder ein Kantenmittelpunkt von T+ und somit ist 7; eine Verfeinerung von 7y im Sinne
von (C1).

Bisher haben wir die Existenz einer Verfeinerungsmethode fiir die Elemente der Kuhn-
Triangulierung 7y von C' gezeigt. Diese Methode erzeugt die selbe Triangulierung 77, die
wir durch Zerlegung von C' in acht Subwiirfel Cx € B und eine anschlieende weitere
Kuhn-Triangulierung erhalten. Folgendes Bild zeigt diese beiden dquivalenten Wege.

7
™~

AN
/'

Abbildung 3.4: Zwei Wege, um einen Wiirfel zu triangulieren

Wir miissen nun noch zeigen, dass 7; genau die Triangulierung ist, die durch Anwendung
von RRA auf alle Elemente T, € 7, erzeugt wird. Seien die Knoten wie in 3.1 nummeriert.
Betrachten wir zuerst das Referenzelement Ty := Triq) = T{12,3) mit den Eckpunkten
(0,0,0),(1,0,0)T, (1,1,0)" und (1,1,1)”. Benutzen wir nun RRA, um Tj zu verfeinern.
Hierbei lassen sich die Séhne T ;, 1 <14 < 8 durch

1 113
7})71':Xi—i—gjﬂ’m7 X; € {0,2} s 7T683, 1§’L§8 (310)
darstellen. Die Anordnung der 7}, entspreche der in RRA beschriebenen, dann sind die

Startknoten x; und Permutationen m;, 1 <7 < 8, gegeben durch

1 T
X1:(Oa070)Ta X2:X5:X6:(27070> )
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o _(1 1 0>T _(1 1 1>T (3.11)
X3 = X7 = Xg = 979 ) X4 = 97979 .

und
T = Tg = T3 = Ty = Tid

T =(2,3,1), m=(213), m=(3,12), m=(132). (3.12)

Achtung (a,b,c) ist keine Zykelschreibweise. Darstellung 3.10 impliziert Tp,; € 7Ty fur
1 <@ <8. Fiir i # j zeigen 3.11 und 3.12, dass entweder x; # x; oder m; # 7; gilt. Somit
korrespondieren Tp; und Tg; zu zwei verschiedenen Elementen Ty, ., Tx, », € Ty, welche
ein paarweise disjunktes Inneres haben. Weiterhin liefert uns 3.10, dass die Volumina
aller S6hne aufsummiert das Gesamtvolumen von Tj ergeben. Somit erhalten wir aus der
Konvexitat von Tp, dass die erzeugte Verfeinerung von Ty mit der durch 7; induzierten
iibereinstimmt.

Um dieses Resultat fiir alle Elemente in 7y zu erhalten, assoziieren wir jedes m € Sj
mit seiner Permutationsmatrix P, := (5i’7r(j))ij— . Somit erhalten wir T, = P, Ty und

insbesondere fiir die Eckpunkte

x! = Px! 0<j<3.

Tid’

Die Anwendung von RRA auf 7% liefert 15, = P;Tp,; fir 1 <1 < 8. Fir m; € S; ist die zu
7 o m; gehorende Permutationsmatrix gegeben durch Pror, = PrPy,. Somit ist durch

Tri = PTb; = Prx; + ;Tﬂom (3.13)
eine analoge Aussage zu 3.10 gegeben. Nun impliziert P,x; € O,% 3, dass Ty, € T; fur
alle 1 < i < 8 ,m € 8. Mit vorheriger Argumentation folgt sofort, dass die erzeugte
Verfeinerung von 7, mit einer durch 7; induzierten tbereinstimmt. Wenn diese Aussage
fir alle 7 € 83, dann ist 77 die durch RRA generierte Verfeinerung von 7y. Nun miissen
wir noch verifizieren, dass die Nummerierung der Knoten von 7 ; in RRA mit der durch
T+, korrespondiert,d.h. die j-te Ecke von T} ; ist durch x; + %xﬁr gegeben. Diese Eigenschaft
bleibt unter Permutation invariant und somit ist diese giiltig fiir jedes Element in 7. Wird
nun RRA rekursiv auf die Elemente 7; angewendet, so folgt induktiv, dass die erzeugten
Trinagulierungen 7, k > 0, von C' durch

Te = {Txm =x+27", | x € {o, 1-27% (2" —1). 2*’“}3, T € 83} (3.14)

gegeben ist. Das gleiche Resultat erhalten wir, wenn wir zuerst C' in 8" Subwiirfel mit
Kantenlinge 2 *aufteilen, welche dann mit der Kuhn-Triangulierung verfeinert werden.

Um den Beweis abzuschliefen miissen wir die Resultat fiir den Einheitswiirfel auf einen
nicht-degenerierten Tetraeder iibertragen. Sei nun 7" = [x°, x!, x?, x3| ein nicht-degenerierter
Tetraeder und sei F': Ty — T eine affine Transformation, die Ty bijektiv auf 7" abbildet
und insbesondere X{rid — x’ fiir 0 < j < 3. F bildet alle Eckpunkte und Kantenmit-
telpunkte von Ty auf die Eckpunkte und Kantenmittelpunkte von 7' ab. Daher liefert

rekursive Anwendung von RRA auf T Triangulierungen

T(T) = {F(T)| T € Ti(C), T C Ty}, k=>0. (3.15)
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Die Konsistenz von 75 (C) impliziert die Konsistenz von Ti(T) fiir alle k > 0. Weiterhin
kann jedes T € Ti(C) jedes Levels k > 0 durch

T=%+2"

mit geeignetem X € R3, 2 € S3 dargestellt werden. Die Stabilitéit folgt nun aus der
Tatsache, dass sich die Tetraeder immer in einer von hochstens drei Aquivalenzklassen
befinden. O]



4. Irreguliare Verfeinerung eines
Tetraeders

Analog zur Grin-Verfeinerung nenne wir das hier vorgestellte Vorgehen ,green clos-
ure (GC). In 2D gibt es offensichtlich 23 = 8 Muster ein einzelnes Dreieck zu verfeinern,
je nachdem ob keine, eine, zwei oder alle Kanten des Dreiecks unterteilt wurden.

(1) Keine Kante wurde unterteilt, so wird keine Verfeinerung durchgefiihrt.
(2) Alle Kanten wurden unterteilt, dann wird Rot-Verfeinerung ausgefiihrt.

(3) Eine Kante wurde unterteilt, so gibt es folgende Verfeinerungen:

N AN AN

Abbildung 4.1: Drei verschiedene Griin-Verfeinerungsmuster

(4) Zwei Kanten wurden unterteilt, so gibt es folgende Verfeinerungen(manchmal Blau-
Verfeinerung genannt):

N AN N

Abbildung 4.2: Drei verschiedenen Blau-Verfeinerungsmuster

Fiir den 3D Fall ergeben sich analog insgesamt 25 = 64 Muster. Lassen wir nun das volle
Muster (alle Kanten sind verfeinert wurden) und das leere Muster aus (kein Nachbarsim-
plex wurde verfeinert und es gibt keine verfeinerte Kante), so bleiben 62 Moglichkeiten, je
nachdem, wie viele gemeinsame verfeinerte Kanten es mit einem Nachbarsimplex gibt bzw.
wie ein Nachbarsimplex verfeinert wurde (welche Kanten wurden durch welches Muster
verfeinert). Alle 62 Muster aufzuzahlen wiirde den Umfang dieser Arbeit iibersteigen und
wére nicht weiter zielfithrend. Aus Griinden der Symmetrie lassen sich diese 62 Muster in
9 Typen einteilen. Von diesen 9 Typen werden wir 4 fiir unsere Zwecke als zentrale Typen
behandeln. Diese vier sind in folgendem Bild dargestellt.

17
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Abbildung 4.3: Vier irreguldre Verfeinerungtypen fir GC in 3D

Wir verwenden

(1) Typ 1, falls ein benachbarter Simplex reguldr verfeinert wurde, aber keine andere
Kante unterteilt wurde,

(2) Typ 2, falls eine gemeinsame Kante refinement edge ist,

(3) Typ 3 und 4, falls zwei Kanten an einer gemeinsamen Fliache oder zwei gegentiberliegende
Kanten unterteilt wurden.

Somit bleibt noch der Fall, dass drei oder mehr Kanten unterteilt wurden, die nicht zu
einer gemeinsamen Seitenfliche gehdren. Dies fiihrt uns zu einer weiteren Bedingung, die
wir uns fiir den globalen Algorithmus merken wollen.

(C6) Falls drei oder mehr Kanten von 7" unterteilt wurden, die nicht zu einer gemeinsamen
Seitenflache gehoren, wird T' regular verfeinert.



5. Globale Verfeinerung

Wir wollen nun die lokalen Strategien so kombinieren, dass wir eine stabile Folge kon-
sistenter Triangulierungen erhalten. Als erstes werden wir im Algorithmus verwendete
sprachliche Begriffe erklédren und eine abstrakte Datenstruktur einfithren, die uns das
Speichern aller wichtigen Informationen erlaubt. Wie diese dann konkret implementiert
wird héngt natiirlich von der verwendeten Programmiersprache und dem Verwendungs-
zweck ab. Dies soll jedoch nicht Gegenstand dieser Arbeit sein.

Die zentralen Objekte in unserem Algorithmus sind Elemente (einzelne Tetraeder), Kno-
ten (Eck- und Kantenmittelpunkte), sowie Kanten. Diese sind in folgender Weise auf
einem Gitter G vom Level k =0, ..., kjqe verteilt:

(1) Gy enthélt alle Elemente, Knoten und Kanten der Triangulierung 7.

(2) Gy, k > 0, enthélt alle Elemente, Knoten und Kanten von 7, welche nicht schon in
Ti—1 in gleicher Weise enthalten sind, einschliefllich der Kanten und Ecken. Zu den
Objekten in Gj sagen wir, dass sie von Level k sind.

(3) (Cb) impliziert, dass Elemente von Level k entsprechende Elemente von Level &+ 1
enthalten.

Definition 5.1. Fiir jeden Level-k-Knoten N gibt es mindestens ein verfeinertes Level-
k-Element. Es gibt einen nachfolgenden Knoten N’ mit gleichen Koordinaten aber vom
Level k+1, dieser heifit analog zu Triangulierungen Sohn von N. Zwei Knoten von Level k
heiflen Nachbarn, falls sie Eckpunkte einer gemeinsamen Level-k-Kante sind. Wir sagen,
dass zwei Elemente von Level k Nachbarn sind, falls sie eine gemeinsame Seitenfliche

haben.

Im folgenden nehmen wir an, dass wir auf Knoten, Kanten, Nachbarn und Séhne der
Tetraeder zugreifen konnen. Wir merken uns, dass die Anzahl der Kanten, die von einem
Knoten ausgehen nicht a priori beschrankt ist, sondern nur aus Stabilitdtsgriinden eine
obere Schranke nicht iiberschreitet.

Mit obigen Uberlegungen lasst sich folgende Datenstruktur angeben:
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Reference list:
e Element stores Nodes (4), Edges (6), Sons (< 8) and Neighbors (< 4).
e Edge stores Endnodes (2), Midnode (< 1).
e Node stores Edges (00), Son (< 1).

Definition 5.2. Ein nicht verfeinertes Element aus Gy, k > 0, nennen wir Blatt-Element
oder einfach Blatt.

Wir sagen zu Elemente T":

T is refined regularaly T wurde durch RRA verfeinert
T is refined irregularly T wurde irregulér verfeinert
T is unrefined T wurde nicht verfeinert
T is marked for refinement by rule R | verfeinere T nach Regel aus Kapitel 3 oder 4
T is marked for regular refinement T ist regulédr zu verfeinern
T is marked for irregular refinement T ist irregulér zu verfeinern
T is marked for no refinement T ist nicht zu verfeinern
T is marked for coarsening T ist zu vergrobern, also wird T entfernt
T is marked according to refinement | Markierung und Status von 7' stimmen tiberein

Stimmen alle Markierungen mit den Zustédnden tiberein, so soll der Algorithmus
terminieren. In gleicher Weise werden wir sagen ,,E is marked for refinement by 7" “, falls
eine Kante F fiir eine Unterteilung markiert wurde, wenn entsprechendes Tetraeder T’
fiir Verfeinerung vorgemerkt ist. Zu einer Kante F soll es moglich sein, ohne die
benachbarten Elemente zu iiberpriifen, ob E fiir eine Verfeinerung vorgemerkt ist oder
nicht. Dies geschieht iiber einen Counter N(F), der immer dann upgedatet wird, wenn
sich die Markierung eines benachbarten Elements éndert.

Nun wenden wir uns dem Algorithmus zu.

Algorithmus 5.3 (global refinement algorithm). Im folgenden GRA abgekiirzt.

Input: Eine Folge von Gittern Gy, ..., Gy,,.., welche wie oben beschrieben zu einer Trian-
gulierung mit Bedingungen (C1),..., (C5) korrespondiert. Jedes Blatt-Element ist entweder
y,marked for regular refinement”, ,marked for no refinement“oder ,marked for coarsening®.
Die Markierungen erfolgen geméafl eine Fehlerabschétzung. Die Markierungen aller ande-
ren Elemente werden auf ,marked according to refinement” gesetzt.

Aktion: Es wird wie folgt vorgegangen:

e Falls Blatt 7' ,marked for regular refinement“ist, fithre RRA(T') aus.

e Falls ein irreguldres Element T'  marked for regular refinement“ist, ersetze es durch
eine regulares T".

e Falls ein irreguléres Element T nicht ,marked for regular refinement“ist, fithre keine
Aktion auf T" aus.

e Regular verfeinertes Elemente T ist ,marked for no refinement“, falls alle S6hne
,marked for coarsening“sind.
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e Fithre GC unter Bedingung (C4) bis (C6) aus.
Output: eine Folge G, ..., Gﬁ%w mit k... >0, Gy = Gound k!, € {kmaz, kmaz £ 1}

max

GlobalRefinement (Gy, ..., Gk
{

for k:= k4. down to 0 do

{

max )

EvaluateMarks (Gy) ;
CloseGrid (Gy) ;

}
for k:=01t0 knae if (Gp#0) then do

if (k>0) then CloseGrid (Gg);
UnrefineGrid (Gg) ;
RefineGrid (Gy) ;

if (Gk’maz = @) then kma.’c = knLa:zc - 17
else if(Gy,.... #0) then k. = kpae +1;

Wir wollen nun die in GRA verwendeten Funktionen angeben und néher erkléren. Evalua-
teMarks berechnet und verandert die Markierungen entsprechend der oben beschriebenen
Vorgehensweise (Aktion) von GRA. Damit C4 gilt werden irregulér verfeinerte Elemen-
te auf ,marked for regular refinement®, falls mindestens ein Sohn eine Kante besitzt, die
,marked for refinement“ist. Dies schliet den Fall mit ein, dass dieser Sohn schon ,marked
for regular refinement®ist.

EvaluateMarks (Gy)

for all elments T € G}, do

{

if (T is refined regularly and all sons of T" are marked for coarsening) then
T is marked for no refinement ;
if (T is refined regularly ) then

if (at least one edge E of a son of T is marked for refinement) then

{

T is marked for regular refinement ;

}

else

{
T is marked for no refinement ;
¥
}
}
}

Ist EvaluateMarks terminiert, so sind alle Markierungen irregulérer Elemente entfernt.
Falls nicht durch ein reguléres Element ersetzt, so wird jede irreguliare Verfeinerung durch
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CloseGrid bestétigt.

CloseGrid (Gy)

let @ be the set of all regular elements T' € G, having at least one edge F
that is marked for refinement but not marked for refinement by 7T';
while (Q #0) do
{
choose an element T € Q) ;
Q:=Q\{T}; // note Q is a set (every element belongs only once to Q)
CloseElement (T) ;

}
}

In der Funktion CloseGrid werden die Elemente ermittelt, die abgeschlossen werden
konnten. Kandidaten dafir sind alle reguldren Elemente T" mit einer Kante, die ,mar-
ked for refinement by T, aber nicht ,by 7" “sind. Somit sind Elemente die ,marked for
regular refinement”keine Kandidaten.

CloseElement (T)

Search for a rule R refining exactly those edges E of T that are marked for refinement ;
if (R is found) then

{
if (R is of type (3) and T” € @ for the critical neighbor 7”7 of T) then

fit R to the mark of T”;

}

T is marked for refinement by R;

}

else

{

for all F of T that are not marked for refinement do
{
Q:=QU{T'#T | E is an edge of T'};
}
T is marked for regular refinement ;
}
}

Fiir eine Element 7' sucht die Funktion CloseElement erst nach einer reguldren oder
irreguldren Verfeinerungsregel R mit einer Unterteilung der Kanten von 7', die genau
die Kanten verwendet die ,marked for refinement”sind. Existiert eine solches R, so ist T’
,marked for refinement by R*. Ist R von Typ 3, so muss T gesondert behandelt werden.
R muss der Markierung des kritischen Nachbarn, der mit 7' die Kante, die ,marked for
refinement“ist, teilt, angepasst werden sofern der Nachbar nicht schon in () ist und fiir
eine Typ-3-Verfeinerung markiert ist. Falls kein geeignetes R gefunden wird, so wird (C6)
angewandt und 7' ist ,,marked for regular refinement“. In diesem Fall sind alle Elemente
an diesen Ecken von T, die nicht schon durch ,marked for refinement“markiert wurden,
neue Kandidaten, die abgeschlossenen werden kénnen, werden zu () hinzugefiigt.

Vorsicht: CloseGrid und CloseElement verdndern nur die Markierungen der Elemente,
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eine Verfeinerung wurde noch nicht durchgefiihrt.

UnrefineGrid (Gy)

{
if(k = kmar) then Gk+l = @7
for all objects O € G+ do

{

O is not marked for reuse;

}

for all refined elements T € G, that are marked according to refinement do

{

all sons of T, their edges and nodes are marked for reuse ;

}

for all objects O € G4 that are not marked for reuse do

{

remove O from Gy ;

}
}

UnrefineGrid entfernt ungenutzte Elemente, Knoten und Kanten des folgenden Levels. Die
verbleibenden Elemente sind ,marked for reuse. Wir nehmen an, dass diese Mar-
kierungen die Verfeinerungsmarkierungen nicht beeinflussen, denn Objekte, die
,marked for reuse“sind, sind alle S6hne von Elementen, die ,marked according to refine-
ment“sind. Zu Anfang wird eine mogliches neues Gitter nachst hoheren Levels initialisiert
und die reuse-Markierungen fir die Level-(k 4 1)-Objekte entfernt.

RefineGrid (Gg)

for all Elements T' € G, that are marked for coarsening do

{

T is marked for no refinement ;

}

for all elements T' € G}, that are not marked according to refinement do
{
refine T according to the rule that 7" is marked for;
for all sons T’ of T do
{
T’ is marked for no refinement ;
Grp1 = Gry1 U{T'};
find existing nodes and edges of 7" in Gy.1;
create missing nodes and edges of T/ and add them to Gy ;
find existing neighbors of 77 in Gy ;

Die Statements in RefineGrid sind weitestgehend selbst erkliarend. Wenn RefineGrid been-
det ist, sind alle Elemente von Level k mit ,marked for according to refinement“markiert.
Nach Theorem 5.5 gelten fiir die erzeugte neues Folge die Bedingungen (C1) bis (C5).

Theorem 5.4 (Laufzeitkomplexitéit). Der Arbeitsaufwand von GRA ist proportional zu
der Anzahl nj,, von Blittern in der erzeugten Folge Gy, ..., G}, .
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Beweis. Sei ny, die Anzahl der Elemente von Level k£ und n = ng + ... +ny,, ., die gesamte
Anzahl von Elementen der eingegebenen Folge. Die Funktionen EvaluateMarks, Unrefine-
Grid und RefineGrid benétigen eine limitierte Anzahl von Operationen fiir jedes Element.
Somit hat der Aufwand dieser Funktionen in Level k die Grofienordnung O(ny). Selbiges
gilt fiir CloseGrid, da jedes Element nur maximal sechsmal zu ) hinzugefiigt werden kann
(fiir jede Kante einmal). Somit liegt die Laufzeitkomplexitat in O(n).

Sei nun n}, die Anzahl von Blattern der eingegebenen Folge. Dann impliziert das geome-
trische Wachstum der Anzahl an Blatt-Elementen mit zunehmender Verfeinerungstiefe,
dass

n < 2n;,

gilt. Die lokale Verfeinerungs- und Vergroberungsregeln liefern

1
gnjn S nZut S 8n;kn

Dies beweist Theorem 5.4. O

Theorem 5.5 (Konsistenz und Stabilitét). Sei Ty eine konsistente initiale Triangulierung
eines Polyeder-Gebietes 2. Dann liefert rekursive Anwendung von GRA eine Folge von
Triangulierungen, die den Bedingungen (C1) bis (C5) geniigt.

Beweis. Aus der Definition der lokalen Verfeinerungsregeln folgt, dass GRA die Bedingung
(C1) erfiillt. (C4) und (C5) sind nach Konstruktion klar. Mit Theorem 3.3 und (C4) folgt
sofort die Stabilitédt von GRA. Somit bleibt noch die Konsistenz (C2) zu zeigen. Um dies zu
zeigen verwenden wir Induktion iiber die Level k. Nach Annahme, dass 7, konsistent ist,
folgt mit 7, = Ty die Konsistenz von 7. Sei nun 7 konsistent fir alle 0 < k& < k! ... Nach
Anwendung von CloseGrid in der ersten for-Schleife sind alle reguldren Elemente in G, fiir
eine konsistente Verfeinerung markiert. In der zweiten for-Schleife operiert CloseGrid auf
reguldren Elementen, die durch RefineGrid erzeugt wurden mit einer Kante ,die marked
for refinement*ist. Wir zeigen nun, dass es ausreicht diese neuen Elemente zu betrachten.
Sei E ein beliebige Kante von Level k, welche ,marked for refinement”ist. Die Konsistenz
von 7T/ impliziert, dass E komplett von Level-k-Elementen umgeben ist. Nach Funktion
EvaluateMarks sind diese reguldr. Somit bleibt die Konsistenz fiir 7;/,, erhalten, sofern
keine weitere Kante durch Anwendung von (C6) in CloseElement verfeinert wurde. Dies
kann aber auch nie der Fall sein, denn nehmen wir an, dass (C6) auf ein gerade regulir
erzeugtes Element T von Level k£ angewandt wird. Dann gibt es mindestens drei Kanten
von 1" die ,marked for refinement“sind, aber nicht zu einer gemeinsamen Seite gehoren.
O.B.d.A. nehmen wir an, dass (C6) das Erste mal in Level k angewendet wird. Daher
existieren die drei Kanten von 7" und sind schon in der ersten for-Schleife  marked for
refinement. Somit hat der Vater von T schon mindestens drei verfeinerte Kanten an
mehr als einer Seite. Somit ist 7" aber schon ein regulér verfeinertes Element. Dies ist ein
Widerspruch zur Annahme, dass 7" ein neues reguldres Element ist. Somit wird (C6) in
der zweiten for-Schleife niemals angewandt und somit gilt Konsistenz. O
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