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Aufgabe 32: a) Berechnen Sie die Matrizenprodukte AB und BA für:

A =

(
1 2
3 −1

)
, B =

(
2 0
1 1

)
.

b) Berechnen Sie die Matrizenprodukte (AB)C und A(BC) für:

i) A =

(
2 1
3 1

)
, B =

(
−1 1

1 0

)
, C =

(
1 4
2 3

)
;

ii) A =

(
2 1 −1
3 1 2

)
, B =

 1 1
2 0
3 −1

 , C =

(
1
3

)
.

Lösung:

a)

AB =

(
1 2
3 −1

)(
2 0
1 1

)
=

(
2 + 2 0 + 2
6− 1 0− 1

)
=

(
4 2
5 −1

)
BA =

(
2 0
1 1

)(
1 2
3 −1

)
=

(
2 + 0 0 + 2
1 + 3 2− 1

)
=

(
2 4
4 1

)
Also: AB 6= BA .

b) i)

AB =

(
2 1
3 1

)(
−1 1
1 0

)
=

(
−1 2
−2 3

)
(AB)C =

(
−1 2
−2 3

)(
1 4
2 3

)
=

(
3 2
4 1

)
BC =

(
−1 1
1 0

)(
1 4
2 3

)
=

(
1 −1
1 4

)
A(BC) =

(
2 1
3 1

)(
1 −1
1 4

)
=

(
3 2
4 1

)
Also: (AB)C = A(BC) !

ii)

AB =

(
2 1 −1
3 1 2

) 1 1
2 0
3 −1

 =

(
1 3
11 1

)

(AB)C =

(
1 3
11 1

)(
1
3

)
=

(
10
14

)

BC =

 1 1
2 0
3 −1

( 1
3

)
=

 4
2
0


A(BC) =

(
2 1 −1
3 1 2

) 4
2
0

 =

(
10
14

)
Also: A(BC) = (AB)C !



Aufgabe 33: a) Wie lautet die Matrixdarstellung der linearen Abbildung

f : R2 → R2 mit f(x1, x2) =

(
x1 + 2x2

x2

)
bezüglich der Standardbasis

{(
1
0

)
,

(
0
1

)}
des R2 (als Basis

von Urbild- und Bildraum)?

b) Zeigen Sie, dass

{(
1
1

)
,

(
−1

1

)}
eine Basis des R2 bildet und

bestimmen Sie die Matrixdarstellung der linearen Abbildung aus
a) bezüglich dieser Basis (als Basis von Urbild- und Bildraum).

Lösung:

a)

f(x1, x2) =

(
x1 + 2x2

x2

)
f(1, 0) =

(
1 + 0

0

)
=

(
1
0

)
= e1 ; also f(e1) = e1 .

f(0, 1) =

(
0 + 2

1

)
=

(
2
1

)
=

(
2
0

)
+

(
0
1

)
= 2 ·

(
1
0

)
+ 1 ·

(
0
1

)
= 2e1 + 1e2

Nach der
”
Regel“:

”
In den Spalten einer Matrix stehen die Koeffizienten der Bilder f(vj) der Ba-

sisvektoren vj, j = 1, · · · , n aus V bzgl. der Basis {wi} i = 1, · · · ,m von W ,
wobei f : V → W eine lineare Abbildung ist.“
erhalten wir:

Af =

(
1 2
0 1

)
und f(x1, x2) =

(
x1 + 2x2

x2

)
=

(
1 2
0 1

)(
x1
x2

)
Probe:

Ae1 = A

(
1
0

)
=

(
1 2
0 1

)(
1
0

)
=

(
1
0

)
= e1

= 1te Spalte von A X

Ae2 = A

(
0
1

)
=

(
1 2
0 1

)(
0
1

)
=

(
2
1

)
= 2te Spalte von A X

Beachte:

Ae1 = e1 = 1 · e1 + 0 · e2 ,

Ae2 =

(
2
1

)
= 2 · e1 + 1 · e2 !



b) Wir zeigen

(
1
1

)
,

(
−1
1

)
sind linear unabhängig.

λ

(
1
1

)
+ µ

(
−1
1

)
=

(
0
0

)
⇔

{
λ− µ = 0
λ+ µ = 0

}
I
II

Addition/Subtraktion liefert 2λ = 0 : I+II, 2µ = 0 : II-I

⇒
{

2λ = 0
2µ = 0

}
⇒ {λ = µ = 0}

Also sind

(
1
1

)
,

(
−1
1

)
linear unabhängig.

⇒ Basis! (wegen dimR2 = 2!)

Wir zeigen (trotzdem für später):(
1
1

)
,

(
−1
1

)
erzeugen R2.

Dazu:

(
x1
x2

)
∈ R2 gegeben.

Bestimme α, β ∈ R, so dass

α

(
1
1

)
+ β

(
−1
1

)
=

(
x1
x2

)
⇔

(
α− β
α + β

)
=

(
x1
x2

)
⇔

{
2α = x1 + x2
2β = x2 − x1

}
⇔

{
α = 1

2
(x1 + x2)

β = 1
2
(x2 − x1)

}
D.h.

(
x1
x2

)
= 1

2
(x1 + x2)

(
1
1

)
+ 1

2
(x2 − x1)

(
−1
1

)
und damit erzeugen(

1
1

)
,

(
−1
1

)
auch R2!

Nun gilt:

f(1, 1) =

(
1 + 2

1

)
=

(
3
1

)
= 2 ·

(
1
1

)
+ (−1) ·

(
−1
1

)
f(−1, 1) =

(
−1 + 2

1

)
=

(
1
1

)
= 1 ·

(
1
1

)
+ 0 ·

(
−1
1

)
⇒ Bf =

(
2 1
−1 0

)
= Matrixdarstellung von f : R2 → R2 bezüglich der Basis

{u1,u2} =

{(
1
1

)
,

(
−1
1

)}
.

Denn u1 =

(
1
1

)
besitzt in der Basis {u1,u2} die Darstellung

(
1
1

)
= u1 =

1 · u1 + 0 · u2 und es gilt

Bf

(
1
0

)
=

(
2 1
−1 0

)(
1
0

)
=

(
2
−1

)
= 2 · u1 + (−1) · u2

= 2 ·
(

1
1

)
+ (−1) ·

(
−1
1

)
=

(
3
1

)
X

Entsprechend:(
−1
1

)
= u2 = 0 · u1 + 1 · u2 =

(
0
1

)
Bf

(
0
1

)
=

(
2 1
−1 0

)(
0
1

)
=

(
1
0

)
= 1 · u1 + 0 · u2 =

(
1
1

)
X



Aufgabe 34: a) Wie lautet die Matrixdarstellung einer Punktspiegelung am Ur-
sprung im R3 bezüglich der Standardbasis?

b) Können Sie eine Basis des R3 angeben, bzgl. der (wenn man sie
als Basis des Bild- als auch des Urbildraums verwendet) die Punk-
tspiegelung eine andere Matrixdarstellung hat?

Lösung:

a)

f(x1, x2, x3) =

 −x1−x2
−x3

 =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 x1
x2
x3

 =: A

 x1
x2
x3

 = Ax

Zur Probe:

Ae1 = A

 1
0
0

 =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 1
0
0

 =

 −1
0
0

 = (−1)e1

= 1te Spalte von A

entsprechend gilt:

Ae2 = A

 0
1
0

 =

 0
−1
0

 = −e2 = 2te Spalte von A

Ae3 = A

 0
0
1

 =

 0
0
−1

 = −e3 = 3te Spalte von A

b) Nein! Sei etwa {v1, v2, v3} eine Basis, dann gilt

f(v1) = −1 · v1 + 0 · v2 + 0 · v3.

⇒ erste Spalte der Matrixdarstellung:

 −1
0
0

.

Geht man für v2 und v3 analog vor, so erhalten wir dieselbe Matrixdarstellung.


