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Aufgabe 45: Betrachten Sie die Funktion

f(x, y) =
√

1− x2 − y2, mit x2 + y2 < 1.

a) Worum handelt es sich bei dem Graphen dieser Funktion?

b) Berechnen Sie ∇f(x, y).

c) Bestimmen Sie den Tangentialraum T(x,y,f(x,y))Gf an den Graphen
von f in einem beliebigen Punkt (x, y, f(x, y)).

d) Bestimmen Sie die Normale N(x, y) an den Graphen von f in
einem beliebigen Punkt (x, y).

e) Geben Sie T(x,y,f(x,y))Gf undN(x, y) für (x, y) = (0, 0) und (x, y) =
(1
2
, 0) an.

Lösung:

a) Bei dem Graphen der Funktion f handelt es sich um die obere Hälfte der Ein-
heitskugel (Kugel mit Radius 1) mit Mittelpunkt im Ursprung.

b)

∇f(x, y) = −

(
x√

1− x2 − y2
,

y√
1− x2 − y2

)

c)

T(x,y,f(x,y))Gf =


 x

y
f(x, y)

+ v

∣∣∣∣∣ v ∈ span


 1

0
∂xf

 ,

 0
1
∂yf




=


 x

y√
1− x2 − y2

+ v

∣∣∣∣∣ v ∈ span


 1

0
− x√

1−x2−y2

 ,

 0
1

− y√
1−x2−y2







d)

N(x, y) =
1√

1 + ‖∇f‖2

(
−∇f
1

)

=
1√

1 + x2+y2

1−x2−y2


x√

1−x2−y2
y√

1−x2−y2

1



=
1√
1

1−x2−y2


x√

1−x2−y2
y√

1−x2−y2

1



=
√
1− x2 − y2


x√

1−x2−y2
y√

1−x2−y2

1


=

 x
y√

1− x2 − y2


e)

T(0,0,1)Gf =


 0

0
1

+ v

∣∣∣∣∣ v ∈ span


 1

0
0

 ,

 0
1
0




T
( 1
2
,0,

√
3

2
)
Gf =


 1

2

0√
3
2

+ v

∣∣∣∣∣ v ∈ span


 1

0
− 1√

3

 ,

 0
1
0




N(0, 0) =

 0
0
1


N

(
1

2
, 0

)
=

√
3

2

 1√
3

0
1

 =

 1
2

0√
3
2


Aufgabe 46: Bestimmen Sie die Gleichung des Tangentialraumes an den Graphen

der Funktion f : R2 7→ R,

(
x
y

)
7→ f(x, y) = 2x + 5y2x im Punkte

(2, 1, f(2, 1)).

Lösung: Es gilt f(2, 1) = 14. Damit geht die Tangentialebene (=Tangentialraum)
durch den Punkt (2, 1, 14). Weiterhin ist

∂f

∂x
= 2 + 5y2 und

∂f

∂y
= 10xy.

Einsetzen liefert ∂f
∂x
(2, 1) = 7 und ∂f

∂x
(2, 1) = 20. Damit lautet die Gleichung der

Tangentialebene

E =


 x

y
z

 ∈ R3,

 x
y
z

 =

 2
1
14

+ λ

 1
0
7

+ µ

 0
1
20

 .


