Klausur zum Modul Ingenieurmathematik II (B22) 14. Miirz 2017
fiir den Bachelorstudiengang Geodisie und Geoinformation

In der Klausur konnen 10 Punkte pro Aufgabe, also insgesamt 100 Punkte erreicht werden.
Zum Bestehen sind mindestens 42 Punkte erforderlich.

Priifer: Dr. M. Lenz, Prof. Dr. M. Rumpf
Klausurdauer: 180 Minuten

Bitte Namen, Vornamen und Matrikel-Nr. einsetzen.

M atr e - N . .o

Bitte Schliisselwort (zur Veroffentlichung der Klausurergebnisse im Netz) eintragen:

SCNIUSSEIWOIT: . .ottt e e e e e e e
Aufgabe: 1 2 3 4 5 6
Punkte:
Aufgabe: 7 8 9 10 >
Punkte:
Gesamtzahl der Punkte Note Datum Unterschrift

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1: a) Berechnen Sie das Integral

1
/ (x+1)e*dx.
0
(5 Punkte)
b) Berechnen Sie das Integral
/ Vvsin(x) + 1 cos(z) dz .
-3
(5 Punkte)

Losung: a)
/0 (x + e da = [(z + 1)e]; —/0 edr=2e—1)—[e"]p=2e—1)—(e—1)=¢

b) Substitution y = sin(x) + 1, dy = cos(z) dx:

/_7r V/sin(z) + 1 cos(z) dz = /

sin(—35)+

sin(m)+1

R

vl



b)
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Aufgabe 2:
a) Losen Sie 22 + 42 + 8 = 0 fiir z € C. (3 Punkte)

b) Losen Sie 2® = 16 fiir 2 € C. Wie viele Losungen gibt es? Fertigen Sie
eine Skizze an. (4 Punkte)

¢) Seiz = re® € C. Geben Sie Re(z) und Im(z) abhingig von r und ¢ an.
(3 Punkte)

Losung:a) z = =2+ /4 —8=—-2+2i.
b) 2® = 16 hat acht Losungen: 2% = 16 = 16e°™ = 16e*™ = ... = 16e'™, also
z:ﬂegm, k=0,...,7.

¢) Es gilt z = re® = r (cos(¢) + i sin(¢)), also Re(z) = r cos(¢) und Im(z) = r sin(¢).
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Aufgabe 3: Betrachten Sie die Funktion f : R? — R,
fla,y) =n(z® +1) +y° — 3y.
a) Bestimmen Sie die Menge der kritischen Punkte von f. (5 Punkte)

b) Klassifizieren Sie die kritischen Punkte von f nach Minima, Maxima oder
Sattelpunkten. (5 Punkte)

Losung:
a) Berechne

2x
Vi = (430, )

Aus Vf(x,y) = 0 folgt dann z = O und 3y?> — 3 = 0, d.h. y = 1 oder y = —1. Mogliche
kritische Punkte sind also gegeben durch (0, 1) und (0, —1).

b) Berechne

2(z241)—4x? 0
Hessf(z,y) = (1261)2 6y

Also
20 . ..
Hessf(0,1) = 0 6 )~ pos definit — lokales Minimum

Hessf(0,—1) = ( (2) —06 ) — indefinit — Sattelpunkt
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Aufgabe 4: Losen Sie mittels des QR-Verfahrens (und nicht unter Verwendung der Norma-
lengleichung) das Ausgleichsproblem

2

2 0 N 6
1 11 ( ) [ 11 — min!
2 2 Y 17

Geben Sie die Minimalstelle (x, y) und das Quadrat des Residuums (den Wert
der obigen quadrierten Norm an der Minimalstelle) an.

(10 Punkte)
Losung:
-2 0
A=AD = 1 11 |,a; = —sgn(an)y/(=2)2+124+22=3
2 2
-5 T
= 1 M) —q oY% g
e fole ' T
-2 —2 . -5 —2 -5 —2
QW 1| = L= 1 1 1| = 1] -
2 2 2 2 2 2
0 0 1 -5 0 -5 0 -5
QW 11 | =1 11 | - R 1 11 1= 11 ]-
2 2 2 2 2 2
6 6 ) 6 -5 -5 6
QUi f=l 1) -1 | 2 1= 11 )=
17 17 17 2 2 17

A® st schon obere Dreiecksmatrix, daher kénnen wir direkt einsetzen:

3 5 11
A=A =10 10 |, v@=1 10 = (z,y)=(2,1).
0 0 15

Das Quadrat des Residuums ist gegeben durch 15% = 225.
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Aufgabe 5:
a) Geben Sie den Transformationssatz an. (2 Punkte)
b) Wie lautet der Transformationssatz fiir Kugelkoordinaten? Geben Sie ins-
besondere die Determinante der Jacobimatrix an. (3 Punkte)
c) Berechnen Sie den Schwerpunkt der Achtelkugel X, wobei
K:{(x,y,z) ceR?: 2*+yP+ 22 <1, :c,y,zZO} )
(5 Punkte)
Losung:

a) Sei {2 C R" ein stiickweise glatt berandetes Gebiet, g : {2 — R" invertierbar und stetig
differenzierbar, Dg gleichmiBig stetig auf Q und f : g(2) — R gleichmiBig stetig. Dann gilt

[ s dy—/f )) [det Dg(z)]| dz.

b) Hier gilt
r 1 rsin v cos ¢
g: | 9 | = | a2 | =| rsindsing |, Jel0,n], ¢el0,2n], rel01].
) x3 r cos(V)
mit
sincos¢ rcostcos¢ —rsindsin @
Dg(r,9,¢) = | sindsing rcosdsing  rsindcos o
cos(¥)  —rsin(9) 0
und

det Dg(r, 9, ¢) = r*sind .

Also gilt mit Q = {z = (r,0,¢) : r € [0,1],9 € [0,7], ¢ € [0,27] } dann

2
/||| dx—/f )) |[det Dg(=z \dz—/// f(z)r*sinddgdydr.
z||2<1

¢) Der Schwerpunkt z, € R? von

K={(r,9,¢) : re0,1],0 €0, ] ¢ € [0, 2]}

ist definiert als

v
rs=— [ xdx,
My Jx
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mit

l\3I>l
ol

1 ™
M,C:/ dx:z/ / r?sind dd dr =
K 2 Jo Jo

st vao =~ mveosifd + [ cosvan =045~ [Famtvan,

0 0 0

folgt fog sin® ¢ dY = %, und analog fog cos¥sin ¥ ¥ = 5 und somit

1 6 [t [2 %3.2
(xs)l—m/mdw——// / r°sin 19cosgbd¢d19dr_—-z-z.1_
(z5)2 = 1/d—/// 2 9sinpde dd dr = — 6 1 7 ,_
Ts My Todr = r3sin? ¥ sin r ~ 1 =

11
(z5)3 = M/c/x?)dx == / / r3cos¥sinddddr = 3 - 13-

Bemerkung: Ausrechnen einer Komponente und Argumentation mittels Symmetrie reicht aus!
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Aufgabe 6: Sei

Jws,w2) = 2+17
a) Berechnen Sie den Gradienten und die Hessematrix von f. (2+3 Punkte)

b) Betrachten Sie eine beliebig oft differenzierbare Funktion f : RY — R. Ge-
ben Sie die Formel fiir die Taylor-Entwicklung 2-ter Ordnung (d.h. mit Restglied
3-ter Ordnung) von f um dem Punkt 2 € R? an.

(2 Punkte)

¢) Berechnen Sie die Taylor-Entwicklung zweiter Ordnung (d.h. mit Restglied
dritter Ordnung) der Funktion f aus Teil a) um den Punkt (1, z2) = (0, 1).
(3 Punkte)

Losung: a)

P _ 22$1$2
Vf(xy,22) = ( azlf ) = ( (A ) ;
T2 Z%Jrl

2a9 (2341)2 22129 2(2341) 224 o
Dif = ngf 8"2”2f i GTE
a=’702"131 a f X1 0

7222 @+1)?

b) Sei f : R? — R 3-mal stetig differenzierbar, dann gilt

fere =3 et og).

o <2

bzw, alternativ

Flo+6) = f() + V()€ + 5D F()E - €+ O(E]).

c¢) Nach a) gilt

VﬂQD:<§),<WﬂQU=(_§8)

also mit f(0,1) = 1 folgt

- (1) ()35 )(8) (8) voner

_ H%@ — 2+ 0(lElP) .
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Aufgabe 7: Sei
f(z) = sin®(z).

a) Bestimmen Sie ein quadratisches Polynom p, das f in
xr1 = m/2 und xo = 7 interpoliert.

b) Berechnen Sie eine Approximation des Integrals fo7r f(
numerischen Quadratur basierend auf den Knoten aus a).

Losung: a) Es gilt

f(xo) = f(0)=0, f(z1)=f(n/2)=1, [(z2)=[f(7)=0.

Gesucht: p(z) = ag + a1 + azx® mit p(0) = 0, p(r/2) =1, p(w) =0

Lagrangeformel:
T —x;
= i) M t 4 = H i J s
p(x) Z flapi(e) mit pi(x) = T "
also p(x) = 1py(x) mit
(x = 0)(x —m) 4 4 4
pi(z) = = — =——=z(x—7)=—-2x— =Sz
(5 —0)(5 —m) 2 T 72
Alternativ:
p(0)=0 = ag=0
2
p(ﬂ'/z) =1 = Cl1§+agz =1
= 2qm+am=4 1
p(m) =0 = am+an®=0 11
F:ayr =4 = a; = 2, einsetzeninI: 4 + apn? = 0 & ay = — 5.
b) Keplersche Fassregel, ie. [ f(z)dz~m-(3-0+5-1+5-0) =3

den Knoten zo = 0,
(6 Punkte)

x) dz mit Hilfe einer

(4 Punkte)

7. Alternativ:

T T T T4 4 4 72 4 1 2
/ f(x)dx%/ p(x)dx:/ 1p1(a:)dw:/ o —tde=-2 - 20 _Zp,
0 0 0 0 ™2

T 2

w2 3 3
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Aufgabe 8: Berechnen Sie Linge und Richtung der Hauptachsen des durch

{(x,y,z) € ]R3’33:2+y2+322+2xz20}

gegebenen Ellipsoids. (10 Punkte)
Losung:
z\" x 3 01
322+ 2+ 322+ 222 =0 <« y | Al v |=0, A=l 010
z z 1 0 3

Berechne Eigenwerte \;, A5, A3 und Eigenvektoren:

O=det(A—AL)=(1-X)-(B=XNB=X)—1)=(1—X)- (N —61+38)
=([1=2)-(4=2)-(2-X
:>)\1:1, )\2:27 A3 =4

Die Halbachsenlingen sind gegeben durch 1/+/);.

Normierter Eigenvektor zu A\; = 1 bzw. die Achse der Linge a = 1::

2 01 0
ker(A—11)=ker | 0 0 O | =([ 1 |)
1 0 2 0

Normierte Eigenvektor zu A\, = 2 bzw. die Achse der Linge b = 1//2:

1 0 1

1 01 1
ker(A—21)=%ker | 0 —1 0 | =ker [ O 1 O | =(—|[ O |)
1 0 1 000 V2 -1
Normierter Eigenvektor zu A3 = 4 bzw. die Achse der Linge ¢ = 1/2::
-1 0 1 1 0 -1 1 1
ker (A — 41) = ker 0 -3 0 =ker [ 01 O =(—1 0 |)
1 0 -1 00 O V2 1



Aufgabe 9:

Losung:
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Seiy : [a,b] — R? ein Kurve.
a) Geben Sie eine Formel zur Berechnung der Bogenlidnge von v an. (2 Punkte)

b) Geben Sie eine Formel zur Berechnung der Kriimmung (mit Vorzeichen) von
7y an. (2 Punkte)

Sei f : R — R zweimal stetig differenzierbar. Betrachten Sie die Kurve

W):(@ > tefab.

c) Geben Sie eine Formel zur Berechnung der Bogenlidnge von « in Abhingig-
keit von f an. (2 Punkte)

d) Geben Sie eine Formel zur Berechnung der Kriimmung (mit Vorzeichen) von
~ in Abhingigkeit von f an. (2 Punkte)

e) Berechnen Sie die Kiimmung von ~ fiir f(¢) = % (2 Punkte)

a) Fiir eine differenzierbare Kurve 7 : [a, b] — R? gilt

Ll(t)

b
| = / )l e

b) Fiir eine zweimal differenzierbare Kurve v : [a, b] — R? mit §(t) # 0 fiir alle ¢ € (a, b) gilt

K(t) =

()2 (t) = F2(O) 31 ()

[elGallk

firalle ¢t € (a,b).

0)

L[y(t)]
d)

K(t) =
e)

K(t) =

FO gt = t) — ot = () f(t)
11+ (1 @)2 11+ ()2
f®) 2
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Aufgabe 10: Betrachte die durch

z(u,v) = | Vusin(v) |, we€l0,H],vel0,2r]

parametrisierte Fliche M.

a) Berechnen Sie die Metrik.

(4 Punkte)
b) Geben Sie eine Formel zur Berechnung des Fldcheninhalts von M an.

(2 Punkte)
c¢) Berechnen Sie den Fldcheninhalt von M.

(2 Punkte)
d) Um welches geometrisches Objekt handelt es sich bei M?

(2 Punkte)
Losung:
a)

%u’%l cosv  —y/usinv 1,1 g
Da(u,v) = | lu=2sinv  \ucosv |, G(u,v) = Dz’ Dz = (2 0 u) :
%u’% 0

da fiir G = (GU)U gllt G12 = Ggl = (0 sowie

G = %u_l cos? v + }lu_l sin? v + iu‘l = %u_l

Gay = usin?v + ucos’v = u.

b) Sei Q = {(u,v) : we[0,H],v € |0,2n]}, also M = z(£2). Dann gilt

M| = / da—/ da-/[detGuv Y2 du dv
)

¢) Mit a) folgt det G(u, v) = 1/2, also folgt mit b)

27 H
|./\/l|:/]detG(u,v)P/Qdudv:/ / 1/vV2dudv = V2Hn
Q o Jo
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