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Aufgabe 1: a) Berechnen Sie das Integral∫ 1

0

(x+ 1)ex dx .

(5 Punkte)

b) Berechnen Sie das Integral∫ π

−π
2

√
sin(x) + 1 cos(x) dx .

(5 Punkte)

Lösung: a)∫ 1

0

(x+ 1)ex dx = [(x+ 1)ex]10 −
∫ 1

0

ex dx = (2e− 1)− [ex]10 = (2e− 1)− (e− 1) = e

b) Substitution y = sin(x) + 1, dy = cos(x) dx:∫ π

−π
2

√
sin(x) + 1 cos(x) dx =

∫ sin(π)+1

sin(−π
2

)+1

√
y dy =

2

3

[
y

3
2

]1

0
=

2

3
(1− 0) =

2

3
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b)
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Aufgabe 2:
a) Lösen Sie z2 + 4z + 8 = 0 für z ∈ C. (3 Punkte)

b) Lösen Sie z8 = 16 für z ∈ C. Wie viele Lösungen gibt es? Fertigen Sie
eine Skizze an. (4 Punkte)

c) Sei z = reiφ ∈ C. Geben Sie Re(z) und Im(z) abhängig von r und φ an.
(3 Punkte)

Lösung: a) z = −2±
√

4− 8 = −2± 2i.

b) z8 = 16 hat acht Lösungen: z8 = 16 = 16e0πi = 16e2πi = . . . = 16e14πi, also

z =
√

2 e
k
4
πi , k = 0, . . . , 7 .

c) Es gilt z = reiφ = r (cos(φ) + i sin(φ)), also Re(z) = r cos(φ) und Im(z) = r sin(φ).
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Aufgabe 3: Betrachten Sie die Funktion f : R2 → R,

f(x, y) = ln(x2 + 1) + y3 − 3y .

a) Bestimmen Sie die Menge der kritischen Punkte von f . (5 Punkte)

b) Klassifizieren Sie die kritischen Punkte von f nach Minima, Maxima oder
Sattelpunkten. (5 Punkte)

Lösung:
a) Berechne

∇f(x, y) =

(
2x
x2+1

3y2 − 3

)
.

Aus ∇f(x, y) = 0 folgt dann x = 0 und 3y2 − 3 = 0, d.h. y = 1 oder y = −1. Mögliche
kritische Punkte sind also gegeben durch (0, 1) und (0,−1).

b) Berechne

Hessf(x, y) =

(
2(x2+1)−4x2

(x2+1)2
0

0 6y

)

Also

Hessf(0, 1) =

(
2 0
0 6

)
→ pos. definit → lokales Minimum

Hessf(0,−1) =

(
2 0
0 −6

)
→ indefinit → Sattelpunkt
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Aufgabe 4: Lösen Sie mittels des QR-Verfahrens (und nicht unter Verwendung der Norma-
lengleichung) das Ausgleichsproblem∥∥∥∥∥∥

 −2 0
1 11
2 2

( x
y

)
−

 6
11
17

∥∥∥∥∥∥
2

→ min!

Geben Sie die Minimalstelle (x, y) und das Quadrat des Residuums (den Wert
der obigen quadrierten Norm an der Minimalstelle) an.

(10 Punkte)

Lösung:

A = A(1) =

 −2 0
1 11
2 2

 , α1 = −sgn(a11)
√

(−2)2 + 12 + 22 = 3

v1 =

 −5
1
2

 , Q(1) = 1− 2
v1v

T
1

‖v1‖2
= 1− 1

15
v1v

T
1

Q(1)

 −2
1
2

 =

 −2
1
2

− 1

15

 −5
1
2

 ·
 −2

1
2

 −5
1
2

 =

 −2
1
2

−
 −5

1
2

 =

 3
0
0


Q(1)

 0
11
2

 =

 0
11
2

− 1

15

 −5
1
2

 ·
 0

11
2

 −5
1
2

 =

 0
11
2

−
 −5

1
2

 =

 5
10
0


Q(1)

 6
11
17

 =

 6
11
17

− 1

15

 6
11
17

 ·
 −5

1
2

 −5
1
2

 =

 6
11
17

−
 −5

1
2

 =

 11
10
15


A(2) ist schon obere Dreiecksmatrix, daher können wir direkt einsetzen:

A = A(2) =

 3 5
0 10
0 0

 , b(2) =

 11
10
15

 ⇒ (x, y) = (2, 1) .

Das Quadrat des Residuums ist gegeben durch 152 = 225.
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Aufgabe 5:
a) Geben Sie den Transformationssatz an. (2 Punkte)

b) Wie lautet der Transformationssatz für Kugelkoordinaten? Geben Sie ins-
besondere die Determinante der Jacobimatrix an. (3 Punkte)

c) Berechnen Sie den Schwerpunkt der Achtelkugel K, wobei

K =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1, x, y, z ≥ 0
}
.

(5 Punkte)

Lösung:
a) Sei Ω ⊂ Rn ein stückweise glatt berandetes Gebiet, g : Ω → Rn invertierbar und stetig
differenzierbar, Dg gleichmäßig stetig auf Ω und f : g(Ω)→ R gleichmäßig stetig. Dann gilt∫

g(Ω)

f(y) dy =

∫
Ω

f(g(x)) |detDg(x)| dx .

b) Hier gilt

g :

 r
ϑ
φ

 7→
 x1

x2

x3

 =

 r sinϑ cosφ
r sinϑ sinφ

r cos(ϑ)

 , ϑ ∈ [0, π] , φ ∈ [0, 2π] , r ∈ [0, 1] .

mit

Dg(r, ϑ, φ) =

 sinϑ cosφ r cosϑ cosφ −r sinϑ sinφ
sinϑ sinφ r cosϑ sinφ r sinϑ cosφ

cos(ϑ) −r sin(ϑ) 0


und

detDg(r, ϑ, φ) = r2 sinϑ .

Also gilt mit Ω = {z = (r, ϑ, φ) : r ∈ [0, 1] , ϑ ∈ [0, π] , φ ∈ [0, 2π] } dann∫
‖x‖2≤1

f(x) dx =

∫
Ω

f(g(z)) |detDg(z)| dz =

∫ 1

0

∫ π

0

∫ 2π

0

f(z) r2 sinϑ dφ dϑ dr .

c) Der Schwerpunkt xs ∈ R3 von

K = {(r, ϑ, φ) : r ∈ [0, 1] , ϑ ∈ [0,
π

2
] , φ ∈ [0,

π

2
] }

ist definiert als

xs =
1

MK

∫
K
x dx ,
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mit

MK =

∫
K

dx =
π

2

∫ 1

0

∫ π
2

0

r2 sinϑ dϑ dr =
π

2
· 1

3
· 1 =

π

6
.

Da ∫ π
2

0

sin2 ϑ dϑ = − [sinϑ cosϑ]
π
2
0 +

∫ π
2

0

cosϑ dϑ = 0 +
π

2
−
∫ π

2

0

sin2 ϑdϑ ,

folgt
∫ π

2

0
sin2 ϑ dϑ = π

4
, und analog

∫ π
2

0
cosϑ sinϑ dϑ = 1

2
und somit

(xs)1 =
1

MK

∫
K
x1 dx =

6

π

∫ 1

0

∫ π
2

0

∫ π
2

0

r3 sin2 ϑ cosφ dφ dϑ dr =
6

π
· 1

4
· π

4
· 1 =

3

8

(xs)2 =
1

MK

∫
K
x2 dx =

6

π

∫ 1

0

∫ π
2

0

∫ π
2

0

r3 sin2 ϑ sinφ dφ dϑ dr =
6

π
· 1

4
· π

4
· 1 =

3

8

(xs)3 =
1

MK

∫
K
x3 dx =

6

π
· π

2

∫ 1

0

∫ π
2

0

r3 cosϑ sinϑ dϑ dr = 3 · 1

4
· 1

2
=

3

8

Bemerkung: Ausrechnen einer Komponente und Argumentation mittels Symmetrie reicht aus!
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Aufgabe 6: Sei

f(x1, x2) =
x2

x2
1 + 1

.

a) Berechnen Sie den Gradienten und die Hessematrix von f . (2+3 Punkte)

b) Betrachten Sie eine beliebig oft differenzierbare Funktion f : Rd → R. Ge-
ben Sie die Formel für die Taylor-Entwicklung 2-ter Ordnung (d.h. mit Restglied
3-ter Ordnung) von f um dem Punkt x ∈ Rd an.

(2 Punkte)

c) Berechnen Sie die Taylor-Entwicklung zweiter Ordnung (d.h. mit Restglied
dritter Ordnung) der Funktion f aus Teil a) um den Punkt (x1, x2) = (0, 1).

(3 Punkte)

Lösung: a)

∇f(x1, x2) =

(
∂x1f
∂x2f

)
=

(
− 2x1x2

(x21+1)2

1
x21+1

)
,

D2f =

(
∂2
x1x1

f ∂2
x1x2

f
∂2
x2x1

f ∂2
x2x2

f

)
=

(
−2x2(x21+1)2−2x1x2 2(x21+1) 2x1

(x21+1)4
− 2x1

(x21+1)2

− 2x1
(x21+1)2

0

)

b) Sei f : Rd → R 3-mal stetig differenzierbar, dann gilt

f(x+ ξ) =
∑
|α|≤2

∂αf(x)

α!
ξα +O(‖ξ‖3) .

bzw, alternativ

f(x+ ξ) = f(x) +∇f(x) · ξ +
1

2
D2f(x)ξ · ξ +O(‖ξ‖3) .

c) Nach a) gilt

∇f(0, 1) =

(
0
1
2

)
, D2f(0, 1) =

(
−2 0

0 0

)
also mit f(0, 1) = 1 folgt

f(ξ) = 1 +

(
0
1
2

)
·
(
ξ1

ξ2

)
+

1

2

(
−2 0

0 0

)(
ξ1

ξ2

)
·
(
ξ1

ξ2

)
+O(‖ξ‖3)

= 1 +
1

2
ξ2 − ξ2

1 +O(‖ξ‖3) .
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Aufgabe 7: Sei

f(x) = sin2(x) .

a) Bestimmen Sie ein quadratisches Polynom p, das f in den Knoten x0 = 0,
x1 = π/2 und x2 = π interpoliert. (6 Punkte)

b) Berechnen Sie eine Approximation des Integrals
∫ π

0
f(x) dx mit Hilfe einer

numerischen Quadratur basierend auf den Knoten aus a). (4 Punkte)

Lösung: a) Es gilt

f(x0) = f(0) = 0, f(x1) = f(π/2) = 1, f(x2) = f(π) = 0 .

Gesucht: p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 mit p(0) = 0, p(π/2) = 1, p(π) = 0

Lagrangeformel:

p(x) =
∑
i

f(xi)pi(x) mit pi(x) = Πj 6=i
x− xj
xi − xj

,

also p(x) = 1 p1(x) mit

p1(x) =
(x− 0)(x− π)

(π
2
− 0)(π

2
− π)

= − 4

π2
x(x− π) =

4

π
x− 4

π2
x2 .

Alternativ:

p(0) = 0 ⇒ a0 = 0

p(π/2) = 1 ⇒ a1
π

2
+ a2

π2

4
= 1

⇒ 2a1π + a2π
2 = 4 I

p(π) = 0 ⇒ a1π + a2π
2 = 0 II

I-II: a1π = 4 ⇒ a1 = 4
π

, einsetzen in II: 4 + a2π
2 = 0 ⇔ a2 = − 4

π2 .

b) Keplersche Fassregel, i.e.
∫ π

0
f(x) dx ≈ π · (1

6
· 0 + 4

6
· 1 + 1

6
· 0) = 2

3
π. Alternativ:∫ π

0

f(x) dx ≈
∫ π

0

p(x) dx =

∫ π

0

1 p1(x) dx =

∫ π

0

4

π
x− 4

π2
x2 dx =

4

π

π2

2
− 4

π2

π3

3
=

2

3
π .
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Aufgabe 8: Berechnen Sie Länge und Richtung der Hauptachsen des durch{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣ 3x2 + y2 + 3z2 + 2xz = 0
}

gegebenen Ellipsoids. (10 Punkte)

Lösung:

3x2 + y2 + 3z2 + 2xz = 0 ⇔

 x
y
z

T

A

 x
y
z

 = 0 , A =

 3 0 1
0 1 0
1 0 3


Berechne Eigenwerte λ1, λ2, λ3 und Eigenvektoren:

0 = det(A− λ1) = (1− λ) ·
(
(3− λ)(3− λ)− 1

)
= (1− λ) · (λ2 − 6λ+ 8)

= (1− λ) · (4− λ) · (2− λ)

⇒ λ1 = 1 , λ2 = 2, λ3 = 4

Die Halbachsenlängen sind gegeben durch 1/
√
λi.

Normierter Eigenvektor zu λ1 = 1 bzw. die Achse der Länge a = 1::

ker (A− 11) = ker

 2 0 1
0 0 0
1 0 2

 = 〈

 0
1
0

〉
Normierte Eigenvektor zu λ2 = 2 bzw. die Achse der Länge b = 1/

√
2:

ker (A− 21) = ker

 1 0 1
0 −1 0
1 0 1

 = ker

 1 0 1
0 1 0
0 0 0

 = 〈 1√
2

 1
0
−1

〉
Normierter Eigenvektor zu λ3 = 4 bzw. die Achse der Länge c = 1/2::

ker (A− 41) = ker

 −1 0 1
0 −3 0
1 0 −1

 = ker

 1 0 −1
0 1 0
0 0 0

 = 〈 1√
2

 1
0
1

〉
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Aufgabe 9: Sei γ : [a, b]→ R2 ein Kurve.
a) Geben Sie eine Formel zur Berechnung der Bogenlänge von γ an. (2 Punkte)

b) Geben Sie eine Formel zur Berechnung der Krümmung (mit Vorzeichen) von
γ an. (2 Punkte)

Sei f : R→ R zweimal stetig differenzierbar. Betrachten Sie die Kurve

γ(t) =

(
f(t)
t

)
, t ∈ [a, b] .

c) Geben Sie eine Formel zur Berechnung der Bogenlänge von γ in Abhängig-
keit von f an. (2 Punkte)

d) Geben Sie eine Formel zur Berechnung der Krümmung (mit Vorzeichen) von
γ in Abhängigkeit von f an. (2 Punkte)

e) Berechnen Sie die Kümmung von γ für f(t) = t2. (2 Punkte)

Lösung:
a) Für eine differenzierbare Kurve γ : [a, b]→ R2 gilt

L[γ(t)] =

∫ b

a

‖γ̇(t)‖ dt

b) Für eine zweimal differenzierbare Kurve γ : [a, b]→ R2 mit γ̇(t) 6= 0 für alle t ∈ (a, b) gilt

κ(t) =
γ̈1(t)γ̇2(t)− γ̈2(t)γ̇1(t)

‖γ̇(t)‖3

für alle t ∈ (a, b).

c)

L[γ(t)] =

∫ b

a

√
1 + (f ′(t))2 dt

d)

κ(t) =
f̈(t) d

dt
(t 7→ t)− d2

dt2
(t 7→ t)ḟ(t)

‖1 + (f ′(t))2‖3
=

f̈(t)

‖1 + (f ′(t))2‖3

e)

κ(t) =
f̈(t)

‖1 + (f ′(t))2‖3
=

2

‖1 + 4t2‖3
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Aufgabe 10: Betrachte die durch

x(u, v) =

 √u cos(v)√
u sin(v)√

u

 , u ∈ [0, H], v ∈ [0, 2π]

parametrisierte FlächeM.

a) Berechnen Sie die Metrik.
(4 Punkte)

b) Geben Sie eine Formel zur Berechnung des Flächeninhalts vonM an.
(2 Punkte)

c) Berechnen Sie den Flächeninhalt vonM.
(2 Punkte)

d) Um welches geometrisches Objekt handelt es sich beiM?
(2 Punkte)

Lösung:
a)

Dx(u, v) =

1
2
u−

1
2 cos v −

√
u sin v

1
2
u−

1
2 sin v

√
u cos v

1
2
u−

1
2 0

 , G(u, v) = DxTDx =

(
1
2
u−1 0
0 u

)
,

da für G = (Gij)ij gilt G12 = G21 = 0 sowie

G11 = 1
4
u−1 cos2 v + 1

4
u−1 sin2 v + 1

4
u−1 = 1

2
u−1

G22 = u sin2 v + u cos2 v = u .

b) Sei Ω = {(u, v) : u ∈ [0, H] , v ∈ [0, 2π]}, alsoM = x(Ω). Dann gilt

|M| =
∫
M
da =

∫
x(Ω)

da =

∫
Ω

|detG(u, v)|1/2 du dv

c) Mit a) folgt detG(u, v) = 1/2, also folgt mit b)

|M| =
∫

Ω

|detG(u, v)|1/2 du dv =

∫ 2π

0

∫ H

0

1/
√

2 dudv =
√

2Hπ
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