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Aufgabe 4: Betrachten Sie die folgenden Vektorfelder

@)f@my)::<i>, (i) h(z,y) = (;?>’ ﬁﬁ)ngy)=:(§>

und die Gebiete

K=A{(z,y) | vVa*+y* <1}

und
Q={(z,y) | —1<z<lund —1<y<1}.

Skizzieren Sie die Vektorfelder (i) und (iii) fiir das Gebiet 2 und (ii) fiir
das Gebiet K.

Wenden Sie den Gaufischen Integralsatz auf die Vektorfelder bzgl. des je-
weiligen Gebiets an, berechnen Sie hierfiir beide Seite des Integralsatzes
und deuten Sie Thre Ergebnisse.

LOsuNaG: Fiir ein Vektorfeld w(z, y) und eine Gebiet G lautet der Gauflsche Integral-
satz:

/Gdivw(x,y) dxdy :/ w(z,y) - n(z,y)dl,

G
wobel n die &uflere Normale an den Rand 0G bezeichnet.

(i) Da es sich um ein konstantes Vektorfeld handelt, gilt:

11
/levf(x,y)dxdy:/1/1(O+0)dxdy:().

Zur Berechnung iiber den Rand zerlegen wir nun den Rand 02 in 4 Teile, d.h.
082 = 0021 U 02, U 0€23 U 0€)y, wobei

o0 = {(_11+t) [ te [072]},

oy = _1Jlrt>|te[0,2]}
Nun folgt
fzy) n(@y)dl= [ flzy) n(zy)d+ | flz,y) n(zy)d
a0 Pon 80
003 0y
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=14+1-1-1=0.



(ii) Beim Gebiet K handelt es sich nun zunéchst um den Einheitskreis. Das Vek-
torfeld h(x,y) rotiert um den Urspung und es gilt

/ div h(z,y) dedy = / (04 0)dzdy = 0.
K K

Zur Berechnung iiber den Rand betrachten wir nun eine Parametisierung des

Randes 0K = v, wobei 7(t) = <ZIO§((:))) Hierfiir gilt +/'(t) = <_c§1812§)t)>’

|17/ ()] =1 und n(t) = (23?53) Damit folgt

e immya= [ (SG0)- (il
=0.

(iii) Das Vektorfeld g(z,y) ,fliefit* vom Urspung weg in alle Richtungen gleich und
tragt damit alles nach aulen. Daher gilt

1l 1
/divg(:v,y)d:vdy:/ / (1+1)dazdy:/ 4dx dy = 8,
) —1J-1 -1

d.h. fiir das Gebiet hat das Vektorfeld eine positive Flussbilanz (es flieit mehr
raus als ein). Zur Berechnung iiber den Rand benutzen wir nun wieder die
Zerlung des Randes aus Teilaufgabe (i) und erhalten

/mg(fc,y)'n(w,y) dl:/m 9(z,y) - n(z,y) dl+/ g(z,y) - n(z,y)dl

0822

+ /893 9(z,y) -n(z,y)dl + /8949(37&) -n(z,y)dl
:/02 (—11+t) ' (é> '1dt+/02 (1It) ' ((D '1dt
L) () [ (8) v

2
:/ 1+1+14+1dt=8.
0



