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Aufgabe 5: Betrachten Sie das folgende vereinfachte Modell der Dichteverteilung in
der Erde: Sei K C R? eine Kugel mit Radius 6-10° (in Metern) um den
Ursprung. K habe die Dichte (in kg/m?)

o(z) = { 12-10° — L2 fii 2] <3106,

6-10° — 2L fir  ||z| >3- 106,

Berechnen Sie die Masse von K.

LOSUNG: Unter Verwendung von Kugelkoordinaten ergibt sich:

27r 6-10°
/ / / Yr?sind dr dd dp
2m 3108 6109
:/ dep / sin ¢ dv) / 12-10°r* — 107%° dr+/ 6-10%r* — 21073 dr
0 0 0 3-106

= 271 (—cosm + cos0) (4 -10%° — 110734 zlmﬁ +2-10%° — %10_37’4@:18:)

=47 (108 - 10°" — & - 10?" + 432 10%! — 108 - 102" — 54 - 10%! + 2T - 10%!)
= 4733 - 107! = 1458 - 10%! &~ 4,58 - 10**

Die Masse der Erde betrigt tatsichlich ungefihr 5,9736 - 1024 kg. Das Modell ist
offensichtlich stark vereinfacht.

Aufgabe 6: a) Weisen Sie, unter Verwendung von Resultaten aus der Vorlesung,
nach, dass das Triagheitsmoment ©, einer Kugel der Masse M mit
Radius R und Dichte p = 1 gegeben ist durch:

O, =2MR?

b) Berechnen Sie das Tragheitsmoment eines Rotationsellipsoids mit
Dichte p = 1 beziiglich der z-Achse. Dabei entstehe das Ellipsoid

durch Rotation der Ellipse {( z) | % a2 + 5 2 < 1} um die z-Achse.

Tipp: Verwenden Sie eine Transformatlon um das Ellipsoid auf
eine Kugel abzubilden. Nutzen Sie anschlielend geeignete Koordi-
naten zur Integration.

Es gilt sin®z = %sinaz — }L sin 3.

c) Verwenden Sie das in der Vorlesung berechnete Volumen des Ro-
tationsellipsoids, um nachzuweisen, dass man das Tragheitsmo-
ment eines Rotatiosellipsoids mit konstanter Dichte folgenderma-
Ben schreiben kann:

© L = %M a2

LOSUNG:

a) Nach Vorlesung ist O = %ﬂ'R5. Das Volumen einer Kugel ist %ﬂ'R3. Wegen
p = 1 ist dies auch die Masse. Also gilt

O, =24R'R? = 2 M R?



b) Die Transformation g(x,y, z) = (ax, ay, bz) bildet die Einheitskugel K; auf das
gegebene Rotationsellipsoid E ab, also g(K;) = E. Hierzu ist det Dg(z,y, z) =
a’b. Zur Integration iiber die Einheitskugel werden Kugelkoordinaten verwen-
det.

@L:/di(x,y)dxdydz
E

:/:EQ—I—ydedydz
E

(Pythagoras: Abstand eines Punktes in der z,y-Ebene vom Ursprung)

:/ ((az)* + (ay)?) a®bdz dydz

—a4b/// (rsin®)?r*sind dp dv dr

(Abstand von der z-Achse hingt jetzt von r und 9 ab)

—a4b/ dgp/ /sm 9 d

—a4627r——/ 3sin v — sin 39 di
54 J,

71’%[ 3COS’I9+%COS319]gd19
~attn (34 43-1)
= a4b7r L35 = Sqthr

Bemerkung: Im Falle der Kugel in Teil a) ist a = b = R und man erhilt die
bereits bekannte Formel.

¢) Das Volumen des Rotationsellipsoids (und wegen p = 1 auch die Masse) ist
%Wazb. Zusammen mit dem obigen Ergebnis ergibt sich sofort

O, = 23ma*ba® = 2 M a?

Aufgabe 7: Betrachten Sie die folgende Kurve:

Y(t) = e ( ij((f)) ) , o= —%, te0,T]

a) Skizzieren Sie die Kurve.
Tipp: Berechnen Sie v(0), v(27), v(47), v(67) mit Hilfe eines
Taschenrechners.

b) Berechnen Sie den Betrag der Geschwindigkeit.

c) Bestimmen Sie die Lange der Kurve [(T).

d) Was ist der Grenzwert von [(T') fiir T' — oo.
LOSUNG:

a) Es handelt sich um die sogenannte logarithmische Spirale:
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b) Der Geschwindigkeitsvektor ist gegeben durch

ae™ cos(t)+e™ — sin(t)

y(t) = ( e sin(t)+e* cos(t) )

und somit 1&Bt sich der Betrag der Geschwindigkeit wie folgt berechnen:

15| = eo‘t\/(a cos(t) — sin(t))* + (asin(t) + cos(t))?

— oot \/a2 cos2(t) + a2 sinQ(t) + sin? (t) + cos?(t)
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Aufgabe 8: Sei d eine positive reelle Zahl (eine zu messende Linge in Metern).

LOSUNG:

a) [|B —

a) Wir betrachten die beiden Punkte
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Zeigen Sie, dass der Abstand der beiden Punkte gleich d ist.

b) Wir betrachten die Kurve I', definiert durch

8w 0-()

Zeigen Sie, dass I die Punkte A und B verbindet.
Berechnen Sie die Linge von I

Um welche Kurve handelt es sich?

c) Sei

6,37 - 10° 0 | ;
= W7 M= <_\/ﬂ> ) T = arcsin (ﬁ) .

Wir betrachten die Kurve I', definiert durch

~ T 2~ . sint

yilerr > R 0 = r ().
Zeigen Sie, dass T’ die Punkte A und B verbindet.
Berechnen Sie die Lénge von I

Um welche Kurve handelt es sich?
d) Fertigen Sie eine Skizze der Situation an.

e) Welche Kurve ist langer?
Wie grof§ ist die Langendifferenz fiir d = 100; 1000; 10000 [m]?
Wie grof§ ist der Abstand ||5(0) — 4(0)|| fiir diese Werte von d?

f) L(d) = 2Rarcsin (5%) ist die Lénge von T
Berechnen Sie die Taylor-Entwicklung von arcsin(z) um xz = 0 mit

Fehlerterm vierter Ordnung.

Verwenden Sie diese, um eine Naherungsformel fiir die Langendif-
ferenz zu finden.

Vergleichen Sie deren Ergebnisse mit den exakten Ergebnissen fiir
d = 100; 1000; 10000 [m].

Al =d
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/1dl:/ 1-1dt:gl— (—C—Z) =d
. _ 2 2
Es handelt sich um die Gerade durch A und B.
c)

[Sl[oH

analog ergibt sich (T") = B (einziger Unterschied: +sin 7" im ersten Schritt).

1) = \/0 + R2(sin®t + cos?t) = R

T d
/fldl:/_Tl-Rdt:2Rarcsin (ﬁ%)

Es handelt sich um einen Kreisbogen mit Radius R von A nach B (Lichtweg
bei geniigend grofier Entfernung von der Erdoberfliche).

e) T ist linger.

Die Léangendifferenz ist

d
2 n|— ) —d.
R arcsin (2R>

Fiir d = 100 [m] ergibt sich die Differenz 1,73 - 10~ [m] (17 Pikometer).

Fiir d = 1000 [m] ergibt sich die Differenz 1,73 - 107® [m] (17 Nanometer).

Fiir d = 10000 [m] ergibt sich die Differenz 1,73 - 107° [m] (17 Mikrometer).
Der Abstand [|[7(0) — 5(0)|| = 72(0) = —/R2 — £ + R ist offensichtlich der

maximale Abstand der beiden Kurven.



Fiir d = 100 [m] ergibt sich der Abstand 2,55 - 107° [m] (25 Mikrometer).
Fiir d = 1000 [m] ergibt sich der Abstand 2,55 - 107 [m] (2,5 Millimeter).
Fiir d = 10000 [m] ergibt sich der Abstand 2,55 - 107" [m] (25 Zentimeter).
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Es ergeben sich auf 5 signifikante Stellen die selben Werte wie oben.

Insbesondere sieht man hier direkt, dass sich bei zehnfacher Léinge die tausend-

fache Differenz ergibt (d*), mit 5= ~ 17 - 107" erhélt man leicht im Kopf die

oben in Klammern angebenen Abschéatzungen.



