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Aufgabe 13: Betrachten Sie die Funktion g(x) = cosh x. Berechnen Sie die Lénge des
Graphen von ¢ zwischen den Punkten (—1, cosh(—1)) und (1, cosh(1)).
Tipp: cosh’ z = sinh z, sinh’ z = cosh z, cosh? z — sinh?z = 1.
LOSuNG: Der Graph der Funktion g ist gegeben durch

) = ( gft) ) ‘
V() = ( g(lt) ) - ( sinlht )

Also koénnen wir die Lénge [ des Graphen von ¢ zwischen den beiden Punkten
(—1,cosh(—1)) und (1, cosh(1)) wie folgt berechnen

1
| = / I+ R0 dt
-1
1
= / V1 + sinh? ¢ dt
-1
1

= / coshtdt
1

1

Daraus folgt

= ginht

= e — —

Bemerkung: Der Graph von cosh wird auch als Katenoide bezeichnet. Er beschreibt
den Verlauf eines Seils, das an zwei Punkten aufgehangen wird.

Aufgabe 14: Fiir r : [a,b] — R ist die Rotationsfliche definiert als

r(z) cos¢
S = r(z)singp z € [a,b], p €10,27)
z

Die Oberflache von S ist gegeben durch 27 fabr(z)\/ 1+ (r'(2))? dz. Be-
nutzen Sie diese Formel, um die Oberfliche eines Kegels der Hohe h > 0
und Radius R > 0 zu berechnen.

LosuNG: Wir haben 7(z) = £z und r/(z) = %, also ist die Oberfléiche gegeben durch

’ R R2 " R
27?/ r(z)\/lJr(T’(z))?dz:Zw-E- 1+ﬁ-/ zdz=mRh - 1+h—.
a 0

Aufgabe 15: Betrachten Sie einen durch

h cos ¢
z(p,h) = | hsing
h

mit ¢ € [0,27) und h € (0, H] parametrisierten Kegel.
Berechnen Sie die Oberflache des Kegels (abhéngig von H).



LOSUNG: Zuerst berechnen wir die Metrik G = (Dx)? Dz
G = (Dx)"Dzx

—hsing hcos¢ 0 —hsing C9S¢
. hcos¢ sing¢
cos ¢ sing 1

0 1
B h* 0
N 0 2 )’
VdetG = V2h
Nun gilt fiir die Fléche
27 H
Flicheninhalt(Kegel) = / / V2h dh de
o Jo
1
= 27?\/551-12 = VorH?.
r cos(6)

. ; . 2 _
Aufgabe 16: a) Seien g : [0,v/2] x [0,v27] — R2?, g(r,0) = (rsin(&)

kordinaten im R?. Skizzieren Sie die Fliche g(U) C R?, wobei
U = [0,/2] x [0,v/27] und berechnen Sie ihren Flicheninhalt.

) Polark-

hcos(y)
b) Sei z : [0,1] x [0,27] — R3, z(h,¢) = | hsin(p) | die Parame-
h
trisierung einer Fliche K C R3. Skizziere Sie die Fliche K und
berechnen Sie deren Oberfliche.

¢) Welche geometrische Bedeutung hat es, dass die Fléchen den glei-
chen Oberflacheninhalt haben?

LOSUNG:
a) Es gilt

1= (ool o)

und det(Dg) = r. Der Flicheninhalt des Kreissektors g(U) (, Tortenstiick®)
berechnet sich nun wiefolgt:

V2 pV2m
Flacheninhalt(g(U)) :/ dx :/ / det(Dg)dfdr
g(U) 0 0

V2 pV2r V2 1
= / / rdfdr = / Vonrrdr = \/§7T[§7‘2]6/§ =or
o Jo 0

b) Es gilt

cos(p) —hsin(p)
Dz = | sin(p) hcos(p)
1 0



und damit

2 0
Da' Dy = (O hQ) .

Der Oberflicheninhalt des Kegels K berechnet sich nun wiefolgt:

Oberfldcheninhalt (K / da = / / Vdet(DzT Dx)dpdh
=/ fhckpdh / 2\/_7rhdh—2\/_7r[ 8 =V2r
o Jo

0

c) Kleben wir die den Kreissektor ¢g(U) aus Teilaufgabe a) an den Enden (d.h.
g(.,0) und g(.,v/2m)) zusammen, so erhalten wir genau den Kegel K aus Tei-
laufgabe b).



