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Aufgabe 21: Gegeben seien zwei Matrizen A, B € R™". Zeigen Sie:

a) Sind beide Matrizen A und B orthognal, so ist auch die Matrix

AB orthogonal.
b) Ist die Matrix A orthogonal, dann gilt |det A| = 1.

LOSUNG:

a) Wir wollen zeigen, dass die Matrix AB orthogonal ist, d.h. (AB)T

(AB)'AB = BTATAB
A orthzogonal BT]lB
= B"B
B ort}ggonal 1

= (AB)' =(AB)™!

— (AB).

b) Da die Matrix A orthogonal ist folgt, dass sie auch diagonalisierbar ist.

A1

= A=Q! . Q
An

Die Determinante von A 148t sich also schreiben als

A1
det A = det@Q 'det det Q)
An
= (det Q)" Ar--- Ay detQ
= A\,

Aus der Vorlesung wissen wir, dass fiir die FEigenwerte \; einer orthogonalen

Matrix gilt |\;| = 1.
= |detA| =1



Aufgabe 22: a)

LOSUNG:

a)

1

1 1 0 | und die beiden
0 0 V2

Vektoren z = (1,0, 1)%, y = (0,1, 1)T.
Zeigen Sie, dass der Winkel ¢ := < (z,y) zwischen x und y, defi-
niert durch cos ¢ := —F%— gleich dem Winkel ¢ := % (Ax, Ay)

) =l Tl
zwischen Ax und Ay ist.

Gegeben seien die Matrix A =

Eine 3 x 3 Matrix A heiffit winkeltreu, falls A invertierbar ist und
|5 (Az, Ay)| = [%(z, y)]

fir alle z,y € R?\ {0} gilt. Zeigen Sie, dass jede Matrix A der
Form A = \Q mit Q € O(3) und A € R\ {0} winkeltreu ist.

Die Matrix A aus Aufgabenteil a) kann in der Form A = A\Q
geschrieben werden, wobei A € R\ {0} und @ € O(3). Berechnen
Sie diese A und Q.

Tipp: Berechnen Sie | det A| unter Beriicksichtigung der Tatsache,
dass sich die Matrix A schreiben 1dfit als A = AQ mit @ € O(3).

lz] = v2=yl,
& Ty 1 1
cos¢p = = =—.
el llyll - v2-v2 2
1
Ar = 1 , | Az = 2,
V2
—1
Ay = L) Ayl =2,
V2
Ax - Ay 2 1
cosy = = =—=cos¢p. VvV
[Az]| - | Ayl 2-2 2

Ax - Ay -y

|5 (Az, Ay)| = [ (z,9)| & =

1A Ayl Nl Tyl

A=XQ mit @ € O(3) und A € R\ {0} impliziert:

=[|Az|| = [[AQz| = |A[[|Qz[| = [Al[[=]],
[ Ay[l = [IAQyll = [Alllyll,
Az - Ay = XQz - XQy = N (Qz - Qy) = N(z - y),

Ax - Ay N(z - y) -y

= = da A2 = |A]%.

= - - )
Azl - Ayl APl Tyl ]yl

Da A # 0 ist A offensichtlich invertierbar. (A=t = A71QT)



c) Allgemein gilt: A = \@Q

= detA = det(\Q) = A\"detQ

Wir wissen: | det Q| = 1. Also folgt

|det A] = [A]"
& |detAlr = |A|

Hier in unserem Beispiel gilt: det A = V24+V2=2V2=2%2>0.
Behauptung: A = /2 = 2172, Denn

und

(det A)V/3 = (23/2)1/3 _9l/2 _ /2

1 -1 0 . 1 -1 0
A=|1 1 0 —v2.— |1 1 0
0 0 2 X V2 0 0 V2

~~

Qe0(3)!

Beachte: A = v/2 = Linge der Spaltenvektoren von Al

Im Allgemeinen muss man das Vorzeichen von A priifen. Hier ist das klar wegen

n = 3!

Aufgabe 23: Welche Aussagen sind richtig?

LOSUNG:

a)

b)

Die Eigenwerte einer Drehmatrix sind stets £1.
ja O nein O

Die Eigenwerte einer Spiegelungsmatrix sind stets +1.
ja O nein O

Die Eigenwerte einer beliebigen orthogonalen Matrix sind stets +1.
ja O nein 0

Die Determinante einer beliebigen orthogonalen Matrix ist +1.
ja O nein 0

Jede ldngentreue (d.h. orthogonale) lineare Abbildung ist auch
winkeltreu.

ja O nein 0

Jede winkeltreue lineare Abbildung ist auch langentreu.
ja O nein 0

a) Nein! In der Vorlesung wurde gezeigt, dass die Eigenwerte einer Drehmatrix
komplex sein kénnen.

b) Jal Siehe einleitendes Beispiel im Kapitel Diagonalisierung.
Alternativ: Aus der Vorlesung wissen wir, dass die Spiegelungsmatrix eine or-
thogonale Matrix ist. Zudem wissen wir, dass der Betrag der Eigenwerte einer
orthogonalen Matrix jeweils 1 ist. Da die Spiegelungsmatrix zudem symme-
trisch ist und nur reelle Eintrdge hat, kann sie nur reelle Eigenwerte haben.
Somit miissen die Eigenwerte +1 sein.



c) Nein! Wie im Fall der Drehmatrix konnen die Eigenwerte auch komplex sein.
d) Ja! Siehe Vorlesung.
e) Jal Siehe Vorlesung.

f) Nein! Die Matrix A = 21 ist zwar winkeltreu aber nicht langentreu.

Aufgabe 24: Es scien u, v € R” mit u # v und ||u|| = ||[v||. Weiter sei n := u — v.
a) Zeigen Sie, dass fiir die durch S,z : QH’C ﬁgn definierte Spiege-
lungsmatrix S, gilt S,u =v und S v =u.
1 *
b) Sei w = | —1 |. Bestimmen Sie v der Form v = | 0 | mit
0 0
||u|]| = ||v]|]. Berechnen Sie die Matrix S,_, aus Aufgabenteil (a).

¢) Multiplizieren Sie diese Matrix von links an die Matrix

1 2 3
A= -1 0 -3
0 -2 3
LOSUNG:
a)
: 2u - (u—v)
S = u—2——n=u— ———-—=>-(u—uv)
I lu —o|?
2u-(u—v) = 2ul*—2u-v.
lu—ovl* = Jlull® = 2u- v+ [Jof* = 2ful* = 2u- v wegen [lu] = [lv].
= Su = u—(u—v)=u—u+v="0.

Ebenso gilt:
Spv=u,

wegen 2v-n = 2v-(u—v) = 2uv —2||v||* und ||u||? = 2uv + ||v||* = 2||v||* — 2uv =

DR

VIZE (=12 = |qf

¢ ¢
E

|
=

V2
= v = 0

0
Um die Matrix 5,_, berechnen zu konnen, fithren wir zuerst ein paar Neben-
rechnungen durch:

1 V2 1—+2

u—v=| -1 | — 0 = -1
0 0 0
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(u—v)(u—v)" = (



