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Aufgabe 41: Entwicklen Sie die Funktion

f(:z:,y,z):—\/l—xZ—i—y?—i—zQ

nach Taylor an der Stelle (0,0, 0) bis einschliefilich Terme zweiter Ord-
nung.

LOSUNG:

e £(0,0,0) = —1

x 0
b gradf(:l:, Y, Z) = —/_1— -y = gradf(oa 0, O) =10
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= D?f(0,0,0)= 10 -1 0
0 0 -1

o f(&n, Q) =—1+3(&—n* =) +0((&+7°+ )7
Aufgabe 42: Entwicklen Sie die Funktion
f:R" >Rz~ e~ le=zol?

nach Taylor an der Stelle x = x( bis einschliefllich Terme zweiter Ord-
nung.

LOSUNG:

Zuniichst sehen wir f(zo) = e llro—wol® = 0 — 1

Berechnung des Gradienten: grad f(z) = —2e~1#=20l* (1 — ) = grad f(z0) = 0

Berechnung der zweiten Ableitungen: D2 f(z) = —2e~l#=#0l*. 1 4 4e~lle=ol* (7, —
zo)(z — 20)7T

= D’f(zo)=—-2-1

Somit gilt

Flao +€) =1+ 50+ € — o) (~20) (o + € — 7o) + O(€])

=1-(©)"(1)(€) +O(lel*)
=1—[il* +O(ligl®)

Aufgabe 43: Sei a € R™ gegeben. Entwicklen Sie die Funktion f(x) = ||z — a|| nach
Taylor an der Stelle x( bis einschlieBlich Terme zweiter Ordnung.



LOSUNG:
f(z) =z —al = ((xl —a) (g —ax)®* + ...+ (z, — an)2)%

setze v = 29+ h,h € R"

f(wo +h) = f(xo) + grad f(zo) - h+ %DQf(l‘o)h b+ O(|[Al)
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Insgesamt ergibt sich
(o —a) r—a) (x—a)T

Fzo+ 1) = [lzo —al + )nh+oww%
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Zusitzliche Erlduterung: (Nicht Teil der Losung!)
Mit der Bezeichnung g = grad f(zg) erhalten wir

flwo+h) = f(zo) +g-h+ (17 = (g - 1)?) + (IAIF).

1
2||zo — all



Dabei ist offenbar ||g|| = 1, also ist g der Einheitsvektor, der von a in Richtung x
zeigt. Der lineare Term (also die Approximation der Anderung in erster Ordnung) ist
daher die Projektion von h auf die Gerade durch xy und a. Hier spielt also nur der
Anteil von h eine Rolle, der auf a zu oder von a weg zeigt, nicht der Anteil , seitwérts*.
In dhnlicher Weise erklirt sich der quadratische Term: Mit s* = ||h]|> — (g - h)? ist s
der ,,Seitwérts-Anteil von h (Pythagoras!). Der Term zweiter Ordnung beriicksichtigt
also die Anderung , seitwirts®.

Die Skalierung iiberlegt man sich beispielweise folgendermafien: Mit a = (0,0)7, 2y =
(1,0)" und h = (t,s)" erhélt man f(zo+h) = 14+ t+ 15>+ O(||h||*). Zu zo = (L,0)"
erhélt man die skalierte Gleichung M =1+i+1 (%)2 + O(]|h]|?). Multiplikation
mit L = ||xg — al| ergibt schlielich dle obige Form.

Aufgabe 44: Bestimmen Sie fiir die Funktion

g(x,y) = \/ (Va2 +y?—R)?2, 0<r<R,

die Taylor-Entwicklung an der Stelle (R, 0) mit Restglied der Ordnung
3.
Tipp: Finden Sie eine Funktion A(-), so dass g(x,y) = h(d(z,y)) mit

d(z,y) = /2? +y*

LOSUNG: g(z,y) = h(d(x,y)) mit d(x,y) = /22 +y? und h(p) = /12 — (p — R)? =

)
dy(z,y)
) do(,y)” + W (d(2,Y)) duw(, y)
) y
) y

(d(z,y)) da
Gy (T, —h”(d(%y) de(,y) dy(x,y) + h'(d(2,y)) duy(2, y)
guy(@,y) = W' (d(x,y)) dy(2,y)* + B (d(z,9)) dyy (2, )
mit
do(z,y) = d(; "
dfﬂy(x7y) d(;cyy)3
dyy(z, y) -



und

An der Stelle (R, 0):
d(R,0) = R
d,(R,0) =1
d,(R,0) =0
dzz(R,0) = dpy(R,0) =0

R* 1
dyy(R, O) - E - E

und

Es folgt

9:(R,0) = I'(R)
9y(R,0) = 1'(R)

Die Taylor-Entwicklung ist dann

o(w.) =7~ 5-(r = BY +O(l(z ~ R.y)|)



