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Aufgabe 49: Sei 2o € R? und
7 ={reR*|2*+9* =1}

Finden Sie mit Hilfe des Satzes {iber Extrema unter Nebenbedingungen
Ty € Z, so dass der Abstand zwischen z; und xy minimal ist.

LOSUNG: Wir miissen die Funktion

fy,2) = (x—20)> + (y — %0)* + (2 — %)

unter der Nebenbedingung
g(z.y,2) =" +y* =1 =0
minimieren. Dazu bilden wir die Lagrange Funktion

f(xayasz) = f(l‘,y,Z) - Ag(l’,y, Z)
= (x—20)" + (y — %) + (2 = 20)* = Aa® +y* = 1).

8F(x Y, 2, \) = 2(x —x9) — 2\ =0
L (z,y,2,\) = N 2(y —yo) —2X\y =0
8F(m Y, 2, ) = 2(z—20) =0
©Fx,y,z,\) = P+ —-1=0
Daraus folgt z = 2,
Lo Yo
S T e A
Einsetzen in die Nebenbedingung ergibt
R R
e N
& o +yg = (1—N)?

& AN=1=% /23 + 942

und damit kénnen wir nun x und y ausrechnen:
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Aufgabe 50: Bestimmen Sie denjenigen Punkt Py = (z0, yo, 20) auf dem Rotationshy-
perboloid H := {(z,y,2) € R? | 22 + y* — 22 — 1 = 0}, der vom Punkt
(1,—1,0) den kleinsten Abstand hat.

LOSUNG: Minimieren Sie die Funktion

2

x 1
f(xvyaz) = Yy - —1
z 0

unter der Nebenbedingung
g(z,y,2) =2+  — 22 —1=0

f ist das Quadrat des Abstandes!
Zur Losung bilden wir die Lagrangesche Funktion

F(flfa%z»)\) = f(xaya Z) - )\g(l',y,Z)
und wenden den Satz iiber Extrema unter Nebenbedingungen an.

OF =F,=fr— Mgz =2(x—1)—2\z =0,
OF = F,=f,—Agy,=2(y+1)—2\y =0,
0. F=F,=f—Xg.=224+2X2=0,
EAF:F)\:—g:O.
22(1+X) =0
=2 2y1 =N +2=0 & y(1—-XN)=-1
26(1-A\)—2=0 & 2(1-\) =1
:>1—)\:—1:1
y

cE=3] BA1Y
und ([z = 0] oder )



Fall 1: x = —y und z=0:
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Fall2: d=—-1 = 1—-A=2:
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dy+2=0 = y=—
4 —-2=0 = z=1.

1 1 1 1 9
=0=g(=-,—=,z2)]=-4+-—2"—-1

27 2 4 4
1
S — 3~ 1= —3 keine Losung!
. . . . _ L _L
Der minimale Wert ist also: (v/2 — 1)2 ( f f,())
Beachte: Die Funktion f(z,y,z) = (z — 1)? + (y + 1) + 22 ist stetig und fiir jedes
2

feste zp € R ist M,, = {(x,y,20) € IR3 P —|— y> = 1+ 22} ein(e) Kreis(linie)

mit Mittelpunkt M = (0,0, zp) und Radius R = /1 + 22, also abgeschlossen und

beschrénkt. Daher besitzt f in M,, sowohl Minimum als auch Maximum.

Bemerkung: Am obigen Gleichungssystem erkennt man, dass der Verbindungsvektor

(xo — z,90 — Y, 20 — 2) parallel zu grad g(z, y, z) liegt.

Aufgabe 51: a) Bestimmen Sie das Maximum der Funktion f(x,vy,z) := 2?y?z?
unter der Nebenbedingung 22 + 3% + 22 = 1.

b) Folgern Sie die Ungleichung
Yahe < G0 FC
- 3

zwischen dem geometrischen Mittel vabc und dem arithmetischen
Mittel %HC, welche fiir alle nichtnegativen a,b,c € R gilt.

Tipp: Zeigen Sie /x%y?z? < 3 falls 2® +y? + 2% = 1.
a 2 __ b 2 __ c
a+b+c’? y = a+b+c’ == a+b+c”

Setzen Sie 22 =

LOSUNG:

a) Auf der Kugeloberfliche 22 4+ y? + 2% = 1 nimmt die Funktion

f(z,y, 2) = 2*y*2?



einen grofften Wert an, da f stetig ist und die Kugeloberfliche beschrinkt und
abgeschlossen ist.

Nach dem Satz iiber Extrema unter Nebenbedingungen bilden wir:
F(:L“, Y, z, )\) = ZL‘2y22’2 — )\(xz + y2 42— 1)

und erhalten durch Ableiten:

O F(x,y,2,\) =0 (20?22 =2 2 =0 )
F(z,y,2z,\) = - 222y22 — 2 y =0
F(z,y,z,A\) =0 20%%z — 20z =0
F(z,y,z,\) = \:B2+y2—|—z2—120)

Qx(yz —)\)—O )
(952 —A) =
22(2%y" — A) =
1=

k:1:'4—y—i-z

O
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Die Losungen mit * = y = z = 0 konnen wir ausschliefien, da f(0,0,0) =
0 offenbar der kleinste Wert von f iiberhaupt ist und (0,0,0) nicht auf der
Kugeloberfliache liegt. Die anderen (moglichen) Losungen ergeben:

A= y22% = 1222 = oy

=12 =y? =22 und A\ =zt =yt = 2.

1
:x2:y2222:§, wegen der Nebenbedingung z? + y? 4+ 22 = 1.
1

:>)\:a;4:§und
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Dies liefert den maximalen Wert von f unter der Nebenbedingung a2 +y?+ 22 =
1, da f seinen grofiten Wert auf der Kugel annimmt und in allen in Frage
kommenden Punkten denselben Wert — ndmlich % — hat.

Aus dem vorherigen Aufgabenteil wissen wir, dass fiir Punkte auf der Kugelo-
berfliche der Einheitskugel gilt

1 1
< — o 222 <
f(x,y,Z)_z,? Ty S o
Daraus folgt
2 2 2
V21 3 3
fiir alle (z,y, z) € R mit 2% + y? + 22 = 1.
Setze nun
2 _ a 2 = b 2 _ ¢
a+b+c = a+b+c a+b+c ’

dann folgt daraus



Die so gewahlten x, y und z erfiillen also unsere Nebenbedingung. Somit kénnen
wir sie einsetzen in

1
3/2,2.2 « =
x2y?2? < 3
und erhalten
5 abe 1
< Z
(a+b+c)P 3
s 3abc<a+b+C
- 3

fiir alle a,b,c € R mit a,b,c > 0und a + b+ ¢ > 0.

Aufgabe 52: Betrachten wir einen Kreis vom Radius r, der mit der Geschwindigkeit

1

v = (0) die z-Achse entlang rollt. Es sei P derjenige Punkt, mit dem

der Kreis den Koordinaten-Ursprung beriihrt.

a) Geben Sie eine Parametrisierung der Kurve an, die P durchluft.

—

LTy

b) Zu welchem Zeitpunkt und wo beriihrt der Punkt P zum zweiten
Mal die z-Achse?

¢) Berechnen Sie die Bogenlidnge der Kurve, entlang derer sich der
Punkt P bis zur zweiten Beriihrung entlang bewegt hat.

Tipp:
cos(2a) = 1 — 2sin’(a)

LOSUNG:

a) Sei G der Mittelpunkt dieses Kreises und G(t) = Gy + vt = ( S ) +1 ( (1) )

die Parametrisierung der Bewegung von G, wobei t die Zeit ist.

P rotiert um G und daraus kann man X — G als X — G = (_T sm(wt))
—r cos(wt)

parametrisieren, dabei ist w die Winkelgeschwindigkeit, die sich als w = % ergibt.

Dies wird anschaulich klar, wenn man sich iiberlegt, dass bei gleicher Geschwin-
digkeit ein halb so grofler Kreis doppelt so oft rotiert.

Damit schlielen wir, dass die Parametrisierung von X sich schreiben lésst als

- (0)+)+ () - 0)- ()

b) Der Punkt P beriihrt immer dann die z-Achse, wenn die y-Komponente von



X (t) gleich Null ist, das heifit wenn

Zur Zeit t = 0 berithrt der Punkt P die x-Achse also zum ersten Mal und die
zweite Berithrung findet zur Zeit t = 27r statt.

c) Die Bogenlinge der Kurve, entlang derer sich der Punkt P von der ersten bis
zur zweiten Berithrung mit der x-Achse bewegt hat, berechnet sich wie folgt:

s(2mr) = / ) de
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Da sin (5¢) > 0 fiir £ € [0, 277] gilt

27r
s(2mr) = 2/0 sin (2%5) d¢

1 2rr
= —4 —
T COS <2r£>

=—4r(-1-1)
= &r.

0



