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Aufgabe 14: Vereinfachen Sie die folgenden Summen:

a)

10
E (ai — aiy1),
i=1
b)
10 10
E E Q5 — A;.2;-
=1 j=1 =1 j5=1

LOSUNG:

a) Z;&(ai - az‘+1) = 2;21 a; — Ziﬂl Qjy1 = 22-121 a; — leig a; = a1 — an
b)

10 10 10 10
)S)ITED ) NI 3) SITE Zam
=1 j=1 =1 j5=1 =1 j=1
10 5
= Y O aisi)
=1 j=1

Aufgabe 15: Zeigen Sie mit Hilfe vollstdndiger Induktion:

E:H n(n+1)2n+1) ;

b) n! > 2771,
LOSUNG:
Zu a)
TA):n=1:
. 1
YR =-1-2-3 V.
6
k=1
(IAn): Zk2 n(n+1)(2n + 1) fiir ein n € N.
(IS): n~»n+1:
Beh.:

zy9=gn+nm+m@n+m



Bew.:

n+1 n
Yok = > K+ (n+1)
k=1 k=1

_ %n(n+1)(2n+1)+(n+1)2
_ é(n+1)-(n(2n+1)+6(n+1))
_ é(n+1)-(2n2+7n+6)

_ %(n+1)(n+2)(2"+3> v

Zu b)
(TA): Fiir n = 1:
=1>1=2" v.
(TAn): n! > 2"~ fiir ein n € N.
(IS): n~»n+1:
Beh.:
(n4+1)! >2"
Bew.:
Es gilt
(n+1)!'=m+1n!>n+1)2""1>2.2"1 =2",

Aufgabe 16: Die Zahlenfolge (a,) sei rekursiv definiert durch
ag = 1, pn=0ap—1+2n+1 (n=1,2,...).

Man gebe eine explizite Formel fiir das allgemeine Glied der Folge an
und beweise diese Formel!

LOSUNG: Die Losung ist
an, = (n+1)%

Wir beweisen dies mit vollstdndiger Induktion iiber n.

a) Induktionsanfang (IA): Fiir n = 0 ist die Formel richtig:

ap=(0+1)?%=1

Induktionsannahme (IAn): Die Formel

an = (n+1)°

sei richtig fiir ein n € N.
Induktionsschritt (IS): n ~»n +1
Beh.: Die Formel ist richtig fiir n + 1 € N:

an+1:(n+2)2
Bew.:
ni1 =0 +2n+ D+ 1=(n+1)+2n+3=n>+4n+4=(n+2)>

Also gilt die Formel fiir alle n € N = {1,2,3,...}.



Aufgabe 17: Berechnen Sie den Grenzwert der Folge (a,)nen:

. —Tn?’4+3n—1 .
a) an = —EEE

. 3n4n—2 .
b) a := Cnvn)®

) an =1+ 5)" ;

Tipp: Wenden Sie die Bernoullische Ungleichung einmal auf a,

und einmal auf ai an und zeigen Sie damit, dass
n

1
an21+_
n
und n
p< iy —
tn = +n2—n+1
gelten.

Berechnen Sie die Grenzwerte dieser beiden Folgen.

LOSUNG:

a)

~m?+3n—-1 n*(-7+2-1) —7+%—n—12_> 7
a”I’L: = = _——
5n? +5 n?(5+ %) 54 % 5
fﬁrn—>+oo,da%,—#,%—>0ﬁ'1rn—>+oo.
b)
nB+5—-%) 3+5-—3% 3 3
T B0 Ly 2+ Lp B8
vn vn
fiirn—>—|—oo,da#,—%,\%ﬁ—ﬂ)fﬁrn%q%)o.
¢) Beh.: a, = (1+ 5)" — 1 fiir n — +o0.
Beweis: Wegen der Bernoulli-Ungleichung gilt:
1., 1 1
b I _( n’ )"
o T R E T ) e
241 -1\" 1 " 2 — 1
_ n"+1-1 (1 > n__n n+
n?+1 n?+1 n?+1 n?+1
n?+1 n*—n+1+n n
=a, < = =14+ —-——
n?—n+1 n>—n-+1 n>—n-+1

D.h. also : a, = (14 1/n?)" — 1 fiir n — 400, da sowohl 1+ + — 1 als auch

1+ —ngfnﬂ — 1.



