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Aufgabe 21: Zeigen Sie, daf eine nichtleere, beschrinkte Menge M C R ein Infimum
hat, indem Sie wie folgt vorgehen:

a) Definieren Sie eine Intervallschachtelung ([k;, x;])ieny  mit
[kiv1, xit1] C [ki, x;] fir das Infimum.

b) Zeigen Sie, dass die Folgen (k;);en, (z;)iew konvergieren.

¢) Zeigen Sie, dass beide gegen denselben Grenzwert konvergieren.

d) Zeigen Sie, dass dieser Grenzwert das Infimum von M ist.
LOSuUNG:

a) Sei M C R nichtleer und nach unten beschrinkt. Dann gibt es ein xy € M und
eine untere Schranke ko von M.
Setze Iy := [ko, zo] und M, : k°+$° die Mitte des Intervalles I,.
Fall 1: M N [ky, M) =
Dann ist M, eine untere Schranke von M.
Wir definieren dann z; := xg und k; := M,.
Fall 2: M N [ko, Mo[# @

Dann gibt es einen Punkt 1 € M mit z; < M,. In diesem Fall setzen wir
k’l = ko.

Wir erhalten also ein Intervall I; = [k;, x1] mit den Eigenschaften:

1) [ko, xo] D [k1, 1],

i) v1 € M,
iii) ki ist untere Schranke von M,
iv) x (o — ko).

Dieses Verfahren wiederholen wir nun mit dem Intervall Iy = [ky, z1] und M; =
’“1"5—“”1 an Stelle von [y und M, und setzen diese Vorgehensweise fort.

Wir erhalten auf diese Weise induktiv eine Intervallschachtelung:
Iy = [l{io,l’o] D) [/{31,1‘1] =D []{72,1’2] =[,D...D [k)n,$n] =1,D...
mit den Eigenschaften:

(1) x, € M,
(2) k, ist untere Schranke von M,
(3)O<l‘n—k’ S (Z’Q—ko)
b) Schauen wir uns die Folgen (ky)nenw und (z,)nen néher an, so stellen wir fest,
dass die Folge (k,)nenw monoton wachsend und die Folge (x,,),eny monoton fal-

lend ist. Gleichzeitig gilt stets k, < =z, fiir allen € INy. Daraus folgt die
Konvergenz der Folgen (k,)nen und (2,)nen-



c) Aus Aufgabenteil b) wissen wir bereits, dass die Folgen (k,)new und (z,)nen
konvergieren. Sei nun k der Grenzwert der Folge (k,)nenw und T der Grenz-
wert der Folge (z,)nen. In Aufgabenteil a) haben wir festgestellt, dass folgende
Ungleichung gilt:
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Betrachten wir nun das Verhalten fiir n — oo, so erhalten wir
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D.h. beide Folgen konvergieren gegen denselben Grenzwert.

d) Es bleibt zu zeigen, dass k das Infimum von M, also die grosste untere Schranke
von M ist.

Nach Konstruktion gilt:

i) Fiir jedes x € M ist © > k, fiir alle n € Nj.
= x > k durch Grenziibergang.
Also ist k eine untere Schranke von M.

ii) Sei k eine weitere untere Schranke von M.
Annahme: k > k.
& k—k>0
Aus Aufgabenteil a) wissen wir bereits, dass

wéhlen wir nun n gro3 genug, so kann man =z, — k, wie folgt weiter

abschétzen: .
= T < k Widerspruch dazu, dass k untere Schranke von M ist.
= k <k, d.h. k ist grosste untere Schranke von M. [

Bemerkung: Der Beweis dafiir, dass jede nichtleere, beschrinkte Menge M C R ein
Supremum hat, kann anaolg gefithrt werden.

Aufgabe 22: Welche der folgenden Funktionen lassen sich an der Stelle z = 1 stetig
erganzen, welcher Funktionswert ergibt sich:

W fa)= TRy = L
2 =5 20 — 2
O hw)= g d) k@)=

LOSUNG:



a)

Es gilt:
??—3r+2=(x—1)(z—2)
und daher
> =342 a1
z—1 B
Also ist die Funktion f(x) an der Stelle z = 1 stetig ergénzbar mit dem Funk-
tionswert

r—2——1 fir x = 1.

f(1):=-1
Wir beachten, dass
r—1=(Vr—1) (Vz+1)
gilt und erhalten daher
\/5_1: Vo —1 7zl ! %#:1 fir x — 1.
r—1 (Vr—-1)(Vo+1) VI +1 Vi+1l 2

Also ist die Funktion g(z) an der Stelle x = 1 stetig ergénzbar mit dem Funk-
tionswert

g(1) := %

Hier gilt:

2 =5 x—ﬁ.x+ﬁ

(z—-1)2 2-1 ax-1"
Fiir 2 | 1 (z.B. fiir die Folge x, := 1+ ) ergibt sich:
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(1) und (2) ergeben zusammen
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Fiir z 11 (2.B. fiir die Folge z,, := 1 — 1) ergibt sich dagegen:
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(3) und (4) ergeben zusammen

2 =5

— — fii 1.
1) — —oo fiir 1

Also ist die Funktion hA(z) an der Stelle = 1 nicht stetig ergéinzbar. Als
Funktionswert ergébe sich (die Formel ist formal, d.h. symbolisch zu verstehen):
—4
h(l) = — = —o0.

(1) 3 00
Man sagt, die Funktion h(z) besitzt an der Stelle z = 1 eine Polstelle ohne

Vorzeichenwechsel.



d) Die Funktion k(x)

20 — 2 § >
‘ { 1 firz>1 ist stetig fiir  # 1 und

22 —2] | -1 firz<1
hat an der Stelle z = 1 eine Sprungstelle mit einem Sprung der Hohe 2 von —1
auf +1 als Unstetigkeit. Sie ist an der Stelle x = 1 also nicht stetig ergénzbar.
— Skizze anfertigen!

Aufgabe 23: Zeigen Sie, dafl jedes Polynom ungeraden Grades eine Nullstelle hat.
Tipp: Benutzen Sie den Zwischenwertsatz!

LOsunG: O.B.d.A. sei unser Polynom
p(z) = 2" o™ + .+ er

normiert.

Da p(z) = 2*"** [1 4 2
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Man kann daher Stellen a < b finden mit p(a) < 0 und p(b) > 0.
Deshalb gibt es ein 2y € [a,b] mit p(xg) = 0 nach dem Zwischenwertsatz, da p(z)
stetig ist!

Bemerkung: Die Losung der Aufgaben ist hier zu Ende. Man kann zusétzlich ein kon-
kretes b < oo angeben, fiir das gilt p(b) > 0. Dazu gehen wir wie folgt vor:

Fiir 2 > max(1,2 (37, lc])) = 1> 0 gilt:

P(x) = con®®™ + ...+ co

. 2n
N z>1 (] Dreiecksungl. 1
Ip(x)] < (;]czn +...+ Co!) T < (5 E \c,,]) gt
v=0

Da x > 1 und gleichzeitig x > 2 (212/10 |c,]), kann man [p(z)| schlielich wie folgt
abschétzen:

x2n+1

N | —

p(z)] <

1
x2n+1 _ _l,2n+1

2
= %x%“ >1/2>0.

= p(a) = 2™ + plx)

v

Also kann man b = max(1, 2 (Z?/Zo |c,|)) wiihlen.
Entsprechend findet man ein a mit p(a) < 0!

Aufgabe 24: Bestimmen Sie Supremum und Infimum der folgenden Mengen:
a) A={z| —2<x <5},
b) B={z|z*<5},
c) C={z|3<2x+5<8}.

Welche Mengen haben ein Maximum bzw. ein Minimum? Schreiben Sie
die Mengen jeweils als Intervall.



LOSUNG:
a) Fir die Menge A ={z| —2 <z <5} gilt:
supA =5 =max A

und
inf A= -2,

aber —2 ist kein Minimum von A. Zur Begriindung beachten wir, dass nach
Definition der Menge A gilt:

r <5 firalle z € A.
D. h. 5 ist obere Schranke von A. Ausserdem gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es ein x € A derart, dass
d—e<xz<h.

Denn wir kénnen ja zum Beispiel z = 5 — 5 € A wéhlen, um die gewiinschte
Ungleichung zu erhalten. Also ist 5 kleinste obere Schranke von A. Da 5 € A,
gilt demnach sogar

max A =5 = sup A.

Entsprechend sieht man die Aussage fiir —2 ein:

e —2 ist untere Schranke von A nach Definition von A.

e —2 ist grosste untere Schranke von A, da es zu jedem € > 0 ein z € A gibt
derart, dass
—2<r<-2+c¢.

Wihle z. B. v = =2 + 5.
e —2 ist kein Minimum von A, weil —2 ¢ A.
A= (-2,5]
b) Fiir die Menge B = {z | 2* < 5 } gilt:
supB=+5 und infB = —v5,

aber v/5 ist kein Maximum von B, weil V5 ¢ B. Entsprechend ist —/5 kein
Minimum von B, weil —/5 ¢ B. Dazu beachten wir, dass gilt:

B={z|s?<5}={z| —V5<z<5}

und benutzen die gleiche Argumentation wie in a)!
B = (~V5,V5)
c¢) Fiir die Menge C' = {x |3 < 2z 4 5 < 8 } gilt schliesslich:
supC = max(C = g und infC' =minC = —1.
Denn es gilt:
3<2x4+5<8 & 0<2r+2<5
&S 2<2xr<3 & —1§x§g,

woraus mit der Argumentation von a) die Behauptung folgt.
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