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Aufgabe 29: Berechnen Sie Vu(z,y, z) = (%(m,y, 2), g—Z(x, Y, 2), g—g(x,y, z)> fiir die

Funktion u(z,y,z) = /22 + 3% + 22 . Welche Flichen ergeben sich fiir
R > 0 als Niveaumengen {(z,y, 2) | u(z,y,z) = R} ?

LOSUNG: u(z,y,2) = /22 + y? + 22
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u(r,y,2) =R & 22 +y*+22=R?
Niveaumengen sind Kugeloberflichen mit Mittelpunkt (0,0,0) und Radius R > 0.

Aufgabe 30: Die Funktionen f1, fo, f5,..., f, seien stetig differenzierbar. Zeigen Sie
durch vollstandige Induktion die Formel (Produktregel fiir n - Faktoren):

(froforforreo fo) = floforfaroer £,
VR Sy faee fut
+fiforfzeoee fo1 - [ -

Tipp: Wie lautet die Formel fiir n = 3 und wie kann sie auf den Fall
n = 2 zuriickfithren? Der Induktionsschritt im allgemeinen Fall 148t sich
dann entsprechend durchfiihren.

LosuNa: (IA): n=2:
(fi-f) =f1 - fo+ fi-fy Produktregell — Vorlesung/Skript!
Zwischenbemerkung (nach Tipp): n = 3:
(fr-fo-f3) =f-fa-fatfr-fofat+fiforfs
Beweis: Setze: f1- fo =i ¢

= (fi-fa-f3) = (9-fs)
g fs+g-fy (Produktregel!)
= (fi-f) st h-forfs
= (fi-fot+fi-f5) fs+ fi-fo- [y (Produktregel!)
= fi-fa-fsth-fo-fs+h-forfs ¥
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(IS): n~>n+1:
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Beweis: g := f1-...- [
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Folgerungen:

Aufgabe 31: Sei f : [a,b] — R differenzierbar mit f(a) =0, f(b) =1 und f'(a) = —1.
Zeichnen Sie eine Skizze und zeigen Sie folgendes:

a) Es existiert ein h > 0 so dass f(a + h) < 0.
Tipp: Verwenden Sie den Satz von Rolle aus der Vorlesung.

b) Es existiert ein xy € (a,b) mit f(xg) = 0.
c¢) Es existiert ein 1 € (a, xo) mit f/'(x;) = 0.
LOSUNG:

a) Da die Funktion f differenzierbar in a ist, existiert nach einem Satz aus der
Vorlesung eine Funktion o : R — R mit

fla+h) = f(a)+ f'(a)h + o(h) und # P29,

was dquivalent ist zu

fla+h) = f(a)
h

—O<h) und @ 19 0.

h h

= f'a) +

Da f(a) =0, f'(a) = -1 <0, h > 0 und %h) beliebig klein wird, muss (sobald

|O}f)| < 1ist) f(a+ h) < 0 sein. Diese Behauptung gilt auch fiir jedes A mit

0<h<h.

b) Da jede differenzierbare Funktion auch stetig ist, a+h < b mit h geniigend klein
und f(a 4+ h) < 0 < f(b) existiert nach dem Zwischenwertsatz ein xy € (a,b)



c) Da f differenzierbar und f(a f(zo) existiert nach dem Satz von Rolle

) =
ein x1 € (a,zo) mit f'(x1) = 0.

Aufgabe 32: Zeigen Sie, dass gilt:

sin (z + y) = sin (z) cos (y) + cos (z) sin (y) fiir alle z,y € R,
und  cos(x + y) = cos (x) cos (y) — sin (z) sin (y) fiir alle z,y € R.

Tipp: Vergleichen Sie hierzu die Herleitung der Formel e*1¥ = e® - e¥
aus der Vorlesung und definieren Sie

g(x) = sin(z + y) — (sin (z) cos (y) + cos (x) sin (y))
h(z) = cos(x + y) — (cos (x) cos (y) — sin () sin (y) .)

Betrachten Sie beide Gleichungen gemeinsam und verwenden Sie: Gilt
fiir zwei Funktionen g(z) und h(x): g(x)*+h(x)* = 0, dann folgt g(z) = 0
und h(z) =

LOSUNG:
g(z) :==sin(x +y) —sinx cosy — cosxsiny

g(0) = siny—0—siny-1=0, da cosO=1, sin0=0

g (x) = cos(x+y)—coszcosy+ sinzsiny
h(z) := cos (z +y) — cosxcosy + sinxsiny = ¢'(x) !

h(0) = cosy —cosy+0, da cosO=1, sin0=0

h'(z) = —sin(z+y)+sinzcosy + coszsiny
= —g()
Zusammen haben wir ¢’ = h und I/ = —g. Wir zeigen nun ¢*(x) + h?(x) = 0 fiir alle

z € R.

Fiir z(z) := ¢*(x) + h*(z) gilt 2(0) = 0 (s.oben).
und 2’ = 2g¢’ 4+ 2hh' = 2(gh — hg) =0 = z(z) =0!
= ¢g(z) =0 und h(z) =0 = Beh.!



