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Aufgabe 37: a) Gegeben seien die Vektoren

1 -1 -2 2
Vi = 1 , Vo = 2 , V3 = 13 , Vyqg = 11
1 -1 -2 2

Zeigen Sie, daf diese vier Vektoren des R? linear abhingig sind.
b) Bilden die drei Vektoren

2 3 1
Wi = 1 , Wog = -1 , W3 = 3
0 1 -1

eine Basis des R3? Falls nicht, so geben Sie bitte einen Vektor x € R?
an, der sich nicht als Linearkombination dieser drei Vektoren darstellen
1683¢.

Tipp: Beriicksichtigen Sie die Eigenschaften des Kreuzproduktes a A b
zweier Vektoren a,b € R?.

¢) Sind die drei Vektoren

1 3 1
uy=1 2 ,ug = | 2 , Uz = 1
3 1 2

linear unabhingig? Bilden Sie eine Basis des R*? Wie lauten die Koor-
dinaten des Vektors

1
1
1
beziiglich dieser Basis?
LOSuUNG:
a)
0
/\U1+MU2+I/U3+£U4: 0
0
L X — u — 20 4+ 26 =0
S Il A+ 20 + 183y + 11E = 0
mr: x — w — 2v 4+ 26 =0

Man erkennt: I=III!
I © A=p+2v—-2¢
FEinsetzen in II:
pw+2v =26 4+2u+13v + 116 =0
& 3u+15v4+9¢ =0
& |p+5v+3 =0

& ‘,u:—51/—3§‘
= A= —hv—3E+2w— 2
|\ = —3v — 5¢]




Wiéhle v, 6 =1 = p=-8=\.
Also gilt z.B.: (—=8)v; + (—=8)vy + v3 + vy = 0!

(Direkt nachrechnen!) D.h. vy, ..., vs sind linear abhéngig.

b) (D Lineare Abhingigkeit:

0
AWy + pws +vws = | 0
0
L2\ + 3u + v =0
& I X - pu + 3v =0
I11: w — v =0
I & p=v.

Einsetzen in I A=y —-3v=v —3v = —-2v
Einsetzen in : 2\ = —v —-3u=—v —-3v=—4v = A= -2v V
Wéhlev=1:= p=1, A= -2

= (—2)w1+w2—|—w320 =4 w1:%w2+%w3

D.h. {wy, ws, w3} sind linear abhéngig und bilden daher sicher keine Basis.
2 Es gilt:

3 1
We X W3 = Wy AWy = -1 X 3
1 —1

1-3 —2 0

= 143 | = 4 #1 0

9+1 10 0

= {wq, w3} sind linear unabhéngig.
Denn sonst: da # 0 mit w3 = aws

0 0
:>U)wagzng(Oé’wg):Oé(U)QX’wg):Oé' 0 = 0
0 0
Wegen (D) gilt also: span{w, we, w3} = span{ws, w3} .
0
span{wsy, w3} ist eine Ebene F im R? durch den Nullpunkt [ 0 | € R3
0
0
mit wy X w3 # [ 0 | als Normalenvektor!
0
Es gilt:
2 —2
wl-(w2><w3): 1 . 4 :—4+4—|—OIO
y 0 10
#0 £0

= w € dieser Ebene E, d.h. wy € span{ws, w3} = span{wy, ws, w3} .



c)

Die Ebene E ist beschrieben durch:
E={r cR%z- (wy x w3) =0},

d.h. E enthilt alle Vektoren z € R?, die senkrecht (=orthogonal) zu wsy X w3
sind.

-1
Der Vektor z = 2 liegt nicht in F, wegen
5
-1 -2
z - (wy X ws) = 2 || 4 | =2+8+50=60>0!
5 10
-1
Daher lasst sich z = 2 nicht als Linearkombination von w, und

5
ws und wegen (I) auch nicht als Linearkombination von wi, ws und w;
darstellen.

(D Linear unabhéngig:

0 I: A+ 3u + v =0
Auy + pug +vuz = | 0 = I 2\ + 20 + v =0
0 Ir: 3x + p + 2v = 0

I=I A+ 3u + v =0

[T"=II-2I: — 4dp - v 0

III’=II1I-3I: - 8u — v 0

I"=r A+ 3u + v =0

I =IT": — dp — v = 0

117 =1I11"-211": v =0

v=0 = (Einsetzen in II'!) y =0 = (Einsetzen in I"!) A =0

D.h. {uy, us, ug} sind linear unabhéngig.



X1

2) Erzeugen R*: Auj + pus +vug = = | 9
Zs3
A+ 3u + vo= o1
& 2\ 4+ 24 + v = 1y
3\ + H + 2v = I3
A+ 3/L + v = 1
= — Ay — v = x9—214
- 84 — v = x3—311
A+ 3u + v = x
& — 4dp — v To — 271
Vv = x3—3r1 — 2T +4x1 =21 — 229 + T3

S (—dp=v+4zy—2r1 =21 — 209 + T3+ T3 — 207 = —x1] — Ty + T3
1
& ,LL:Z(xl—FxQ—xg)

A= 21 —-3u—v
= xl—%xl—%$2+%$3—$1+2132—$3
= = —%xl + g:pg — %l‘g

= }l(—3$1 + 5$2 — [L’g)

= (—1) Bz — Bay + x3)

D.h. {uy, uz, u3} erzeugen auch R* und mit (I) zusammen bilden sie daher
auch eine Basis!

(3) Koordinaten des geg. Vektors bzgl. dieser Basis:

1
Wollen wir den Vektor | 1 | bzgl. der Basis {uy, us, u3} des R? darstellen,
1
1
so setzen wir in 2) x = [ 1 | und erhalten
1

1 1 1 1
A=—B-5+1)=- =—-(1+1-1) =~ =1-24+1=0.

1
D.h. bzgl. der Basis {uy, us, uz} des R? lauten die Koordinaten von | 1
1

O il =

Aufgabe 38: Welche der folgenden Teilmengen des R? sind Untervektorriume?

a) {(1,z,y)|z,y € R} ja O nein [J

b) {(z,z,z)|x € R} ja O nein [J

(o}

x1,To, x3) | 201 + T2 = Bas} ja O nein O

) A(
) A(
¢) {(x,22,3z) |z € R} ja O nein [J
) A(
) A(

e) {(z1,m9,23) | 21 + 229 = T} ja O nein O



LOSUNG:

a) Nein!
Uo:={(1,z,y) | =,y € R} ist kein Untervektorraum des R?, da (0,0,0) ¢ Uy .
Aber Uy = (1,0,0) + Uy = (1,0,0) + {(0,2,%) | #,y € R} ist affiner Unterraum!

b) Jal

U = {(z,z,2) |z € R}
1
=z 1| |zeR
1
0 1
U, ist Gerade durch | 0 | € R?® mit Richtungsvektor | 1
0 1

aclU; = lacelU VIXeER,

a,belU; = a+beU;.

c) Jal
1
Uy={(x,22,3z) |[reR}=<Sz-| 2 | |[z€R
3
wie b)!
d) Jal
U3 = {([El,CL’Q,Ig) | 21‘1 + 29 = 51‘3}

= {(x1,29,23) | 221 + 22 — bxg = 0}

{(anm.3) | =ty + s = —zy = 0}
X1, T, X — + ——Ty — —(—T3 =

1, %2, T3 T 302 TG

Us ist also eine Ebene im R3, die den Ursprung enthilt.

e) Nein!
Uy ={(x1,29,23) | &1 + 2290 =7} = (0,0,0) ¢ Uy!

Aber Uy ist affiner UR:

U4 = (1,3,0) + {(.Tl,l’g,l‘g) | T+ 2132 = 0}'

Aufgabe 39: Es sei P¥ = span{1,t,#2,--- ,#*} der Vektorraum der Polynome, deren
Grad hochstens k(€ IN) sei. Zeigen Sie, dass

U:={peP" p5) =0, p(7) =0}

ein Unterraum von PF ist.

LOSUNG:

Wt art + ag
WP 4 at 4 ag
5) 5kak—|—5k*1ak_1—|—...+5a1—l—a0:0
7)="Tap+ ...+ 7a; +ay=0

pePr: pt
pelU : p
(
(



Behauptung: U ist Untervektorraum von P* .
Nachweis:

Um zu zeigen, dass eine Teilmenge U C V eines Vektorraumes V' ein Untervektorraum
ist, geniigt es,

DoeUCV,

@zeU, NeK = M eUund

B z,yelU = z4+yelU

zu zeigen,denn

(A1),(A2) gelten wegen 3) und U C P*,
(S1),(S2) gelten wegen 2) und U C P*,

(A3) gilt wegen (D),

(A4) folgt aus 3) und ) mit A = —1 und
(D1), (D2) folgen aus (2), 3) und U C P*.

D po(t) :==0-t*+...+0-t+ 0, das Nullpolynom ist € U'!
Denn: py € P* und py(5) = po(7) = 0!

@ Esseipe Uund A€ R. = Ap e U. Denn:

p(t) = aptt +... +ait +ag
p(5) = ...=p(7)=...=0 (s.oben)
() = Aat* +...+ Aa)t + Aag € P
(Ap)(5) = 5*Aap + ...+ 5Xa; + Aag
= MZ'ap+...+5a1+ag) =0,
=0

(Ap)(7) = 0 entsprechend

@pelU, qeU = p+qeU. Denn:

p(t) = at"+... +at+ag
q(t) = bpt" + ...+ byt + by
p(5) =0 & 5fap+...+5a1+ay=0
q(5)=0 & 5+ ... +5b +by=0
P+ q)t) = (ap+b)t* +... + (ag + b))t +ag+by € PF, denn
(p+q)(5) = (ax+b)5"+ ...+ (a1 +b1)5+ap + by

=0 =0

(p+¢q)(7) = 0 entsprechend




Aufgabe 40: a) Gegeben seien die folgenden drei Punkte im R3:

-2 -2 6
POI —2 y P1: —1 5 PQI 5
0 -1 =7

Geben Sie die Ebene E, welche durch diese drei Punkte geht, in
Parameterform, d.h. in der Form

E={z+ A +pq|A pe R},
mit z,r,q € R? an.

b) Berechnen Sie mit Hilfe des Kreuzproduktes eine Darstellung der
Ebene der Form F = {x € R? | nyxy + nowy + nzxs = d}.

LOSUNG: a) Wir berechnen eine Parameterdarstellung von E wie folgt:

—2 —2 -2 6 —2
E: x = =2 |+ -1 ]1-1 -2 +u 51— —2
0 -1 0 -7 0

—2 0 8

= =2 |+ 1| +p 7

0 -1 -7

Zur Probe rechnet man nach, dafl

- 2 0 2
{ B 0 } liefert x = -2 | + 1 |=(-1]=P.
r= 0 ~1 ~1
—2 8 6
{ /\:(1] } liefert x = -2 | + 7T = 5 1 =P.
H= 0 —7 —7
-2
A=0 liefert x = -2 | =5.
p=20
0

b) Wir berechnen einen Normalenvektor an F mit Hilfe des Kreuzproduktes der
beiden Richtungsvektoren von E.

0 8 T4 T 0
n=| 1 |x| 7|=|-8-0]=[ -8
-1 —7 0—8 -8

0 0 0
n-| 1]=-=8]( 1]=0-8+8=0, (V)
~1 -8 ~1
8

n-| 7]=0-56+56=0. (v)



T 0
xn=| x93 || —8 | = —8x9— 8xs
T3 —8

und wir wissen, dass Py € F, also

—2 0
d={ -2 || -8 | =16
0 -8

ist die Ebene E geben durch
E = {z€R’|zy+ a3 =-2}.

Bemerkung: Es war in der Aufgabenstellung nicht gefordert, dass n normiert ist.
Natiirlich ist die Losung £ = {x € R3| \%xz + \/Lixg = —\%} genauso richtig.



