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Aufgabe 50: Gegeben seien folgende drei quadratische Polynome

pi(r) = 22 +22+3,
p(r) = 322 +20+1,
ps(z) = 2P +z+2.

Zeigen Sie, dass diese Polynome linear unabhéngig sind und eine Basis
des Vektorraumes der quadratischen Polynome bilden. Wie lautet die
Darstellung der Polynome

p(z) =52 +50+6 und q(z)=3x+7

beziiglich dieser Basis?
LOSUNG:
(D Moglichkeit 1:

0 = Api(z) + ppa(x) + vps3(z)
= A +3u+v)2® + @A+ 2u+v)x + 3\ + pu+ 2v)

0 1

Da die Funktionen 1 = 2% z = !, 2? linear unabhingig sind (siche Vorlesung

bzw. Skript!), folgt:

A+ 3+ v =0
2V + 2+ v = 0 = A=pu=v=0.
3NV + p + 2v = 0

Denn dies ist dasselbe lineare Gleichungssystem wie in Aufgabe 77 ¢)!

Also sind die Polynome p;(x), p2(x), ps(z) linear unabhéngig.

Um zu zeigen, dass sie eine Basis des Vektorraumes der quadratischen Polynome
bilden, miissen wir noch zeigen, dass sich jedes quadratische Polynom ¢(z) =
ax? + bx + ¢ als Linearkombination von p;(x), pa(x), p3(x) schreiben lisst. Dies
fithrt auf das lineare Gleichungssystem:

A+ 3u + v = a
20 + 20 + v =
3N+ o+ 2v = c,

S

welches man wie in Aufgabe 77 ¢) 16st:

A o— (-i) (30— 5b+c)
1

po= latdb=c
v = a—2b+c.
Also bilden p;(x), p2(x), ps(x) eine Basis!
Nun rechnet man noch nach, dass
p(r) = 522 +52+6 = pi(x)+ pe(z) + p3()

= 1-pi(z)+1-pa(x) +1-p3(x)
bzw.

q(z) = 3+ 7 = 2-pi(x) — pa(z) + p3(x)



gilt.

Also p(x) die Koordinaten bzgl. der Basis {pi(z), p2(x), p3(x)}

N e

und ¢(z) die Koordinaten | —1 | bzgl. der Basis {pi(z), p2(x), p3(x)}.
1

(2 Moglichkeit 2:
(*) 0 = Ap1(x) + upa(x) + vps(x) soll Vo € R gelten.
Insbesondere gilt es fiir x =0
= 0=3\+pu+2v.
Auflerdem impliziert (*):
0= Apy(x) + pps(z) + vpy(x) Vr €R.

= (z = 0 einstzen)
0=2\+2u+v

und schlieBlich:
0 = Api () + ppy(z) +vps(z) Vo €R.
= (x = 0 einstzen)
0=2XA+6u+2v=2(A+3u+v).

Damit landet man wieder bei obigem linearem Gleichungssystem von (I) und
kann fortfahren wie in (I)!

2

Beachte: Hierbei haben wir nicht benutzt, dass 1,z, 2~ eine Basis des Vektor-

raumes der quadratischen Polynome bildet!

Aufgabe 51: Seiv = | 2 | € R%.
3

a) Welches geometrische Objekt bildet die Menge aller Vektoren
w € R3 fiir die v und w linear abhiingig sind.

b) Welches geometrische Objekt bildet die Menge aller Vektoren
w € R3 fiir die v und w linear abhingig sind und ||w|| = 1.

c) Welches geometrische Objekt bildet die Menge aller Vektoren
w € R3 fiir die gilt v-w = 07

d) Welches geometrische Objekt bildet die Menge aller Vektoren
w € R3 fiir die gilt v-w =0 und [Jw|| =17

LOSUNG:

a) Bei der Menge aller Vektoren w € R? fiir die gilt v und w sind linear abhiingig
handelt es sich um eine Gerade durch den Ursprung mit Richtungsvektor v
(ndmlich alle Vielfache von v).



b) Bei der Menge aller Vektoren w € R? fiir die gilt v und w sind linear abhingig

und ||w|| = 1 handelt es sich um zwei Vektoren w = oy und w = —

[l

c¢) Bei der Menge aller Vektoren w € R3 fiir die gilt v - w = 0 handelt es sich um
die Ebene durch den Ursprung, auf der der Vektor v senkrecht steht.

d) Bei der Menge aller Vektoren w € R? fiir die gilt v-w = 0 und |Jw|| = 1 handelt
es sich um einen Kreis mit Radius 1 in der Ebene durch den Ursprung, die
senkrecht zum Vektor v liegt.

Aufgabe 52: a) Kann man die in i) und ii) angegebenen Mengen zu einer Basis des
R? ergiinzen? Falls ja, fithren Sie diese Erginzung durch.

1 2
i) o |.| 3
—2 0
1 —2
i) o |, o
9 4

b) Kann man aus den Mengen in i) und ii) durch Wegstreichen von
Vektoren eine Basis des R? bilden? Falls ja, wie?

) () ()
() ()

a) 1) Jal Die beiden Vektoren sind linear unabhéngig, so dass ihr Kreuzprodukt
einen Vektor liefert, der senkrecht auf den beiden steht.

LOSUNG:

1 2 6
0 x| 3 = —4
-2 0 3
1 2 6
Die drei Vektoren 0O |, 3 | und | —4 | sind somit linear un-
-2 0 3

abhingig und bilden eine Basis des R3.

ii) Nein, denn diese beiden Vektoren sind linear abhéngig:

1 —2
0 = —| o
—2 4

b) i) Jal Egal welchen der drei Vektoren man streicht, die anderen beiden Vek-
toren sind linear unabhingig und bilden somit eine Basis des R2.

(%) =a(5)==(3)

Egal welchen Vektor man streichen wiirde, die anderen beiden sind linear
abhéingig und bilden somit keine Basis des R?.

ii) Nein, denn



1

Aufgabe 53: a) Schreiben Sie den Vektor a = | —2 | als Linearkombination der
5
Vektoren
1 1 2
bl - 1 ) b2 — 2 y b3 - —1
1 3 1
3
b) Schreiben Sie den Vektor @ = | 5] als Linearkombination der
4
Vektoren
1 1 0
bl - 0 ,bz - 1 ,b3 = ]_
1 0 1

c¢) Schreiben Sie das Polynom #* + 4t — 3 als Linearkombination der
Polynome t* — 2t +5, 2t> —3t, t+3.

LOSUNG:

a) Es ist das folgende lineare Gleichungssystem zu l6sen:

l=r+s+2t
—2=r+2s—1
S=r+3s+t
Lost man dieses, so erhélt man r = —6, s = 3 und ¢t = 2, also gilt
1 1 1 2
2| =—611]+3|2]|+2]-1
5 1 3 1

b) Analog zu Aufgabenteil a) erhélt man

3 1 1 0
Sl =10 +2]1]+3(1
4 1 0 1

¢) Man muss a, b und ¢ finden mit 2 +4¢ —3 = a(t? — 2t +5) +b(2t> — 3t) +c(t + 3).
Also ist das lineare Gleichungssystem

1 = a+2b
4 = —2a—3b+c
-3 = ba+ 3c
zu losen. Man erhélt a = —3, b = 2 und ¢ = 4 und damit

244t — 3= —3(t> — 2t +5) + 2(2t* — 3t) + 4(t + 3)



