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Aufgabe 58: Losen Sie folgende inhomogene Gleichungssysteme mit Hilfe des
Gauf’schen Algorithmus. Bestimmen Sie eine Basis von Ker(A) und
Bild(A), wenn A die Koeffizientenmatrix der Gleichungssysteme be-
zeichnet:

b) T+ 2£E2 + 5.CE3 +x4 = 2
T1— Xy — T3 — 2%4
CL’1+SL’2+3SL’3 = A

a) Ty + 29+ T3 =
2x1—x2+x3
5x1—x2+3x3

$1—2(L’2 = —

I
|
—_

|
—_ = O

LOSUNG: Um eine Losung des inhomogenen Gleichungssystems zu erhalten, wird der
Gauf’sche Algorithmus auf die Koeffizientenmatrix und die rechte Seite angewendet.
Der Kern wurde definiert als Ker(A) = {x € R? | Ax = 0}. Somit ist zur Bestimmung
einer Basis das homogene Gleichungssystem (also mit 0 anstatt der bisherigen rechten
Seite) zu losen. Fiir das Bild ist zu beachten, dass der Bildraum von den Spalten der
Koeffizientenmatrix aufgespannt wird. Um eine Basis zu bestimmen, miissen evtl.
linear abhingige Spalten identifiziert werden.

a)

2r1 — To + r3 = 0 — +
Sr; — To 4+ 3x3 = 1 — +
Ty — 219 + 0 —1 — +
Ty + To -+ r3 = 1
0 — 31’2 — r3 = —2 (—2)
0 — 31’2 — r3 = -2 — +
r, + To9 + r3 = 1
0 — 31’2 - r3 = —2
0 + 0 + 0 =0
0 + 0 + 0 =0
Losung des homogenen Gleichungssystems:
—3r9 —x3=0= 13 = —319

T1+ 29 — 322 =0 = 11 = 229

2

— Ker(A) = span 1

-3
Zur Uberpriifung der linearen Abhingigkeit werden Spaltenumformungen ver-
wendet:

1 1 1 1 0 0

2 -1 1 2 =3 —1

5 -1 3| |5 -6 —2

1 -2 0 1 -3 -1



1 0
. 2 1
— Bild(A) = span 5] 9
1 1
-1
Das inhomogene Gleichungssystem hat mehrere Losungen, z. B. 0 . Die
2
-1 2
gesamte Losungsmenge hat die Form 0 +1 1 ,teR
2 -3
r1 4+ 2x9 + brs + wy = 2 (—1)
T — To — T3 — 2x4 = -—1 — +
r, + Tro -+ 31’3 + 0 = A — +
Ty + 25(?2 + 51’3 + Ty = 2
0 — 329 — 613 — 314 = —3 (—3)
0 — Ty — 2x3 — Ty = A—2 — +

Ty + 229 4+ dr3 + x4 = 2
+ ) + 21‘3 —f- Ty = 1
0 + 0 + 0 + 0 = Xx—1

Losung des homogenen Gleichungssystems:

To+ 2034+ x4 =0= 19 = —223 — 24

T1—4rs — 204+ 05234+ 24=0= 21 = —x3+ T4

Wiéhle einmal 23 = 1 und x4 = 0 und einmal 24 = 1 und 3 = 0. = Ker(A) =

-1 1
-2 -1
span 1 , 0
0 1
Die Spalten stimmen mit den Zeilen aus Aufgabenteil d) iiberein. = Bild(A) =
1 0
span 11,1 -3
1 -1
Das inhomogene Gleichungssystem hat im Falle A # 1 keine Losung, ansonste
0
mehrere, z. B. (1) . Die gesamte Losungsmenge hat die Form
0

+ s +t| o |,steR

o o= O
—_
=}



Aufgabe 59: Wir betrachten ein Parallelepiped P, welches von den drei Vektoren
u, v, w aufgespannt wird. Zusétzlich ist eine affine Abblidung

1 11 1
fx)=Ax=[ 0 2 1 To
00 3 T3

gegeben. Dann ist f(P) wieder ein Parallelepiped (Warum?).

a) Geben Sie die drei Vektoren an, die das Parallelepiped f(P) auf-
spannen.

b) Zeigen Sie, dass fiir das Volumen des Parallelepipeds f(P) gilt

vol f(P) = |det A| - |det(u,v,w)| = |det A - vol(P).

c¢) Berechnen Sie fiir

1 1 1
u=|11],v= 2 |,w=1|[ 4
3 —1 1

das Volumen von P vol(P), sowie das Volumen von f(P)
vol(f(P)). Berechnen Sie vol(f(P)) einmal mit Hilfe der im vo-
rigen Aufgabenteil angegeben Formel, als auch auf direktem Weg,
indem sie zuerst f(u), f(v) und f(w) berechnen.

LOSUNG:

a) Das Parallelepiped P wird aufgespannt von den drei Vektoren u, v, w € R?,
d.h.

P:={xcR® : x=X\u+ v+ \w,
wobei A; € [0,1] fiir ¢ = 1,2, 3}.

Das Parallelepiped f(P) wird also aufgespannt von den drei Vektoren f(u) =
Au, f(v) = Av, f(w) = Aw € R? und ist gegeben durch

fP):={yeR’ : y=XAf(u)+Xf(v)+ Asf(W),
wobei \; € [0,1] fur i =1,2,3}.

b) Fiir das Volumen des Parallelepipeds f(P) gilt

I(P) = [det  (F(u), /(v). f(w)) |
Matrix mit Spaltevn f(u),f(v),f(w)
= |det(Au, Av, Aw)|
= ’ det(A ’ (ua \Z W) )’
N—_——
Matrix mit Spalten u,v,w
= |det A - det(u,v,w)|
= |detA|-|det(u,v,w)]|
—_——

=vol P




c) Das Volumen von P berechnet sich wie folgt:

vol (P) = |det (u,v,w)]

11 1

= |det| 1 2 4
3 —1 1
1 1 1

= |det{ O 1 3
0 —4 -2

(Zeile 11" = Zeile 11 - Zeile I; Zeile 11" = Zeile 111 - 3Zeile I)
' 13
= (-1 -1-det(_4 _2>’

(entwickelt nach erster Spalte)
= |—2+12[ = 10| = 10.

Fiir die Berechnung von vol(f(P)) benutzen wir zuerst die Formel aus dem
vorherigen Aufgabenteil

vol(f(P)) = |detAl-vol(P)
= 1-2-3-10
— 610
60.

Man kann aber auch erst die Vektoren f(u), f(v) und f(w) berechnen

5 2 6
fy=15 [, fv=| 3 |, flw=[9
9 -3 3

und anschlieBend vol(f(P)) berechnen

5 2 6
vol(f(P)) = |det[ 5 3 9
9 -3 3
— 5.3.342:9-946-5-(-3)—9-3-6—(-3)-9-5-3-5-2
= 454162 —-90 — 162 + 135 — 30
60.



Aufgabe 60: Berechnen Sie die Determinante der folgenden Matrizen

4 0 7 10 o403 2
3 0 7 5 04 3 21
a) b o032 ],
1 -1 2 3
5 0 —1 10 00021
00001
1 00 00 1 2 3 4
12000 2 5 8 11
o 12300/, ,
3 8 14 20
L2340 4 11 20 30
1 2 3 45
1 2 3 4 5
2 5 8 11 14
Zusatzaufgabe e) 3 8 14 20 26
4 11 20 30 40
5 14 26 40 55
LOSUNG:
a)
Lo o
det = (=1)*2(=1)-det| 3 7 5
1 -1 2 3 5 1 10
5 0 —1 10
(entwickelt nach der 2ten Spalte)
4 7 10 1 1 4 7 10
5 —1 10 (=1) 35 =7 70

(Zeile 11 = (-1) Zeile 11,
Zeile 111 = 7 Zeile II1)

1 4 7 10
= 7 det 1 0 5
39 0 80

(Zeile 11 = Zeile 11 + Zeile 1,
Zeile 111 = Zeile 111 + Zeile I)

I S 15
= 7 U '7'det(39 80)

(entwickelt nach der 2ten Spalte)
= 80-5-39=5- (16— 39)
= 5.(-23) = —115

b) Aus der Vorlesung wissen wir, dass sich die Determinante einer rechten oberen
Dreiecksmatrix berechnen lédsst, indem man das Produkt der Diagonaleintrige



berechnet:

det =1-2-3-4-5=5!=120.

O O O DO Ut
S O DO =
OO W W W
O DN DN DN DN
— e e

c) Offensichtlich gilt die Regel auch fiir linke untere Dreieckmatrizen, so dass sich
die Determinante wie folgt berechnet:

det =1-2-3-4-5=5!=120.

el e
NN D
W w w oo
=k O O O
oL O O OO

d) Die Determinante dieser Matrix berechnen wir, indem wir die Matrix mittels
GauBlschem Eliminationsverfahren auf die Gestalt einer rechten oberen Drei-
ecksmatrix bringen.

12 03 4 (-2 [-(=3) | (-9
2 5 8 11 — 4

3 8 14 20 — +

4 11 20 30 — 4
1 2 3 4

001 2 3 |-(-2) |-(-3

0 2 5 8 — +

0 3 8 14 — +

1 2 3 4

o 1 2 3

00 1 2 |-(=2)

0O 0 2 5 — +

1 2 3 4

o1 2 3

0O 0 1 2

0O 0 0 1

Nun sehen wir, dass wir die Determinante in diesem speziellen Fall sogar einfach
ablesen konnen, da sie 1 ist.



e) Analog zum vorherigen Teil ergibt sich:

12 3 4 5 (=2 [-(=3) [|-(-4) |- (-5
2 5 8 11 14 — 4+

3 8 14 20 26 — +

4 11 20 30 40 — 4+
5 14 26 40 55 — 4+
1 2 3 4 5

001 2 3 4 [-(-2) [-(=3) |-(-4
0 2 5 &8 11 — +

0 3 8 14 20 — +

0 4 11 20 30 — +
1 2 3 4 5

O 1 2 3 4

00 1 2 3 |-(=2) |-(=3)

0O 0 2 5 8 — +

0O 0 3 8 14 — +

1 2 3 4 5

o 1 2 3 4

o 0 1 2 3

00 0 1 2 |-(=2)

O 0 0 2 5 — 4+

1 2 3 4 5

O 1 2 3 4

o o0 1 2 3

O 0 0 1 2

0O 0 0 0 1

Die Determinante ist 1.

Aufgabe 61: Rechnen Sie nach, dass sich die Determinante einer Matrix A € R3® mit

folgender Regel berechnen lésst:

a1 Q12 13
det | a1 az ag3 = (11022033 + Q12023031 + A13021032
31 daz2 4s3
—0a31022013 — 32023011 — 433021012

LOsSUNG: Um die Regel nachzurechnen, entwickeln wir die Determinante nach der

ersten Spalte

det A

3
Z(—l)i+1ai1 det Ail

i=1
1) det Q22 Q423 + (=1)* a0y det a1z a3
( ) 1 agz2 a3s3 ( ) 2! 32 Aa33
+(—1)3+16L31 det ( ¢12 i3 )

ag22 A23

1+1 2+1
(—1) all(®22®33 - &32&23) + (—1) 6121(61126133 - CL32G13)
3+1
+(—1) a31(6l12a23 - a22a13)
a11Q22033 — (11032023 — (21012033 1+ G21G32G13 + A31A12023 — A310A22013

11022033 + G12023031 + A13021032 — A31022G13 — A32023011 — A330A21012



Achtung: Die Berechnung von 4 x 4-Determinanten funktioniert nicht vollig analog,
hier egeben sich insgesamt 24 Summanden (mit einer nicht ganz so regelméBigen
Struktur) mit je 4 Faktoren.



