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Vorwort

Dieses Skript ist entstanden aus den Vorlesungen zur Ingenieurmathematik, die die Autoren
an der Universitdt Bonn seit dem Wintersemester 2005 im Studiengang Geodisie gelesen
haben. Das Skript behandelt den Grundkanon der Mathematik in den Bereichen Analysis,
lineare Algebra und einige zentrale numerische Methoden. Die Anordnung des Stoffes er-
folgt dabei nicht in strikter Trennung der Gebiete sondern in einer verzahnten Form und
in kleineren Kapiteln. Besonderes Gewicht liegt auf der Verkniipfung von Analysis und
linearer Algebra. Sehr frith schon wird die Differentialrechnung in mehreren Dimensio-
nen eingefiithrt um dann schrittweise immer weiter vertieft zu werden. Die Integralrech-
nung in mehreren Dimensionen wird in einer algorithmisch orientierten Form hergeleitet.
SchlieBlich liegt ein besonderes Gewicht auf der Einfithrung der zentralen Konzepte der
Differentialgeometrie. Dies geschieht gleichermal3en fiir parametrische und implizite Fli-
chendarstellung.

An vielen Stellen greift das Skript auf Vorlesungsausarbeitungen von H.-P. Helfrich zuriick,
dem wir fiir seine Unterstiitzung in der Ausarbeitung des Vorlesungszyklus Ingenieurma-
thematik herzlich danken. Ferner danken wir Herrn O. Nemitz und Frau J. Dohmen, die
das sorgfiltige Setzen des Textes und die Erstellung der vielen Abbildungen fiir die erste
Version dieses Skripts iibernommen hatten.

Martin Rumpf, Martin Lenz, Antje Kiesel
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0 Ein wenig Motivation vorab

Wo wird Mathematik in der Geodésie gebraucht?
Wir wollen einige Beispiele geben, die verschiedene Aspekte der Mathematik ansprechen.

Achtung: Dies soll Thnen lediglich eine erste Idee vermitteln. Sie sollen die Themen kei-
nesfalls bereits jetzt vollstandig durchdringen und alle Argumente komplett verstehen.

0.1 Messen mit Abweichungen

Aufgabe sei es beispielsweise, die Hohe eines Kirchturms zu bestimmen.

L 1

I d I

Sind der Winkel o und die Distanz d bekannt, so ldsst sich bekanntermafen die Hohe durch
den Tangens berechnen:

h = dtan (%)

Hier wird vorausgesetzt, dass der Winkel in Grad angegeben wird. Das Argument der
Tangens-Funktion wird im Bogenmal} angegeben, die zum Winkel o gehdrende Bogen-

5 : o
lange ist 180°°

Beispiel 0.1 Die Distanz betrage d = 44.31m, der Winkel sei a@ = 37.25° dann ergibt sich
eine Hohe von h = 33.6941 m.

Nun ist aber jede Messung mit Abweichungen behaftet. Es seien zum Beispiel fiir den
Winkel und die Distanz folgende Schwankungen bekannt:

o =37.25°+0.01°, d=4431m=*1mm

Verwendet man die Werte mit den groBtmoglichen Abweichungen, ergeben sich folgende
Hohen:

o\d —1mm +1mm
—0.01° | 33.6811m | 33.6827m
+0.01° | 33.7056m | 33.7071m




0 Ein wenig Motivation vorab

Es ergeben sich also Schwankungen im Intervall [33.6811,33.7071], d.h. die Abweichung
der berechneten Hohe liegt bei Rundung auf 7 Stellen nach dem Komma im Intervall
[—0.0129639,0.0129677].

Eine direkte Auswertung der Abweichungen so wie in obiger Tabelle ist allerdings unprak-
tikabel, da

* meist viele MessgroBBen mit Abweichungen behaftet sind, und dann alle Méglichkei-
ten durchgespielt werden miissten, und

* uns in der Geodisie meist die mittlere und nicht die maximale Abweichung interes-
siert.

Generelle Frage: Gegeben sei eine Abbildung f : (x,y) — f(x,y) (hierx=d,y =0, f =
h,h(d,a) = dtan (£5)). Wie wirken sich Storungen in x und y auf f(x,y) aus?

Zur Beantwortung dieser Frage bekommt man Hilfe aus der Differentialrechnung:

f(x+Axay) _f(xvy)
Ax

d
= kA S % |4 )| las

d
Ef(x’y)

Der Term auf der linken Seite gibt hier die Abweichung von f bei einer Storung Ax in der
Variablen x an. Wir betrachten nun Stérungen in beiden Variablen:

f(x+Ax,y—|—Ay) _f(xay)
= flx+Ax,y+Ay) — f(x,y+Ay) + f(x,y+Ay) — f(x,y)

d d
= Ay)Ax + — A
dxf(x,y+ V) Ax +- dyf(x,y) y

Q

Q

d d d [ d
o (x,y)Ax + d—yf (x,y)Ay + & <Ef (x,y)AX) Ay

Hierbei haben wir verwendet, dass g(x,y + Ay) =~ g(x,y + Ay) + %g(x, y)Ay fir g(x,y) =

dix f(x,y)Ax. Der letzte Summand wird nun fiir kleine Storungen Ax,Ay sehr klein. Die
Abweichung lésst sich also folgendermallen abschitzen:

d d
‘ o flx,y)Ax+ T fx, y)Ay' + Terme hoherer Ordnung
X y

d d
‘d—f(x,y)‘ |Ax| 4+ ‘d—f(x,y)' |Ay| 4+ Terme hoherer Ordnung
X y

10



0.2 Regression

In unserem Beispiel sind die Funktion und ihre Ableitungen dann gegeben durch:

T
h:(d,q) — h(d, o) = dtan <@> ,
dh

To dh wd

%(d,a) = tan (ﬁ) " da (d,0) = 180cos? (£55)

sin(s)
cos(s)
cos?(s)+sin®(s) 1

cos?(s) T cos2(s)
tenregel angewandt. Setzen wir dann eine Distanz von d = 44.31 m und einen Winkel von
o = 37.25° voraus, so konnen wir abschéitzen:

Hierbei haben wir verwendet, dass fiir tan(s) =

mit der Quotientenregel der Diffe-

rentialrechung fiir Ableitung tan’(s) =

gilt. Ferner wurde die Ket-

T wd
Abweichun < tan <—> Ad|+———F—F———
[Abweichung| - < 130/ 144 180cos? (22)

= 0.7604 |Ad| + 1.2205 |Act| 4+ Terme hoherer Ordnung

|Aat| 4+ Terme hoherer Ordnung

Wenn wir dort nun die oben angenommenen Stérungen von ¢ und d einsetzen, so erhalten
wir als Abschitzung fiir den Betrag der Abweichung den Wert 0.0130, eine sehr gute Nihe-
rung fiir die GroBe des oben berechneten Abweichungsintervalls [—0.0129639,0.0129677].
Insbesondere erkennen wir, dass eine hohere Sensitivitit gegeniiber Storungen in o vor-
liegt.

Die Sensitivitit der Funktion /4 wird auch in Aufgabe 0.3 betrachtet, eine Modifikation der
Funktion /4 in Aufgabe 0.1.

0.2 Regression

Gegeben ist eine Reihe von Messdaten

(leyl)7(X25Y2)7"'5(Xn7yn)-

11



0 Ein wenig Motivation vorab

Ziel ist es, eine einfache Funktion f zu finden, so dass
Y~ f(X;)
firallei=1,...n.

Beispiel 0.2 Ist zum Beispiel eine Funktion f(x) = ax? + bx + ¢ mit Faktoren a,b und ¢
gesucht, so dass Y; = f(X;), so erhdlt man das folgende System von linearen Gleichungen:

leaX12+bX1+c

YzzaX22+bX2+c ) ) ) )
(%) ) n lineare Gleichungen in den Variablen a,b,c

Y, =aX?+bX, +c
Dazu stellen sich die folgenden Fragen:

* Gibt es Losungen?

In unserem Beispiel gibt es eine Losung, falls n = 3 gilt und die X; paarweise ver-
schieden sind (drei Gleichungen mit drei Unbekannten). Im Allgemeinen gibt es ty-
pischerweise fiir n > 3 keine Losung und fiir n < 3 unendlich viele Losungen. Ein
Beispiel fiir eine Situation mit eindeutiger Losung findet sich in Ubung 0.4.

* Falls es keine Losung gibt: Wie findet man gute Approximationen, so dass ein mitt-
lerer Fehler klein ist?

Hilfe aus der Linearen Algebra: (x) < Az =y, wobei:

X2 X
X3 X 1 ,
A= . L n X 3 Matrix
X2 X, 1
a
z=1 b Vektor mit 3 Komponenten
c
Y
Y, .
y= . Vektor mit n Komponenten
Y,

Falls Az = y keine Losung hat, so suchen wir eine approximative Losung, d.h. einen
Vektor z, fiir den der Fehler

1Az =y

minimal wird. Dabei bezeichnet ||.|| die euklidische Norm (die Linge des Vektors)
im R".

12



0.3 Entfernungen auf der Erde

Wir werden sehen, dass dies dquivalent ist dazu, das 3 x 3 Gleichungssystem

ATAz=ATy
zu 10sen, wobei s oy
2
. X X5 ... X;
A= X1 X ... X,
1 1 ... 1

die zu A transponierte Matrix bezeichnet.

0.3 Entfernungen auf der Erde

Sei R der Radius der ,,runden* Erde, dann gilt fiir die Entfernung

d von A nach B: .

180

—~
Bogenlidnge
Beispiel 0.3 Sei zum Beispiel R = 6378km, o = 50°43/52" =
50.7311° (das entspricht gerade dem Breitengrad von Bonn),

dann ergibt sich fiir die Entfernung von Bonn zum Aquator

5647.2402 km.

dap =

Eine dhnliche Rechnung finden Sie in Aufgabe 0.2.

Nun ist die Erde aber nicht rund, sondern abgeflacht. Ge- B
sucht ist nun die kiirzeste Verbindung von Bonn zum Aqua-

tor auf der Erdoberfldche. A
Wie dieses Problem gelost wird, werden wir in der Diffe-

rentialgeometrie besprechen.

0.4 Bewegung von Satelliten

Bevor wir zu Satellitenbewegungen kommen untersuchen wir ein einfacheres Bewegungs-
modell, das eines schwingenden Federpendels. Betrachten wir eine Kugel mit Masse m,
die an einer Feder aufgehangen ist. In Ruhelage soll sich dabei der Kugelmittelpunkt in der
Hohe y = 0 befinden. Fiir andere Hohenpositionen der Kugel ist die Kraft (in Richtung der
Ruhelage) proportional zur Auslenkung y:

F=—uy

Hierbei ist 4 > 0 die Federkonstante. Nun gilt das Newtonsche Axiom (oder Gesetz), dass
besagt, dass Kraft gleich dem Produkt aus Masse und Beschleunigung ist. Die Beschleuni-
gung ist dabei die Ableitung der Geschwindigkeit und die Geschwindigkeit die Ableitung
der Position. D.h. die Beschleunigung ist die zweite Ableitung der Position
d2
(1) = —y(t
§(1) = 45v(1)

13



0 Ein wenig Motivation vorab

zur Zeit t. Damit erhélt man eine sogenannte (gewdhnliche) Differentialgleichung

msi(r) = —py(r).

Nehmen wir nun an, dass die Kugel sich zur Anfangszeit r = 0 in der Hohe y(0) = yo
befindet und die Anfangsgeschwindigkeit Null ist, d.h. y(0) = 0, dann ergibt sich durch
Nachrechnen mit Kettelregel das

¥(t) = yocos ( %t>

die Differentialgleichung 16st und die Anfangsbedingungen zur Zeit O erfiillt. Wir werden
sehen, dass solche Losungen eindeutig sind.

Nun wenden wir uns Satellitenbewegungen zu. Wir betrachten einen Erdsatelliten, dessen
Bahn im Wesentlichen von den Gravitationskréften der Erde und des Mondes bestimmt
wird. Nehmen wir fiir alle beteiligten Korper Punktmassen als Modell an, dann gilt fiir die
Gravitationskrifte, die auf den Satelliten wirken:

M.M.
Fe%s ge—s:; (xe_xs)
||xe_XS||
M, M
Fnos = gm—sg(xm_xs)
”xm_XSH

Dabei bezeichnet M, die Erdmasse, M, die Masse des Satelliten, M,,, die Mondmasse, x,,
3

x, und x,, deren Schwerpunkte sowie g = 6.672- 107! k’;?

Fiir die Flugbahn des Satelliten gilt in diesem System nun das Gesetz triger Massen (zwei-

tes Newtonsches Axiom).

die Gravitationskonstante.

Kraft = Masse x Beschleunigung

.. d?
Foss+ Fps M Xs = 2 ¥Xs

14



0.5 Das Gravitationsfeld der Erde

Satellit

Daraus ergibt sich die folgende Differentialgleichung zur Beschreibung der Bahn des Sa-

telliten:
M, M,
=g —63 (xe_xs)+—m3 (xm_xs)
[|xe — x| (| — x|

0.5 Das Gravitationsfeld der Erde

Die Kenntnis des Gravitationsfelds der Erde ist fiir viele Aufgaben in der Geodisie uner-
lasslich. Selbst Hohenbestimmungen sind streng genommen nur bei Kenntnis des Schwe-
refelds der Erde moglich. Rein geometrisch definierte Hohen (wie z. B. der Abstand vom
gedachten Erdellipsoid) haben den Nachteil, dass dann auf Flichen gleicher Hohe gravita-
tive Bewegungen moglich sind.

Wenn wir Gravitationskrifte nahe der Erde messen, so ist sicherlich die Annahme der Erde
als Massenpunkt nicht zuléssig. Statt dessen werten wir die Kraft iiber ein Volumenintegral
tiber die Erde aus. Zunéchst gilt:

M, :/er(x) dx

Q. ist dabei das Gebiet der ,,Erdkugel* und fiir die Kraft auf eine Punktmasse m; in einem
Punkt x; gilt:

Fe%s:gms/ ﬂ(x—xs) dx
Q

e = x|

In der Integralrechung werden wir auch solche Integrale kennen lernen.

15



0 Ein wenig Motivation vorab

0.6 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 0.1 Betrachten Sie das Beispiel aus der Vorlesung zur Bestim-
mung der Hohe eines Kirchturms. Gehen Sie jedoch von der realistischeren Annahme aus,
dass der Winkel zur Horizontalen in Augenhdhe des Betrachters gemessen wird. Skizzieren
Sie die Situation.

Geben Sie eine Funktion 4 : (d,a,l) — h(d,a,l) an, die die Hohe des Turmes unter zu-
satzlicher Beriicksichtigung der Augenhohe / des Betrachters berechnet. Berechnen Sie das
Intervall, in dem die Turmhohe liegt, wenn [ = 1.70m + 1mm gemessen wurde.

Anwesenheitsaufgabe 0.2 Welcher Entfernung entspricht eine Bogenminute am
Aquator (wenn Sie von einer kugelférmigen Erde ausgehen)?
Bemerkung: Dies ist die historische Definition der Seemeile.

Aufgabe 0.3

a) Funktioniert die Formel fiir die Hohenfunktion i(d, o) = dtan (%) aus der Vorle-
sung auch dann, wenn man direkt am Turm steht?

b) Wie verhilt sich die Sensitivitit beziiglich Abweichungen in d und o, wenn man sehr
nah am Turm steht?

¢) Wie verhilt sich die Sensitivitit beziiglich Abweichungen in o, wenn man sehr weit
entfernt steht?

Aufgabe 0.4 Bestimmen Sie das quadratische Polynom, auf dessen Graph die Punkte
(—1,0), (1,2) und (—2,—7) liegen.

Aufgabe 0.5 Betrachten Sie die Bewegungsgleichung eines Federpendels, wie in der
Vorlesung behandelt:

my(t) = —py(t). (1)

Nehmen Sie an, dass sich die Kugel des Pendels zur Anfangszeit 7y = 0 in der Hohe y(0) =0
befindet und ihre Anfangsgeschwindigkeit y(0) = v betrigt.
Geben Sie eine Losung der gewohnlichen Differentialgleichung (1) an.

16
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1 Mathematische Grundlagen

1.1 Logik
Eine Aussage ist ein Satz, von dem es Sinn ergibt zu behaupten, er sei wahr oder falsch.
Beispiel 1.1

* Alle Katzen sind Sdugetiere: Eine wahre Aussage.

» Alle Siiugetiere sind Hunde: Eine falsche Aussage.

* Koln ist die schonste Stadt der Welt: Ein Satz dessen Wahrheitsgehalt vom Betrachter
abhdngt.

* Nachts ist es kdlter als draufien: Keine Aussage.
* P hat eine Tochter: Eine Aussage mit Variablen.

Ein reines oder in einer Aussage ist nie exklusiv zu verstehen. Die Phrase es existiert sagt
nichts iiber die genaue Anzahl aus. Statt fiir alle schreibt man oft V (V,A(x)), statt es exi-
stiert auch 3 (F,A(x)).

Definition 1.2 Sei A eine Aussage.
Die Negation —A ist die Aussage, die wahr ist, wenn A falsch ist, und falsch ist, wenn A
wahr ist.

Es gilt:

* Die Negation der Negation ist die Aussage selber: —(—A) = A.

* V wird in der Negation zu 3 und umgekehrt: —(V,A(x)) = 3,—A(x)
Beispiel 1.3

* A: Alle Personen sitzen aufmerksam in der Vorlesung.

* —A: Jeine Person, die nicht aufmerksam in der Vorlesung sitzt.

* NICHT: Keine Person sitzt aufmerksam in der Vorlesung.

Definition 1.4 Seien A und B Aussagen.
Die Konjunktion A A B ist die Aussage, die wahr ist, wenn A wahr ist und B wahr ist.
Die Disjunktion A V B ist die Aussage, die wahr ist, wenn A wahr ist oder B wahr ist.

Hier gilt: und wird in der Negation zu oder und umgekehrt, d.h. ~(AAB) = -AV —B
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1.1 Logik

Beispiel 1.5 A: P hat eine Tochter. B: P ist Vater.
Die Verkniipfungen sind wahr fiir manche P und falsch fiir andere:

e AV B wahr ¥ Mdnner mit Kindern und ¥ Menschen mit Tochtern.
* AV Bist z.B. falsch ¥ Frauen, die nur Sohne haben.
e AAB ist wahr ¥ Mdinner mit Tochtern.

* AAB st z.B. falsch ¥ Frauen.
Definition 1.6 Die Implikation A = B ist die Aussage, die nur falsch ist, wenn A wahr ist
und B falsch ist.
Um zu zeigen, dass A = B wahr ist, muss man zeigen: Immer wenn A wahr ist, ist auch B
wabhr.
Um zu zeigen, dass A = B falsch ist, reicht ein Gegenbeispiel.
Sprechweisen: A ist hinreichend fiir B, B ist notwendig fiir A, aus A folgt B, A impliziert B.

Merke: Aus etwas wahrem kann nichts falsches folgen, aus etwas falschem alles.

* Weill man, dass A falsch ist, dann ist die Aussage A = B fiir jedes beliebige B wahr.
(Unsinns-Gefahr!)

* Weill man, dass A und B wahr sind, dann ist die Aussage A = B wahr. (triviale

Aussage)
* Weill man, dass A und A = B wabhr sind, dann ist die Aussage B wahr. (Erkenntnis-
Gewinn!)
Beispiel 1.7 A: P hat eine Tochter. B: P ist Vater. C: P hat ein Kind.
Dann gilt:

* A = B st falsch. Gegenbeispiel: Ursula von der Leyen.

B = C ist richtig: Jeder Vater hat ein Kind.

A = C ist richtig: Jeder Mensch mit Tochter hat ein Kind.

B = A ist falsch. Gegenbeispiel: Jeder Vater, der nur Séhne hat.

C = A ist falsch. Gegenbeispiel: Jedes Elternteil, welches nur Sohne hat.

C = B ist falsch. Gegenbeispiel: Ursula von der Leyen.
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Das korrekte Verstindnis von notwendigen und hinreichenden Bedingungen ist fiir das
Betreiben von Mathematik unerlisslich.

Beispiel 1.8

* “pist Teiler von a” impliziert, dass auch “p ist ein Teiler von a-b” wahr ist. Die
Tatsache, dass p ein Teiler von a ist, ist also hinreichend fiir die Tatsache, dass p ein
Teiler von a - b ist. Die Umkehrung gilt aber nicht.

» “Alle Seiten eines Vierecks sind gleich lang” ist eine notwendige Bedingung fiir “Das
Viereck ist ein Quadrat”. Wenn das Viereck ein Quadrat ist, dann sind alle Seiten
gleich lang. Die Umkehrung des Satzes stimmt nicht: “Wenn die Seiten eines Vierecks
gleich lang sind, dann ist es ein Quadrat.” Auch bei einer Raute sind alle Seiten
gleich lang.

» Eine Mutter verspricht ihrer Tochter: “Wenn Sonntag die Sonne scheint, dann ge-
hen wir in den Zoo“. Es liegt kein Bruch des Versprechens vor, wenn die beiden bei
Regenwetter den Zoobesuch unterlassen. Der Sonnenschein ist also hinreichend fiir
den Zoobesuch. Notwendig ist er aber nicht, denn die Aussage verbietet nicht, dass
die beiden auch bei Regen in den Zoo gehen.

Definition 1.9 Die Aquivalenz A < B ist die Aussage, die wahr ist, wenn A = B wahr ist
und B = A wabhr ist.

Sprechweisen: A ist dquivalent zu B. A gilt genau dann, wenn B gilt. A gilt dann und nur
dann, wenn B gilt.

Beispiel 1.10

 Beim Umformen von Gleichungen machen wir viele Aquivalenzumformungen, z.B.
2x=8&4x=16x=4.

* "Das Viereck ist ein Quadrat*“ < "Alle Seiten des Vierecks sind gleich lang und alle
Winkel sind rechte Winkel. “

* ”Die Primzahl p ist ein Teiler von a-b*“ < ”Die Primzahl p ist ein Teiler von a oder
ein Teiler von b.““ Dabei ist das "oder* nicht exklusiv zu verstehen.

Es gelten die folgenden Sitze:
* (A=BundB=C)= (A=C).

* (A=B) & (-B=—A).
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1.2 Mengen

Daraus ergeben sich mathematische Beweisverfahren um zu zeigen, dass B wahr ist, aus-
gehend davon, dass A wahr ist:

e Direkter Beweis:A=C; = ...=C, = B.

* Indirekter Beweis: =B = D| = ... = D, = —A oder anderer Widerspruch.

1.2 Mengen

Definition 1.11 Eine Menge ist die Zusammenfassung bestimmter, wohlunterschiedener
Objekte zu einem Ganzen. Die einzelnen Objekte heiffen Elemente der Menge.
Schreibweisen:

* Aufziihlung: M = {a,?,c,o}.

Beschreibung: M = {a | a hat gewisse Eigenschaften}.

caeM a ist Element von M.

agM a ist nicht Element von M.

 Leere Menge: 0 oder {}.

Nach der Definition gilt:
* Ein Element kann nur einmal in einer Menge vorkommen.
* Die Anordnung der Elemente ist beliebig.

Zwei Mengen sind gleich, wenn sie die gleichen Elemente enthalten.

Beispiel 1.12
« {L,A,U,F}={FAU,L} ={AA,F,F,L,L,U,U}.
o {Teams | Team stand im WM-Finale 2014} = {D, ARG}.
 {Kiihe | Kuh ist ménnlich} = 0.

« (xeZ||x| <4} ={-3,-2,-1,0,1,2,3}.

Fithren wir nun etwas Notation ein fiir die wichtigsten Mengenrelationen (Vereinigung,
Schnitt und Mengendifferenz):
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Definition 1.13 (Mengenrelationen)

AUB:

Im Einzelnen:

AUB := {x|x €A oderx € B} (Vereinigungsmenge)
ANB = {x|xc€AundxecB} (Schnittmenge)
A\B := {x|x€Aundx¢B} (Differenzmenge, ,,A ohne B*)

A C B genau dann, wenn alle Elemente aus A auch Elemente in B sind.
A=U{_1Ar=A1UAU...UA, (A ist Vereinigungsmenge der Ay)
A und B heiflen disjunkt, wenn ANB = 0.

Beachte:
e Laut Definition ist A C B auch, wenn A = B.
* Sogenannte echte Teilmengen schreiben wir A C B.

* Esgilt A=B< A CBund BCA.

Definition 1.14 Gegeben seien zwei Mengen X undY .
Das kartesische Produkt X X Y ist die Menge aller geordneten Paare aus X und Y, d.h.
XxY:={(x,y)|xeX,yeY}

Beachte:
* Ein geordnetes Paar wird oft als Tupel bezeichnet.

* Im Allgemeinen gilt X XY # Y x X, das heifit bei Tupeln spielt - anders als bei
Mengen - die Reihenfolge eine Rolle.

Beispiel 1.15
o Seien X :={x,0,1}undY :={1,0}. X xY ={(x,1),(x,0),(o,1),(0,0),(1,1),(1,0)}.

» Wenn in einem Selbstbedienungsrestaurant jedes Menu aus einer Vorspeise, einem
Hauptgericht und einem Getrdnk besteht, dann ist die Menge M aller moglichen
Menus gerade

M=V xHXxG,
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1.3 Eine kleine Geschichte der Zahlen

wobei V die Menge aller Vorspeisen, H die Menge aller Hauptgerichte und G die
Menge aller Getriinke ist. Mit der folgenden Erkenntnis konnen wir auch die Anzahl
der Elemente in einem solchen kartesischen Produkt berechnen.:

Satz 1.16 Sei |M| die Anzahl der Elemente einer Menge M, auch als Mdchtigkeit einer
Menge M bezeichnet. Dann gilt fiir endliche Mengen A1,A,,...A,, dass

|A1 XA2><...><An|:|A1|-|A2|-...-|An|

Beweis: Man kann sich leicht tiberlegen, dass man jedes Element einer jeden Einzelmenge
mit jedem aus jeder anderen Einzelmenge kombinieren kann. Dies liefert als Ergebnis so
viele Moglichkeiten, wie das Produkt der einzelnen Michtigkeiten ergibt.

O

Fiir unser Beispiel bedeutet das: Wenn es 3 Vorspeisen, 5 Hauptgerichte und 6 Getrinke
zur Auswabhl gibt, dann kann man sich insgesamt 3 -5 - 6 = 90 verschiedene Menus zusam-
menstellen.

1.3 Eine kleine Geschichte der Zahlen

Unser moderner Zahlbegriff hat sich iiber lange Zeit entwickelt. Diese Entwicklung wurde
vom Erweiterungsbedarf getrieben. Eine wirkliche Axiomatik wurde erst im 19. Jahrhun-
dert aufgebaut. Im Folgenden geben wir einen Abriss dieser Entwicklung:

e Zihlen begann mit endlichen Zahlensystemen. Zu den Zahlen 1,2,3 gibt es eine
genetisch vorgepriagte Wahrnehmung. Die Zahlen 1 bis 10 boten sich aufgrund des
Fingerabzihlens an.

* Es bestand Erweiterungsbedarf: ,,Zu jeder Zahl gibt es eine nichst grofere Zahl®.
Damit bildete sich der Begriff der natiirlichen Zahlen IN.

* Es stellte sich als praktisch heraus, eine Zahl fiir ,,Nichts* zu haben, die 0. (Zunichst
wurde die Null insbesondere als Liickenzeichen im Stellenwertsystem benétigt, dann
auch als eigenstindiges Zahlzeichen.) Die Null wurde wahrscheinlich vor ca. 5000
Jahren in Mesopotamien eingefiihrt. Die so erweiterte Menge von natiirlichen Zahlen
bezeichnen wir mit INj.

* Addieren ergab sich natiirlich aus dem ,,Weiterzihlen®.

* Eine Umkehrung der Addition, die Subtraktion, wurde notwendig (Guthaben bzw.
Schulden).

* Damit waren auch negative Zahlen notwendig zum Abschluss der Operationen (zum
Beispiel 3 —5 = —2). So entstanden die ganzen Zahlen Z.
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1 Mathematische Grundlagen

* Wiederholte Addition (3 + 3 4 3+ 3) wurde in der Multiplikation zusammengezogen
4-3).

* Auch hier stellte sich dann die Frage nach dem Abschluss (4 - x = 3) und gleichzei-
tig ergab sich der Begriff von Aquivalenz (x beschrieben durch 4 - x = 3 und durch
8-x=6,d.h. 3 =%). So bildeten sich die rationalen Zahlen Q.

* Im Bereich der rationalen Zahlen ist z. B. die Gleichung
X =3

nicht 10sbar.

Beweis: Wir fiihren einen sogenannten Widerspruchsbeweis. Dabei nehmen wir an,
die Behauptung sei falsch. Kénnen wir daraus einen Widerspruch herleiten, muss die
urspriingliche Behauptung wahr gewesen sein.

Wir nehmen also an, es gebe x € (), so dass x%2 = 3. Dann besitzt x die Darstellung

wobei p,q € Z ganze Zahlen sind. Wir nehmen ferner an, dass p und ¢ teilerfremd
sind. Dies kann durch Kiirzen erreicht werden.

¢ ist durch 3 teilbar
q ist durch 3 teilbar

=3
2

= 5—2 =3
N pz -3 q2
= p2 ist durch 3 teilbar (und 3 ist eine Primzahl)
= pistdurch 3 teilbar, d.h. p =3r,r € Z
= 97 = 3q2
= 3= q2
=
=

Dies ist aber ein Widerspruch zu unserer Annahme, dass p und ¢ teilerfremd sind.
Also gibt es keine Darstellung x = %, falls fiir x die Gleichung x> = 3 gilt. D.h. x
kann keine rationale Zahl sein.
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1.4 Rechenregeln

Wir konnen das x, fiir das x> = 3 gilt, aber beliebig genau durch Schachtelung ratio-
naler Zahlen ,,approximativ berechnen‘:

< 2?
< (1.8)?
< (1.74)?
<
<

W

2
w
5
ANVANVANIVAN
w

(1.7320508)> < 3 (1.7320509)?

Diese Art der Vervollstandigung fiihrt auf den Begriff der reellen Zahlen R.
* In den reellen Zahlen gibt es keine Losung fiir Gleichungen der Art
X2 =—4.

Auch hier wird uns spiter eine Erweiterung helfen und wir werden die komplexen
Zahlen C definieren.

Fassen wir die soweit kennengelernten Zahlenmengen kurz zusammen:

Notation 1.17 (Zahlenmengen) Wir haben bisher folgende Zahlenmengen kennengelernt:
natiirlichen Zahlen

o - natiirliche Zahlen einschlieflich der 0

ganze Zahlen

rationale Zahlen

reelle Zahlen

komplexe Zahlen (Diese werden wir spdter einfiihren.)

croNz=

1.4 Rechenregeln

Das Produkt und die Summe natiirlicher Zahlen sind wieder natiirliche Zahlen, und es
gelten (fiir x € {+,-}) die folgenden Rechengesetze:

* (axb)xc=ax(bxc) (Assoziativgesetz).

* axb = bxa (Kommutativgesetz).

* (a+b)-c=a-c+b-c (Distributivgesetz).
Vereinbarungen:

* Wir lassen den Punkt der Multiplikation weg: a-b = ab.

* Punktrechnung geht vor Strichrechnung.

* Wir lassen unnétige Klammern weg: (a+b)+c=a+b+cund (ab)+c=ab+c.

25



1 Mathematische Grundlagen

Satz 1.18 Es gibt keine grofite natiirliche Zahl.

Beweis: Indirekter Beweis:

Wir nehmen an, dass es eine grof3te natiirliche Zahl gibt und bezeichnen sie mit N. Dann
ist aber auch N + 1 eine natiirliche Zahl, und es gilt N+ 1 > N. Das ist ein Widerspruch zur
Annahme.

O
Beziiglich der Verkniipfungen spielen zwei Elemente von IN( eine besondere Rolle:
e O+a=aVae Ny 0ist neutrales Element der Addition.
* 1-a=aVaec N: 1ist neutrales Element der Multiplikation.

Die neutralen Elemente konnen in IN allerdings nicht als Ergebnis der jeweils zugehorigen
Verkniipfung gewonnen werden:

e Zua € NN gibt es keine Zahl b € IN so, dass a+ b = 0 (auBler wenn a = 0).
* Zua € NN gibt es keine Zahl b € IN so, dass a-b = 1 (auller wenn a = 1).

Diese fehlenden Inversen bzgl Addition bzw Multiplikation fiigen wir den natiirlichen Zah-
len im folgenden hinzu. Das fiihrt uns zur Menge der ganzen Zahlen.

* Das Inverse zu a € IN bzgl der Addition bezeichnen wir mit (—a) (Negatives), d.h. es
gelte a+ (—a) = 0.

* Motivation ist z.B. Begriff der Schulden.

Die Menge der ganzen Zahlen ist Z := NU{0}U{—a | a € N}.
Wir setzen die Verkniipfungen und Rechengesetze fort, wobei (—a) (—b) := ab.

* Alle bisherigen Rechenregeln und Vereinbarungen bleiben giiltig.
* a+ (—b) =:a— b (Differenz).
* Minus mal Minus gibt Plus, (—1)a = —a.

* Fiira, b € IN gibt es genau ein x € Z mit a+x = b, ndmlich x = b —a.

Wir erweitern nun unsere Zahlbereiche auf die Menge der rationalen Zahlen.

* Das Inverse zu a € Z\ {0} bzgl der Multiplikation bezeichnen wir mit a~! (Kehr-

wert), dh es gelte al-a=1.

* Motivation ist z.B. das Aufteilen von Gegenstinden.

26



1.4 Rechenregeln

Die Menge der rationalen Zahlen ist Q := {a-b~'|a,b € Z,b # 0}.
Wir setzen die Verkniipfungen und Rechengesetze fort, wobei a~' +b~! := (a+b)-a~!-
b~L.

* Alle bisherigen Rechenregeln und Vereinbarungen bleiben giiltig.

* a-b~' =: ¢ (Quotient oder Bruch), (a") ™! = L=

o 2¢ =7 (kiirzen bzw. erweitern) ~ gleichnamig machen.

b
a

e —ac 1 _
bd * b'd _ bd> T

+£_ad+bc a. c
7=

SIS
SIS

» Fira, b € Z,a+#0, gibt es genau ein x € Q mit ax = b, namlich x = g.

* Jede rationale Zahl lésst sich im Dezimalsystem darstellen. Der resultierende Dezi-
malbruch ist entweder endlich oder periodisch:
— Jede ganze Zahl ist endlicher Dezimalbruch, z.B. 3 = 3,0.
- g=1%=0,25.
-qg= % 0,3.
- g= 35 =0,153846.

Man kann die Dezimaldarstellung z.B. mit schriftlicher Division bestimmen.

Beispiel: Binomische Formeln

Aus den Rechenregeln lassen sich mit der Notation ¢ := aa die bekannten binomischen

Formeln ableiten:

(a+b)* = a*+2ab + b?
(a—b)* = a* —2ab +b*
(a—b)-(a+b)=a*—b*

Wir iiberlegen nun, wie wir gro3e Summen effizient aufschreiben konnen. Fiir m > n schrei-

ben wir
m

Zak =ap+ap4) + -t ap.
k=n

Beispiel 1.19

* Y3,/ =449+16+25=54

" (1) = 0 falls n gerade
=1 | =1 falls n ungerade.
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e Y l=1+1+1+.  +l=n+l
(n-i—?)r—mal

« Y 0(2j+1)=143+5+7+9+11=36

 Ahnlich geht das auch fiir Produkte.
[1-,2j=2-1-2-2:2-3-2-4-2.5=3840

Induktionsprinzip In den natiirlichen Zahlen gilt das sogenannte Induktionsprinzip:
Enthilt M C IN die 1 und mit jeder natiirlichen Zahl n auch deren Nachfolger n+ 1, dann
ist M = IN.

Dadurch werden rekursive Definitionen moglich, z.B.:

.Z L a; = OZ 1a,.—a1,2”1a,. Y ai+ang.

« Ahnlich [T/* @i =a; ... @y mit [T a; = 1.

0 n+1 . n

e d®:=1,d':=q,a =d"-a.

Dezimaldarstellung mit den Ziffern a; € {0,1,...,9}:
Va € Nista=Y",a;10', geschrieben (a,,...ap)10 = am- . . ao.

Aus dem Induktionsprinzip ergibt sich auch das oft genutzte Beweisverfahren der voll-
stindigen Induktion:
Die Aussage A(n) ist fiir alle natiirlichen Zahlen n > ny wahr, wenn man zeigen kann:

(i) A(ng) ist wahr (Induktionsanfang).
(ii) Wenn A(n) wahr ist, dann auch A(n+ 1) (Induktionsschluss).
Beispiel: GauB als Schiiler: 2 (Y% i) = 10100 = 100- 101.

Satz 1.20 Fiir jedesn € N gilt2 (Y, i) =n(n+1).

Beweis: Induktionsanfang: Betrachte n = 1. Es gilt 2 (¥} i) =2=1-2=n(n+1).
Induktionsschluss: Angenommen fiir ein n € IN gilt die Behauptung.
Zeige: Es gilt auch 2 (Y74 ) (n+1)(n+2).

Wir haben 2 (Z?jl i) =2 i+(n+1)=n(n+1)+2(n+1)=(n+1)(n+2).
O

Man kann das Summenzeichen auch mehrfach verwenden und so kompliziertere Summen
berechnen:

m n
Y Y aj=(an+an+...+awm)+ (@ +an+...+am)+...+ (@ +am+ ...+ am)
i=1j=1



1.4 Rechenregeln

Beispiel 1.21 (Quelle:Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit
ausfiihrlichen Losungen)

An einer Klausur, bei der 40 Punkte zu erreichen waren und bei der nur ganzzahlige Punkte
vergeben wurden, nahmen Studenten aus 6 verschiedenen Studiengdiingen teil. Zum Beste-
hen waren 16 Punkte erforderlich. Es bezeichne a;; die Anzahl der Studenten des Studien-
gangesi(i=1,2,...,6), die j Punkte erreichten.

6 40

* Ander Klausur nahmen insgesamt 411 Studenten teil.: ), Y, a;j =411
i=1j=0

6 15
222 Teilnehmer haben die Klausur nicht bestanden.: ), ), a;j =222
i=1j=0

6
3 Klausurteilnehmer schafften keinen einzigen Punkt.: Y, ajy =3
=1

1

40
86 Klausurteilnehmer gehorten zum Studiengang 3.: '), azj = 86
=0

40
Vom Studiengang 5 haben 52 Teilnehmer bestanden.: ), asj =52
j=16

43,1 Prozent der Teilnehmer aus dem Studiengang 6 haben die Klausur nicht bestan-

15
Y. a;

den.: 22— = 0.431

40
Y agj
f=

Die Teilnehmer aus dem Studiengang 1 erreichten durchschnittlich 15,1 Punkte.:

40
ZOJ'alj

j= _
0 = 15,1
Y ayj

Jj=0

Bevor wir uns abschliefend mit Potenzen beschiftigen, betrachten wir eine mogliche An-
wendung des Summenzeichens zur Flichenberechnung:

GauBsche Flachenformel Als Beispiel fiir das Rechnen mit Summen betrachten wir
die Berechnung der Fliche eines Polygons. Die Fliache in Abbildung 1 kdnnen wir uns

aus fiinf Trapezen zusammengesetzt denken, wobei die Flicheninhalte von zwei Trapezen
positiv und von drei negativ gerechnet werden. Wir erhalten fiir den Flicheninhalt

F = Yxi—x)pi+y) + 3(—x3)(02+ys) +
Ts—xa)(v3+ys) + S(u—xs)(yatys) +

%(xs—xl)(stryl)-
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(x2,¥2)

(x3,y
(x1,51)

(xX4,y4)

(x5,y5)

Y

Abbildung 1: Fliacheninhalt eines Polygons

Man mache sich klar, dass das Vorzeichen von x; — x; 1 entscheidet, ob der Flicheninhalt
positiv oder negativ gerechnet wird. Fiir einen Polygonzug mit n Punkten

(x17)’1)7 (x27y2)7 ceey (xﬂvyi’l)

konnen wir schreiben:

n
Z Xk — X 1) Vk + Vit 1)

l\)l'—‘

wobei wir die folgende Vereinbarung treffen:

Xn+1 = X1, Yn+1 = Y1-

Diese Formel wurde bereits von GAUSS aufgestellt. Wir wollen diese Gleichung etwas
vereinfachen. Mit Hilfe des Distributivgesetzes erhalten wir zunichst

1 & 1
2 Z X =1 )V + 5 Z (X — Xge 1) Vit 1-
i=1 =1

Ersetzen wir in der zweiten Summe den Summationsindex k durch k — 1, so bekommen wir
12 1 n+1
= 5 Z Xk — X 1)Vk+ 5 Z XE_1 — X)Vg-
k=1 k:2

Fiir den letzten Summanden kdnnen wir mit der Setzung xo = x,, schreiben

(xn _xn+1)yn+l = (XO _xl)yl-
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1.5 Anordnung von Zahlen

Dies zeigt, dass wir die zweite Summe auf der rechten Seite wieder von k = 1 bis k =
n laufen lassen konnen, da der Term mit dem Index n + 1 demjenigen mit dem Index 1
entspricht. Wir erhalten schlielich

1 ¢ 1 1 ¢

=5 Z Xk — X4 1)k + 5 Z X1 — Xk)Vk = Z(xk—l — Xk41)Vk-

25 23 25
Diese Formel war ebenfalls bereits GAUSS bekannt und hat gegeniiber der ersten Formel
den Vorteil, dass fiir jeden Summanden eine Addition weniger zur Berechnung bendtigt
wird.

Produkte und Potenzen. Ahnlich wie bei der Summation, kénnen wir Produkte mit
vielen (indizierten) Faktoren abgekiirzt schreiben:

aj -az-ag...~an:Ha,~

Ferner schreiben wir
a" =a-a---a (nFaktoren).

Der Ausdruck a” wird Potenz genannt, die Zahl a € R heiBt Basis und n € IN" der Exponent.
Folgende Rechenregeln gelten:

a'a™ =a"t", (@) =a™, (ab)" = a"b".

Diese Regeln gelten auch fiir negative Exponenten, wenn wir definieren

_ -1 _ 1
=1, a "=(a") =(a 1)"za—n,nE]N.

1.5 Anordnung von Zahlen

Eine weitere wichtige Eigenschaft der rationalen und der reellen Zahlen ist, dass sie sich der
GroBe nach anordnen lassen, und dass diese Anordnung in verniinftiger Art und Weise mit
den Rechenoperationen kompatibel ist. Was genau wir darunter verstehen, konkretisieren
die folgenden Axiome:

Wenn x und y reelle Zahlen sind, so konnen wir die Beziehung x < y (x ist kleiner als y)
betrachten. Diese kann entweder wahr oder falsch sein. Die Kleiner-als-Beziehung hat die
folgenden Eigenschaften:

» Trichotomie: Fiir alle x,y € R gilt genau eine der drei Beziehungen:

x<y, x=y, y<ux. (02)

e Transitivitdt:
x<yundy<z=x<z. (03)
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e Monotonie der Addition:
x<y=x+z<y+z (04)

* Monotonie der Multiplikation:

x<yund 0 < z=xz<yz. (05)

Notation 1.22 Statt x <y schreiben wir auch 'y > x und x <y oder y > x gilt genau dann,
wenn entweder x =y oder x < y.

Es gelten folgende Rechenregeln fiir Ungleichungen :
(1) Addition von Ungleichungen:

a<b,x<y=a+x<b+y.

(i) Multiplikation mit einem negativen Faktor:

x <y, a<0=ax> ay.

(ii1)) Multiplikation zweier Ungleichungen:

0<x<y 0<a<b= ax<by.

(iv) Produktrelation:
x>0undy>0=xy>0.

(v) Fiir x # 0 gilt x> > 0.

(vi) Aus 0 < x < yfolgtx~! >yl

Definition 1.23 Der Betrag von x (Betragsfunktion) ist definiert durch

x| = x ;x>0
] —x ;x<0

Bemerkung 1.24 Fiir Betrdge von Produkten und Quotienten gilt

la|

lab| = |a| -|b|  und ‘g‘ ="
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1.6 Folgen und Grenzwerte

Satz 1.25 (Dreiecksungleichung) Fiir x,y € R gilt |x+y| < |x| + |y].

Beweis:
Es gilt

_ x+y ;x+y=>0,
\)H—y\—{ —(x+y) ;x+y<0,

x<|xjund y<|y|= x+y < |x|+1y,
—x < |x|und —y < |y[ =—x+(—y) = —(x+y) < x|+ |y

Aus den beiden letzten Uberlegungen folgt |x+ y| < |x| +y].

Satz 1.26 (Bernoulli-Ungleichung) Fiirn € IN und x > —1 gilt

(1+x)" > 1+nx.

Beweis: (Bernoulli-Ungleichung) Wir verwenden das Beweisverfahren der vollstindigen
Induktion.

n=1: (14x)! = l+x v

n—n+l: (I+x)"1 = (14+x)"(14x)
~——

>0
(14+nx)(14+x)
14+ nx+x+ nx?
>0

1+ (n+1)x v

Ind. ann.

v

1.6 Folgen und Grenzwerte

Wenn nicht alle Zahlen rational sind, dann kénnen wir uns die Frage stellen, ob man irra-
tionale Zahlen beliebig genau durch rationale Zahlen annihern kann. Das bringt uns zum
Begriff der Zahlenfolge und zur Frage der Konvergenz einer solchen Folge.
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Definition 1.27 (Folgen und Konvergenz) Wenn wir jeder natiirlichen Zahl n € IN (oder
No) eine Zahl a,, € R zuordnen, so bezeichnen wir diese Zuordnung als Folge. Wir schrei-
ben

(an)pen = (a1,a2,a3,...) .

Eine Folge (a,),cy heifit konvergent gegen einen Grenzwert a € R, wenn es zu jedem € > 0
ein N(€) € N gibt, so dass |a, —a| < € fiir alle n > N(€).

1 | | | | 111l | 1 |

é'l | T | a6 |a’4 a2

Die Menge Ug(a) := {x € R||x— a| < 8} (in der demzufolge alle a, mit n > N(€) liegen
miissen) nennt man €-Umgebung von a.

Konvergent heifit also, zu jeder (noch so kleinen) Umgebung des Grenzwertes gibt es einen
Index, ab dem alle Glieder der Folge innerhalb dieser Umgebung liegen. Wir schreiben

lim a, = a.
n—oo

In der Quantorenschreibweise der Logik kann man die Bedingung f'ur Konvergenz wie
folgt schreiben:

Ves0INeNVn>n|a, —al < €.

Dann erhilt man mit den Regeln fiir die Negation der Quantoren V und 3, das eine Folge
(an) e nicht konvergiert gegen a falls

- (V£>OEIN€]NVn>N|an - Cl| < 8)
= Je>0VNeNTn>Nlan —a| < €

Beispiel 1.28 * (an)pew = (1,1,1,...); limyeea, = 1 wobei N (&) = 1 fiir alle € > 0.

1

* a, = 2 -|— " | |
||| | |a :a |
) 3 2 3=a,
Behauptung: lima, =2
n—soo

Frage: Wann ist a,, in der €-Umgebung von 2?

1 1
lap—2|<e e —-<esn>-—
n €
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1.6 Folgen und Grenzwerte

Wdihle also N(€) als die néichst grifiere (oder gleiche) natiirliche Zahl zu % Wir
schreiben dafiir

Hierbei haben wir folgende Notation verwendet:

Notation 1.29 (GauB-Klammern) [x] ist die kleinste ganze Zahl, die grofer oder gleich
x ist. Weiterhin ist | x| ist die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist.

Beispiel 1.30
c a4y =%
Behauptung: lima, =0
—_— H—>oo
Nachweis:
3n Lo Bernougi-Ungl. 112 ) 1 1
et = — PR
(142) > tn>= o < o
Es geniigt also, N(€) so zu wdhlen, dass - < €. Nun gilt aber
! <Eg€ & 2n> ! = > !
— n>— n>—.
2n € 2€
Wir wéihlen also N(€) := [ 5 |.

Dies gilt etwas allgemeiner:

n
an =4(q

Behauptung:
lgf<1 = lima,=0
n—oo

Nachweis (analog zu oben):

Falls g = 0, so ist die Behauptung klar. Im Folgenden konnen wir also q # 0 anneh-

men.
1
roi= ——1>-1
4l
1
= —=14r
4]
= (1+r)">14nr (Bernoulli-Ungl.)
1 1 1 1
= |¢" =0l =1¢"=lq" = < <=

(1+7r)" ~ 1+nr nr_m
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Damit nun - < &, wihlen wir N(g) = {LA-‘ Daraus folgt dann |q|" < €.

n|r| €

* Die Folgen
(I,—1,1,—-1,1,—1,...) und (1,2,3,4,...)

konvergieren nicht.

. (a")nE]No sei definiert mittels:

Behauptung:
a L2n+1 1: . l " vgl. Bsp. 3 lim a. =2
" 2n 2 n—yos "
Nachweis (mit vollstindiger Induktion):
1
n=20 Doap = 1=2 26 I
. 1  Ind. Annahme 2n+1 —1 1 2 2n+l —1)+1
n—n+1l : a1 = an+2n+1 = o +2n+1: ( 2n+1)
_ 2n+2 1
- 2n+1

Verallgemeinern wir Beispiel 5, so gelangen wir zum folgenden Lemma: !

! Ahnlich wie ein Satz ist ein Lemma eine mathematische Aussage, die durch einen Beweis aus Axiomen
und anderen schon bewiesenen Sitzen und Lemmata (auch: Lemmas) hergeleitet wurde. Im Gegensatz
zu einem Satz verwendet man den Begriff Lemma fiir Aussagen geringerer Bedeutung sowie fiir Hilfs-
aussagen, die benutzt werden um einen anderen Gedankengang (etwa einen Satz oder dessen Beweis)
einfacher formulieren zu kénnen.
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1.6 Folgen und Grenzwerte

Lemma 1.31 (Geometrische Reihe)

Sei

ap=1 und ap1=an+q" "

Dies konnen wir auch schreiben als:

an = l+q+q+¢+...+4q"

n
= Y4
k=0

Es gilt
n 1 — n—+1
Z g = T
k=0 1—q
1
T ontl +1
Fir g = % folgt dann a, = 2n1+1 _2 2”_ 1, vgl. Beispiel 5.
1——
2

Beweis: mittels vollstandiger Induktion:

1
n=0: a():l:l_q

I—gq
_ n+l
n—n+1: a”“:—li]q + gt
_ (=" +(1—g)q""
l—g¢
1_qn+2
=1t

Eine Folge (c,)n—o...., die definiert ist iiber eine Summe

n
Cp = Z an
k=0
nennt man Reihe. Die Terme a, nennt man Glieder der Reihe. Im Folgenden wollen wir
einige wichtige Reihen ansehen.
Satz 1.32 (Konvergenz der geometrischen Reihe) Fiir 0 < g <1 gilt:

n
1
li e
imd e =1,

(firg = % vgl. Bsp. 5)
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Beweis:
1 1— n+1
i <e & ¢ <e(l—gq)
l—qg 1—g¢q
1—
& 4'< e—4
q
qz
ist erfuillt fur allen > N
@=|eatar
) 1—q . 1—
vgl. hierzu Bsp. 3: ri=——l=—— 8 =e——
q q q
1
g 0z NE) =[]
O
Wir schreiben auch
lima,=a < an’H—O;a,

n—soo
n oo
lim Z ap = Z ay.
= k=0
Eine geometrische Reihe ist auch das Thema von Aufgabe 1.1.
Beispiel 1.33

e Zu berechnen ist die Summe 3 5+ 50 + % +...= % Mit dem Satz iiber die
l

1 3

=5

[941[S8}

10 _
> =

2
3

geometrische Reihe erhdlt man % Z 17 % T

i=0 10

» Ein Ball fillt aus 2 Metern Hohe auf den Boden, springt hoch, fillt wieder usw.

Jedesmal betrdigt die neue Sprunghohe jeweils % der alten Sprunghohe. Wie lang ist
der Weg, den der Ball zuriicklegt? Antwort: Der Weg ist

4 1
2+Zz 2-( 2+Z4 ) +4— 4_—2+Z4 ) =-2+4. 1 ;=18

=0 -3

Meter lang.

Notation 1.34 Eine Folge heifit divergent, falls sie keinen Grenzwert besitzt
(Bsp: (1,2,3,4,...),(—=1,1,—1,1,...)).
Eine Folge heif3it beschrinkt, wenn es eine Zahl M gibt mit

lan| <M  fiir alle n € IN.
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1.6 Folgen und Grenzwerte

Beispiel 1.35 Betrachten wir die harmonische Reihe (a,),eN mit a, = Y1, % Diese Reihe
divergiert, wie man durch folgende Abschiitzung fiir n = 2% einsehen kann:

$ Lo (Lt
i 2 \3 4 56 7 8

1 1 1 1
+(§+.”+1_6>+.”+(2/€T+1+'”+?)

1 1 1 1

Eine physikalische Anwendung dieser Reihe ist die folgende iiberhiingende Tragkonstruk-
tion. Es gilt dabei rechteckinge Blocke gleicher Breite und Hohe so aufeinander zu schich-
ten, dass die entstehende Konstruktion moglichst weit hinausragt. Beginnen wir mit zwei
Blocken, deren Gewicht wir auf 1 normieren. Dann konnen wir den oberen um die halbe
Breite (ebenfalls auf 1 normiert bei einer Gesamtbreite von 2) iiber den darunter liegen-
den Block hinausschieben, da sein Schwerpunkt genau in der Mitte liegt. Dieses Verfahren
konnen wir nun fortsetzten. Sei s der Schwerpunkt der oberen k Blocke. Dieser kann dann
genau iiber das eine Ende des darunter liegenden Block geschoben werden. Der Schwer-
punkt der oberen k+ 1 Blocke ergibt sich dann aus der Mittelung des Scherpunkts s; der
oberen k Blocke, gewichtet mit dem Gesamtgewicht k dieser Blocke, und dem Schwerpunkt
sk + 1 des darunterliegenden Blocks. Wir erhalten also als fiir den Schwerpunkt s der
oberen k+ 1 Blocke.

sp+1 Sk 0
ksi+ (sp+1) 1
Sk1 = 1 :Sk+—k+1
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Wir dividieren hier durch k+ 1, da dies das Gesamtgewicht der oberen k+ 1 Blocke ist.
Fiir nur einen Block erhalten wir s| = 1 und somit ergibt sich durch iteratives Einsetzen

I S S
T IT T T

und damit die harmonische Reihe fiir das maximal Hinausragen der Konstruktion mit k
Blocken. Wegen der Divergenz dieser Reihe kann man also (theoretisch) eine beliebig weit
iiberhingende Konstruktion bauen.

Satz 1.36 Es gelten folgende Aussagen:
* Jede konvergente Folge ist beschrdinkt.
» Eine Folge hat hochstens einen Grenzwert.

» Es gelten folgende Rechenregeln fiir Grenzwerte:
Seien (an) e » (bn) e konvergente Folgen mit ay, iy a,b, "% b, dann gilt:
(i) an+by =S a+b,
(ii) a,by, % ab.
(iii) Falls ferner b # 0, so folgt auch Z—Z ey %.

e Falls stets a < a, < a und a, iy a, dann gilt a < a < a.
Die Zahlen a,a nennt man untere bzw. obere Schranken.

Achtung: Es folgt allgemein keinesfalls, dass a < a, denn z.B. a,, = 1 — rl; <l;a,—1.

Beweis: Wir fiihren den Beweis hier nur fiir die Regel zur Multiplikation. Insbesondere
gehen wir nicht auf das sogenannte Vollstindigkeitsaxiom ein, das mit der letzten Aussage
fiir Folgen auf reellen Zahlen in direktem Zusammenhang steht.

|anb, — ab| = |an (b — b) + (an — a) b
Dreiecksungl.
< |an’|bn_b|+|an_a|‘b|
Beschr. konv. Folgen
< M |b, —b| + |a, —al |b|
—— =
<& <&
fiir n>Np, () fiir n>Ng (&)
< (M +|b|)¢
Nun wihle & = Aﬁlbl’ dann gilt |a,b, — ab| < €,

fallsn > N(g) := maX{Na(M—i\b\ >7Nb(M-flbl )}
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1.6 Folgen und Grenzwerte

Beispiel 1.37
e Fiir0<gqg<1gilt:

n—soo

1+q" F=an—1

= ——— o
Lo =Tl
o 1—
= 34
3
2 3+—7 =a,—33
3n“+17n n n
Cn: 5 =
n
n—oo 3
= ¢ — =

7
Weitere Beispiele finden Sie in Aufgabe 1.12.

Nicht jede konvergente Folge rationaler Zahlen hat ihren Grenzwert in (). Erinnern wir uns
an das Beispiel \/3 ist nicht rational, oder anders ausgedriickt, x% = 3 hat keine rationale Lo-
sung, aber wir haben x durch Schachtelung ,,dargestellt”. Die unteren und oberen Grenzen
,erscheinen® als konvergente Folgen, auch wenn wir deren Grenzwert (in Q) noch nicht
angeben konnen. R erhalten wir aus ), wenn wir die Grenzwerte von Folgen in ) hinzu-
nehmen. Dazu betrachten wir einen Konvergenzbegriff bei dem der Grenzwert zun’achst
nicht bekannt sein muss.

Definition 1.38 Eine Folge reeller Zahlen (ay), .y heifit Cauchyfolge, wenn zu jedem € >
0 ein N(€) € NN existiert, so dass

|ay —am| < € fiir alle n,m > N(¢€).

Bemerkung 1.39 Dies ist ein Begriff von Konvergenz, ohne etwas iiber den Grenzwert
selber zu sagen.

Die harmonische Reihe (Y.}, %)nE]N als Folge zeigt, dass a, 1 —a, = ﬁ — 0 fiir n — oo
nicht ausreicht, damit die Folge schon konvergiert.

Satz 1.40 Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

Beweis: a, —> a = Es gibt N(g), so dass |a, —a| < £ furalle n > N().
Dreiecksungl.
= lap—am| =lan—a+a—an| < |ap—al+la—an| < 5+ 5 = ¢ fiir alle n,m >
£

N(5) = (an),en ist Cauchyfolge.
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|

Auf Q gilt die Umkehrung nicht (Bsp.: Schachtelung fiir v/3); die Schachtelungsfolgen sind
sicherlich Cauchyfolgen in @, aber sie sind nicht konvergent in @, da /3 & Q. D.h. wir er-
halten neue Zahlen, wenn wir die Grenzwerte von Cauchy-Folgen hinzunehmen. Dieses
Hinzunehmen bezeichnen man als Vervollst”andigung. D.h. wir definieren R als Vervoll-
staindigung von (. D.h. man nimmt alle Grenzwerte von Cauchy-Folgen hinzu. Praktisch
heif}t dies, wir nehmen alle Dezimalzahlentwicklungen hinzu:

(1,1.7,1.73,1.732,...,1.7320508, ...)

ist eine Cauchyfolge, die so fortgeschrieben werden kann, dass sie v/3 reprisentiert.

Folgen dienen sehr oft zur Approximation von Zahlen, die nicht rational sind. So kann man
die Wurzel einer positiven Zahl a zum Beispiel auch iiber die Folge (x;),cn mitxp = 1 und

1 a
il = 5 xn+x_
n

anndhern. Diese Folge konvergiert sogar sehr schnell. fiir a = 2 erhalten wir die Folge

(1 17 577 665857 )

’ 127 4087 4708320 *
Die Dezimalzahlentwicklung von x4 ist 1.4142135623746899106. ... Der Fehler zu v/2 ist
bereits kleiner als .,6 10712, Vergleiche hierzu auch eine der folgenden Ubungsaufgaben.

Wenn wir annehmen, dass wir Wurzeln nun sehr gut numerisch berechnen kénnen, so kann
man zum Bespiel auch 7 mit einer Folge approximieren. Dazu beginnt man mit einem
Viertelkreis mit Radius 1. Dieser Kreisbogen ist 7 lang. Eine noch grobe Approximation
dieser Zahl ist nun die Ldnge a; der Sekante, die die Endpunkte des Bogens verbindet.
Diese ist nach dem Satz des Pythagoras v/12 + 12 = /2 lang. Nun generieren wir eine Fol-
ge immer besserer Approximationen der Zahl Z, in dem jeweils die gegebene Sekante mit
Linge a; halbieren, dann einen Gerade vom Kreismittelpunkt durch den Mittelpunkt der
Sekante auswihlen und den Schnittpunkt mit dem Kreis bestimmen. Nun ersetzen wir die
Sekante der Linge a; durch die beiden Sekanten, die sich ergeben aus dem Verbinden der
Schnittpunkten der vorher betrachteten Sekante, verbunden mit dem neuen Schnittpunkt
auf dem Kreis. Dieses Verfahren konnen wir nun iterativ fortsetzen und erhalten somit eine
Folge von immer besseren Approximationen von 7 iiber die Zahlen ¢ = 2%ay.

Um nun a; zu berechnen fithren wir den Abstand der zugehorigen Sekante vom Kreismit-
telpunkt ein und nennen diesen by. Nun gilt nach dem Satz des Pythagoras

2

a

bk: 1—Zk

und

2 2 2 2
a a
— /(1 =b )2+ Kk — 1—4/1-2% “k
ay ( k) + 4 +4
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(1,1)

by as

(1,0)

Wir erhalten die Folge (¢y)ren gerundet auf 6 Stellen:
2.828427,3.061467, 3.121445, 3.136548, 3.140331, 3.14128
wobei & = 3.141592....

Satz 1.41 (Bolzano-Weierstrass) Jede beschrdnkte Folge in R hat eine konvergente Teil-
folge, d.h. falls (x,),c gegeben mit |x,| < M, dann gibt es eine strikt monotone Folge
(nk)rew von Indizes aus N (nyy1 > ny), so dass (xy,) oy konvergiert.

Beispiel 1.42 Betrachte die Folge
(Xn)pew = (0,0.5,-0.5,0.75,-0.75,0.875,—0.875,...)

= (0,1—1,—1+1,1—1,—1+1,1—1 —1+1...).

2 2 4 4 8’ 8
me=2kk=1,2,... : (2,46,..)
Xnkzl— 5 — 1
me=2k—1,k=12,... : (1,3,5..)

Ein weiteres Beispiel finden Sie in Ubung 1.5.
Beweis: (Bolzano-Weierstrass)

Wir konstruieren eine Schachtelung von Intervallen:
Im nullten Schritt setzen wir:

k=0,a0=—-M,bp=M = {Xn‘l’IGIN}C[ao,bo]
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Ferner wihle ny = 1. Nun konstruieren wir iterativ (Schritt fiir Schritt) eine Schachtelung
von Intervallen und die im Satz postulierte Teilfolge:

(*) Hierzu betrachten wir zunéchst die Teilintervalle:

g ay + by ay + by
k7 2 ) 2

,bk] C [ak, by

Mindestens in einem Intervall liegen unendlich viele Folgenglieder; setze [ay 1, bk 1]

gleich diesem Intervall (also in einem Fall a; | = a; sowie by | = akgbk oder im an-
deren Fall a3, = “"Jz’bk sowie by = by) und betrachte (nach Umnummerierung)

nur noch die Teilfolge, die ganz in [ay1,by 1] liegt.
Wiihle n; gleich dem ersten Index dieser Teilfolge, der groBer als n;_; ist, erhdhe k&
um 1 (k < k+ 1) und fahre fort mit (*).

Offensichtlich gilt :
1 2M koo
(bx —ar) = 5 (b1 —ar-1) = e =30
2M
= |Xn, — X, | §7 fiir alle I,m > k

= () ken ist Cauchyfolge
und damit liegt der Grenzwert in RR.

|

Definition 1.43 Eine Folge (a,),c heisst monoton wachsend (fallend), falls fiir alle n € N
gilt ay+1 > ay, (ay+1 < ay). Wir sprechen von einer monotonen Folge, falls diese entweder
monoton wdchst oder fillt.

Eine Folgerung des Satzes von Bolzano Weierstrass ist der folgende Satz.

Satz 1.44 Jede monotone und beschrinkte Folge in R hat einen Grenzwert.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) nehmen wir an, dass die Folge
(Xn) ey monoton wichst. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass gibt es eine Teilfolge
(Xn) ke die gegen ein x konvergiert. Damit ergibt sich die Ungleichungskette

X1 <xp <. S Xy < Xpgrd §-~~§xnk+1 <...

und wir nehmen nun an, dass |x,, —x| < &. Wegen der Monotonie der Folge gilt nun ei-
nerseits fiir jeden beliebigen Index /, den wir wihlen, dass x,, < x,, 1;. Andererseits gibt
es ein k abhingig von [, so dass Xyl < Xy Widre nun x < xp, 4/, so wiirde x < x,, folgen,
was zu einem Widerspruch zur Konvergenz der Teilfolge fiihrt. Damit ist x > x,, fiir alle n.
Ferner liegt x,, ; zwischen x;, und x, d.h. |Xnk+[ —x| < € und somit folgt die Konvergenz
der ganzen Folge.
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U
n
Beispiel 1.45 < Yy k—lz) konvergiert, denn
k=1"/,
i ! 1+ : + : + : +...+ !
an'=) — = +=+=+...+=
n k:]kz 22 732 " 42 n2

1
—1—#11—1-1 1+1 1+
B 2 2 3 3 4
1
= 2——<2. (Teleskopsumme)
n

Also ist a, beschrdinkt und monoton = a, konvergiert.

Zum Abschluss unseres Grundlagenkapitels fithren wir noch die Notation von Intervallen
ein, die uns spiter bei der Angabe von Definitions- und Wertebereichen von reellen Funk-
tionen hilfreich sein wird.

Notation 1.46 (Intervalle)
[a,b] = {x € Rla <x < b} abgeschlossenes Intervall
(a,b) ={x € Rla<x < b} offenes Intervall
[a,b) = {x € Rla <x < b} halboffenes Intervall

(a,b) ={x € Rla<x < b} halboffenes Intervall

1.7 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 1.1 Eine reelle Folge (a,),en sei durch die Vorschrift
ay = 1,

any1 = an+m

definiert. Berechnen Sie die ersten Folgenglieder und stellen Sie dann eine Hypothese fiir
eine nicht rekursive Formel zur Berechnung von @, auf.

Anwesenheitsaufgabe 1.2 Zeigen Sie mit Hilfe vollstindiger Induktion, dass

n

Z3(k+1):%(n+1)(n+2)
k=0
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Anwesenheitsaufgabe 1.3 Sei die Funktion f definiert durch

flx) =

I; x€[2n—1,2n)fireinneZ
—1; x€[2n,2n+1)fireinneZ.

Weiterhin sei die Funktion g definiert duch

1) Fertigen Sie Skizzen der Funktionen f und g an.

ii) Bestimmen Sie den Grenzwert von g an der Stelle O:

lim g(x)

x—0

Anwesenheitsaufgabe 1.4 Es seien (a)nen, (bn)nen reelle konvergente Folgen mit
Grenzwerten a,b € R. Zeigen Sie:

a,+b, — a—+b.

Anwesenheitsaufgabe 1.5 Betrachten Sie die Folge

an:(—l)”<1+%)

i) Zeigen Sie, dass (a,),cN beschrénkt ist.

ii) Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass hat (a, ), also eine konvergente Teilfolge.
Geben Sie eine solche und ihren Grenzwert an.

Anwesenheitsaufgabe 1.6 Zeigen Sie, dass die Reihe (a;),cn mit

n
=Y
i=1

1

Sl

i

divergiert.
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Aufgabe 1.7

a) Skizzieren Sie zuerst den Graphen der folgenden Funktion und schreiben Sie die
Funktion ohne Betragsfunktion mit Fallunterscheidung:

f(x) = x+ x|

b) Skizzieren Sie nun den Graph der Funktion

0 : x<1
g<x)::{%(x—1) x>

und schreiben Sie die Funktion unter Verwendung der Betragsfunktion ohne Fallun-
terscheidung.

c) Skizzieren Sie den Graphen der folgenden Funktion und schreiben Sie auch diese
unter Verwendung der Betragsfunktion ohne Fallunterscheidung:

0 : x<-1
h(x):=¢ 2x+2 : —1<x<0
2 : x>0

Aufgabe 1.8 Gegeben seien die Aussagen

A(s) = StudentIn s schléft morgens aus.

B(s) = Studentln s gibt einen gut bearbeiteten Ubungszettel ab.

und die logische Aussage

Vs (A(s) VB(s)) . (6)
a) Formulieren Sie die Negation von Aussage (6).

b) Geben Sie eine sprachliche Formulierung von Aussage (6) und ihrer Negation an
(analog zur rechten Seite der Definitionen der Aussagen A(s) und B(s)).

Aufgabe 1.9 Die Zahlenfolge (a,) sei rekursiv definiert durch
ap=1, ap=ap—1+2n+1 (n=1,2,...).

Man gebe eine explizite Formel fiir das allgemeine Glied der Folge an und beweise diese
Formel!
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Aufgabe 1.10 Vereinfachen Sie die folgenden Summen:

a)
10
Z(ai al+l)
i=1
b)
10 10
ZE}% 2:2%%
i=1j= i=1j=

Aufgabe 1.11 Zeigen Sie mit Hilfe vollstindiger Induktion:
a) Zkz —n(n+1)2n+1) ;

b) n! >2""1,

Aufgabe 1.12 Berechnen Sie den Grenzwert der Folge (ay,),enN:

—Tn?+3n—1 .

a) ap = 5n2+5 s

. 3P4n—2 .
b) ai’l o= (2’;_’_\7}5)3 ’

) a,:=(1 +nl2)"

Tipp: Wenden Sie die Bernoullische Ungleichung einmal auf a, und einmal auf ai
an und zeigen Sie damit, dass

1
ap > 14—
n
und
<1+ .
Ld = n2—n+1
gelten.

Berechnen Sie die Grenzwerte dieser beiden Folgen.
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Aufgabe 1.13 Betrachten Sie die nachstehende Abbildung mit den Punkten Py = (1,0)
und P, = (a,v/1—a?) wobeia € (0,1).

a) Nehmen wir an, dass die Punkte Py, ..., Ps ein symmetrisches Hexagon (Sechseck)
bilden, d.h. symmetrisch bzgl. x- und y-Achse verteilt sind. Geben Sie die Koordina-
ten der Punkte P, ..., Ps an.

b) Unter Verwendung der Teilaufgabe a), bestimmen Sie nun den Flidcheninhalt des He-
xagons in Abhingigkeit des Parameters a € (0, 1), d.h. bestimmen Sie eine Funktion
F(a) mit der Sie den Flicheninhalt berechnen konnen. (Tipp: Nutzen Sie die Gaul3-
sche Flichenformel aus der Vorlesung.)

c) Bestimmen Sie nun das Hexagon mit dem groBten Flicheninhalt.

Aufgabe 1.14 Fiir ein a > 0 sei die Folge (x,),en durch die Vorschrift

a

1
Xl = 5 <xn+ —) (7
5%

definiert. Aulerdem sei der Startwert xo > 0.
a) Zeigen Sie, dass fiir alle n > 1 die Ungleichung x2 > a gilt.

b) Zeigen Sie, dass fiir alle n > 1 die Ungleichung x,,+1 < x,, gilt.
Tipp: Zeigen Sie die dquivalente Ungleichung x,, 1 —x;, < 0.

¢) Warum konvergiert die Folge (x,),en?
Tipp: Verwenden Sie Satz 1.44 aus der Vorlesung.

d) Zeigen Sie, dass fiir den Grenzwert x der Folge (x,,)nen gilt: x* = a, d.h. x = \/a.
Tipp: Betrachten Sie auf beiden Seiten von (7) den Grenzwert.
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit
2.1 Reelle Funktionen

Definition 2.1 Sei D eine Teilmenge von R, dann versteht man unter einer reellen Funktion
auf D eine Abbildung f : D — R. D heifst Definitionsbereich von f. Man schreibt auch
f x> f(x), dabei heifit x Urbild und f(x) Bild. Der Graph von f ist die Menge

Gr:={(x,y) eDxRly=f(x)}.

Beispiele 2.2

e p:R=Rix px) =anx"+a, (X" ' +...+ag
(p ist ein Polynom vom Grad n, falls a,, # 0)

 |-|:R—R;x+— |x| (Betragsfunktion)

Xt

* )+ R=Ryx— )%‘x' (Positiver Anteil)

y

« f:R\{0} > Ryx—1

filto,tn) = Ry x— f(x) mit f(x) =ci, ci €R, - M
* falls x € [t;,t;11) mitty <t} < --- <t, (Treppenfunk-  o——
tion) At
) N ST

s f:R\N;, = R;x— % mit p,q Polynome und N, die Nullstellenmenge zu g, heif3t

rationale Funktion.

Polynomberechnung: p(x) = a,x" +a, X" '+ ... +a
1. Ansatz: Direkte Berechung nach der Formel. Als Java-Programm sieht das Ganze wie
folgt aus:

public class polynom

{
static double evalPolynom (double[] a, double x)

51



2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

int n = a.length - 1;
double y = a [0];
for(int i = 1; 1 <= n; 1i++)
{
y =y + a [i] » Math.pow (x, 1i);
}

return y;

Nachteil: Durch die Multiplikation mit x' miissen sehr viele oder sehr rechenintensive
Operationen ausgefiihrt werden.

Verbesserung: Hornerschema
Wir kénnen das Polynom (durch teilweises Ausklammern) auch etwas anders schreiben:

p(x)=(--((ap—1x+an—2) -x+ay—3)-x---+ay)-x+ap.

Hier ergibt sich dann ein modifizierte Algorithmus:
Als Java-Programm sieht das Ganze nun wie folgt aus:

public class polynom

{

static double horner (double[] a, double x)
{
int n = a.length() - 1;
double y = a [n];
for (int i = 1; i <= n; i++)
y =y * x +a [n- 1i];

return y;

Pro Schleifendurchlauf muss nur noch eine Multiplikation ausgefiihrt werden.

Wir konnen uns die im Programm ablaufende Rechnung durch das Horner-Schema zur
Auswertung eines Polynoms p mit

p(X) = anxn—l—an_lx"*l +... —|—a2x2—|—a]x—|—a0
= (("'(anx+an71)x+---+a2)x+a1)x+a0
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2.1 Reelle Funktionen

an einer Stelle xg in einem Diagram veranschaulichen:

ay ap—1 cen aj ap
bn,1X0 ce b1X0 boXo
bn,1 bn,2 ves bo ‘ C.

Hinter diesem Diagram verbirgt sich die ausfiihrlich geschriebene Rechenvorschriften:

bp1 = ay

bp—2 = ap-1+by_1x0
by = a;+bixy

c = ag-+boxg.

Gleichzeitig erhalten wir mit diesem Schema eine Faktorisierung des Polynoms mit Rest-
term:

X"+ ay X bag = (b1 X by X 4 bo) (x—x0) +c.

Dies folgt direkt durch Vergleich der Koeffizienten zu gleichen Potenzen von x und nach
Definition der Koeffizienten by:

an="by_1,a,1 = —by_1x0+by_2, - a;=—bixo+b;_1, -+ ag = —boxo+c.

Hierbei ergibt sich als Folgerung ¢ = p(xp). Mit dem Hornerschema erhalten wir also das
Ergebnis der Polynomdivision durch das lineare Polynom (x — x¢) mit Rest ¢ = p(xp) und
im Fall p(xg) = 0 eine Faktorisierung des Polynoms in ein Polynom vom Grad n — 1 und
in den Linearfaktor (x —xo). Ein Beispiel dafiir finden Sie in Aufgabe 2.1.

Beispiel 2.3 Wir werten das Polynom
p(x) =3x° — 126> +3x+ 18 (8)
an der Stelle xo = 3 mit dem Hornerschema aus:

3 -12 3 18
9 -9 18
3 3 6 | 0.

Wir erhalten somit

p(x) = (x—3)(3x> —3x—6).

Notation 2.4 Eine Funktion f : D — R hat die Nullstelle xo € D, falls gilt f(xo) = 0.

Beispiel 2.5 Das Polynom (8) hat eine Nullstelle x; = 3. Das Hornerschema zeigt, dass
dieses Polynom x — 3 als Faktor enthiilt.
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Allgemein gilt: Ist x; eine Nullstelle eines Polynoms p,vom Grad n, so gilt

pa(x) = (x —x1) pp—1(x),

wobei p,_1 ein Polynom vom Grad n — 1 ist. Hat das Polynom weitere Nullstellen, so kon-
nen wir das Verfahren fortsetzen.

Notation 2.6 (Komposition/Verkettung von Funktionen) Zu f : D — R, g : £ —
R, f(D)CE
(hierbei sei (D) :={y € R|y = f(x) fiir ein x € D}) definieren wir

(gof):D—=R; (g0f)(x) =g (f(x)).

Beispiel 2.7

fx)=x|,g(z) =vz, D=R,E=R{,f(D)=E
(gof): R—=R: (gof)(x) = /x|

2.2 Stetigkeit

Notation 2.8 (Grenzwert bei Funktionen) Wir schreiben lim,_,, f(x) = c, falls fiir jede
Folge (x,)new mit Xy, La gilt: lim,,_,o f(x,) = c.

Definition 2.9 (Stetigkeit basierend auf Folgenbetrachtung) Eine Funktion f: D — R
heif3t stetig in a € D, genau dann wenn

lim £ (x) = f(a).

X—a

(D.h. egal, mit welcher Folge von Urbildern man gegen das Urbild a lduft, die Folge der
Bilder geht immer gegen das Bild von a.)
Eine Funktion heifst stetig (auf D), wenn sie in allen a € D stetig ist.

Beispiele 2.10 Stetige und nicht stetige Funktionen
(i) f(x)=x, f(x) = c sind stetig auf R.

; >
(ii) f(x)= { (1)’ );ojzs? ist unstetig in 0.
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2.2 Stetigkeit

(iii) Summen und Produkte stetiger Funktionen sind stetig (vgl. den Satz zu Grenzwertre-
geln).

(iv) Aus (i) und (iii) folgt: Polynome sind stetig.

(v) Sei h(x) = Jg% mit f,g stetig auf R, dann ist h stetig auf R\ Ng, wobei Ng die Null-
stellenmenge von g ist.

konkrete Beispiele: — ist stetig auf R\ {1}, (;‘;131) ist stetig auf R\ {—1,1}.

Weitere Beispiele finden Sie in Ubung 2.8.

Bemerkung 2.11 Es sei f: D — R stetig, a ¢ D und lim,_,, f(x) = ¢, dann nennt man f
stetig ergénzbar in a durch den Wert c.

Beispiele 2.12 (i) f(x) = ’;2__1' ist zundichst bei x = 1 nicht definiert, aber

ii_rﬂf(x) — lim G=DE+1)

=1l 1)=2.
x—1 x—1 xl—r>1}(x+ )

D.h. x — f(x) ist in 1 stetig ergiinzbar durch 2.

(ii) x> |x| ist stetig (da||x,|—|a|| < |x, —al).

(iii) x> sin (%) kann nicht stetig in O fortgesetzt werden.

(iv) x+—> xsin (}lc) kann fiir x = 0 stetig durch den Wert O fortgesetzt werden, denn ‘x sin (%) | <
|x| — O fiir x — 0.

A\ VAN
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

(v) x> +/|x]| ist stetig auf R.

a#0: ‘\/M—\/m

0 Ik —lall _ x—a] x

ViV

(%) : a>—b* = (a—b)(a+b)

a=0: \/\x\ﬂOZ\/a,
denn, falls |x| < €, dann gilt \/|x| < €

Beispiele fiir stetige Ergiinzbarkeit finden Sie auch in Ubung 2.9 und 2.30.

Satz 2.13 (Stetigkeit der Komposition) Es seien f: D — R, g: E — R zwei stetige Funk-
tionen mit f(D) C E, dann ist (go f) stetig auf D.

Beweis: Seia € D und x, eine Folge mit x, "—> a. Aus der Stetigkeit von f folgt f(x,) —>

f(a), dann folgt aber mit der Stetigkeit von g, dass g (f(x,)) > g (f(a)). Das heiBt aber,
dass go f in a stetig ist.

Eine alternative (und dquivalente) Definition von Stetigkeit:

Eine Funktion f ist stetig in a, wenn es zu jeder noch so kleinen Umgebung im Bild von
f(a) eine Umgebung im Urbild um a gibt, so dass diese ganze Urbildumgebung in die
Bildumgebung abgebildet wird.

A A

|~ 1
|
~
—
N——

\j
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2.2 Stetigkeit

Definition 2.14 (Cauchy-Kriterium) Eine Funktion f ist stetig in a, genau dann wenn zu
jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass fiir alle |x —a| < 6 gilt | f(x) — f(a)| < &.
Eine Funktion f : D — R heifit stetig, wenn fiir alle a € D gilt, dass f in a stetig ist.

Zur Aquivalenz der beiden Stetigkeitsbegriffe:

Cauchy-Kriterium (2.14) = Folgenstetigkeit (2.9):

Es gelte x, —% a, d.h. fiir n > N(8) gilt |x, —a| < 8. Nun wenden wir das Cauchy-
Kriterium an und erhalten fiir € > 0 ein 6(€), so dass | f(x,) — f(a)| < € fallsn > N(5(¢))
und damit |x, — a| < 8(¢). Damit haben wir gezeigt, dass f(x,) — f(a).

Folgenstetigkeit (2.9) = Cauchy-Kriterium (2.14):

Wir zeigen — Cauchy-Kriterium = — Folgenstetigkeit. Hierzu formalisieren wir das Cauchy-
Kriterium mit logischen Quantoren und erhalten

v836ver5(a)f(x) € US(f(a))'
Die Negation hiervon lautet
El&‘vé'zler(;(a)f(x) ¢ Ue (f(a)) .

Nehmen wir nun dieses postulierte feste € und betrachten dann o, = % Hierzu gibt es dann
ein x, mit |x, —a| < 1, sodass f(x,) & Ue(f(a)). Damit ist f nicht folgenstetig in a.

Satz 2.15 (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R, (a < b) eine stetige Funktion. Dann gibt
es zu jedem c zwischen f(a) und f(b) ein x zwischen a und b mit f(x) = c.

f(b) 1

f(a)

a x b
Bemerkung 2.16 x ist nicht unbedingt eindeutig bestimmt.

Beweis: Ohne Einschriankung sei f(a) < f(b). (Sonst betrachte —f.) Wir konstruieren
eine Intervallschachtelung um das Urbild von ¢ zu finden:
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k=0,a0:a,b0=b

(%) setze m := Gk T Ok _5 bi /\/

falls: :
f(m)>c Qg1 = ag, by =m
flm)=c : fertig(x=m)
f(m) <c A1 =m, b1 = by a a, b, b, b

setze k = k+ 1 und fahre mit (*) fort.

Die Folge (ak )y ist monoton wachsend und beschrinkt, also konvergiert ay e Xq und
da f stetig ist folgt f(ay) IH—°>°f(xa). Da f(ay) < ¢ folgt f(x,) <c.

Analog folgt (by);cpy ist monoton fallend und beschrinkt, by iy xp, f(br) iy f(xp) und
da f(by) > c folgt f(xp) > c.

Weiterhin gilt:
b —da k—o00
ok

bk —ay = 0

Fiir beliebiges k gilt offenbar 0 < x;, —x, < by — ax. Da die rechte Seite gegen 0 konvergiert,
folgt x, = x; =: x. Damit gilt aber ¢ < f(x) <c= f(x) =c.

Aufgrund der Konstruktion der Intervallschachtelung gilt auerdem a < a; < x < b, < b,
also liegt x im Intervall [a, b].

O

Beispiel 2.17 Sei T die Funktion, die jedem Punkt x des Aquators die dort herrschende
Temperatur zuordnet. Wir nehmen diese Funktion als stetig an. Dann gibt es mindestens
einen Punkt auf dem Aquator, an dem die gleiche Temperatur herrscht, wie an seinem
antipodalen (gegeniiberliegenden) Punkt.

Beweis: Jeder Punkt p auf dem Aquator besitzt einen eindeutigen reellen Liingengrad
I(p) € 0,27 und zu jedem Liingengrad [ € R gehort genau ein Punkt p(l) auf dem Aquator.
Es sei t : R — R die 2m-periodische Funktion, die jedem Ldngengrad | die Temperatur
T(p(l)) zuordnet. Wir nehmen an, dass t stetig ist. Die Funktion A: R - R, | — [+
ist als Polynom stetig. Die Punkte p(l) und p(l + &) sind antipodal. Betrachte nun die
Funktion

fR=>Rmitl—t(l)—t(l+m).

Die Funktion f ist stetig als Differenz einer stetigen Funktion und der Verkettung zweier
stetiger Funktionen. Es gilt fiir alle | € R, dass

fll+m)=t(l+m)—t(l+2n)=t(l+m)—1t(l) = —f(I).
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Falls f die Nullfunktion ist, so hat jeder Punkt auf dem Aquator die selbe Temperatur wie
sein antipodaler Punkt. Falls nicht, so gibt es | € R mit f(I) # 0, also t(I) # t(I+ ). Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit sei f(1) > 0. Dann ist f(l+ m) < 0. Dann gibt es nach
dem Zwischenwertsatz ein I' €]1,1+ n[ mit f(I') = 0. Das bedeutet t(I') = t(I' + 1), also
dass die antipodalen Punkte p(I') und p(I' + 1) die selbe Temperatur haben.

Eine weitere Anwendung des Zwischenwertsatzes finden Sie in Aufgabe 2.11.

Nun wenden wir uns einer zentralen Aussage zu stetigen Funktionen zu. Dazu bendtigen
wir zunédchst etwas Notation.

Notation 2.18 Sei A C R nicht leer, dann bezeichnen

Obere Schranke: s ist obere Schranke von A, falls
fiir alle a € A gilt a < s,

Untere Schranke: s ist untere Schranke von A, falls
fiir alle a € A gilt s < q,

Supremum: supA ist die kleinste obere Schranke von A
und oo, wenn es keine obere Schranke gibt,

Infimum: infA  ist die grofite untere Schranke von A
und —oo, wenn es keine untere Schranke gibt.

Satz 2.19 Jede Funktion, die auf einem abgeschlossenen Intervall stetig ist, nimmt dort ihr
Minimum und ihr Maximum an.

Das heifst also, falls f : [a,b] — R stetig ist, so gibt s Xmin,Xmax € [a,D)], so dass f(xXmin) <
F(x) < f(xmax) fiir alle x € [a,b].

Beispiele 2.20

* f(x) =x nimmt auf [0,1] sein Minimum an der Stelle 0, sein Maximum an der Stelle
1 an.

o f(x) = x*> nimmt auf [—1,1] sein Minimum an der Stelle 0, sein Maximum an den
Stellen 1 und —1 an.

* f(x) = x nimmt auf (0,1) weder Maximum noch Minimum an, da 1 und O nicht als

Bilder f(x) fiir x € (0,1) auftreten,
~» Abgeschlossenheit des Intervalls ist wichtig.
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(x+1);x<0
) f(x):{ (x—1);x>0

nimmt Maximum nicht an auf [—1,1], denn fiir

Xp < 0,x, — 0, gilt f(x,) — 1,
aber es gibt kein x € [—1,1] mit f(x) =1,
~ Stetigkeit ist wichtig.

Bemerkung 2.21 Jede nichtleere Menge reeller Zahlen hat ein Supremum und ein Infi-
mum.

Diese Aussage beweisen Sie in Aufgabe ??. Beispiele fiir Suprema und Infima finden Sie
in Aufgabe 2.12.

Der Satz 2.19 sagt also aus, dass es fiir das Intervall [a,b] und ein auf [a, b] stetiges f ein
Xmin € [a,D] gibt mit

S (xmin) = inf f([a,b]) = inf{ f(x)|x € [a,]]}

und ein xmax € [a,b] mit

[ (tmax) = sup f([a,b]) = sup {f (x)|x € [a,]]}.

Man sagt auch: ,,Infimum und Supremum werden als Funktionswert angenommen.*
Beweis: Es gibt eine Folge (xg)rew mit f(xy) Ly f = sup{f(x)|x € [a,b]}. Nach dem
Satz von Bolzano-Weierstrass existiert eine konvergente Teilfolge (xy; ), d. h. x, 7% x fiir

ein x € [a,b]. Auch fiir die Teilfolge gilt f (xkj) Lina f. Aufgrund der Stetigkeit von f folgt
nun £ (x;) = f(x) = F.

Analog verfahrt man fiir das Infimum.
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Betrachten wir nun sogenannte Umkehrfunktionen:

f(b) 1
f i |a,b] — R sei strikt monoton (d.h. falls x < y gilt

stets f(x) < f(v)) und stetig, dann gibt es mit dem Zwi-
schenwertsatz zu jedem ¢ mit f(a) < ¢ < f(b) ein x mit
f(x) = c; wegen der Monotonie von f ist x eindeutig be-
stimmt. Die Zuordnung von ¢ zu x bezeichnen wir als
Umkehrfunktion und schreiben

(F ) () =x.

f(a)

Offenbar gilt fiir alle solche x und ¢ mit f(x) = ¢, dass

(fof Ne)=Fff () =flx)=c,
(f tof)x)

[
=
=
=
[
=
e
o
[
=

Achtung: !+ %

Man kann zeigen, dass ( f _1) auch stetig ist. (Der Beweis folgt aus mittels Widerspruch
aus dem Folgenkriterium der Stetigkeit und dem Satz von Bolzano Weierstrass).

Beispiel 2.22 \/x ist die Umkehrfunktion zu f(x) = x> auf R ; x'/" = /x ist Umkehrfunk-
tion zu f(x) = x" auf Ry.

Betrachten wir nun Funktionen von mehreren Variablen:

filab]x[e,d] = R; (%)= f(x,y)

Beispiel 2.23 h(ct,d) = dtan (fgg‘)

Wir definieren ganz analog zum Fall nur einer Variablen:
f ist stetig in (x,y), falls fiir alle Folgen x,, — x und y, — y gilt:

f(xnvyn) YH_O;f(xay)

Wenn (x,y) nicht zum Definitionsbereich von f gehort, aber fiir alle Folgen x,, — x und
yn — y der Grenzwert lim,,_,o f(xp,y,) existiert und den gleichen Wert hat, so nennt man
f an der Stelle (x,y) stetig ergénzbar.

Beispiele 2.24

* h(o,d) ist stetig.
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

e [ (RxR)\{(0,0)} = R;(x,y) — 2_}_ 5 ist auf seinem gesamten Definitionsbe-
x

reich stetig. Im Punkt (0,0) ist die Funktion nicht stetig ergéinzbar.

y
stetig, aber fiir y = 0 nicht stetig ergdnzbar. (Achtung: x — f(x,x) ist jedoch auf ganz
R stetig ergdnzbar.)

e f:Rx(R\{0}) = R;(x,y) > xsin (l> ist ebenfalls auf seinem Definitionsbereich

Ein Beispiel fiir die Veranschaulichung von Funktionen von mehreren Variablen finden Sie
in Aufgabe 2.3 und in Aufgabe 2.28.

2.3 Differenzierbarkeit
Betrachten wir nun den Begriff der Differenzierbarkeit:

Definition 2.25 Eine Funktion f : D — R heift differenzierbar in x € D, wenn

o SR~ £()

h—0 h

existiert. Wir schreiben

T fx+h)— f(x)
f (x) := lim .

h—0

oder fiir f : D — R, x — f(x) auch %, bzw. fiir f : D — Rt f(t) auch f.

Wir nennen die Funktion f : D — R differenzierbar, falls sie in allen x € D differenzierbar

ist. Mit f': D — R; x+— f'(x) bezeichnen wir die Ableitungsfunktion oder Ableitung von f
auf D.

Bemerkung 2.26 Es muss mindestens eine Folge (hy); geben mit hy — 0 und hy, # 0, so
dass x + hy € D fiir alle k gilt!

Beispiele 2.27

o fl)=c f(x)=0

o f@W=mitb, f(x) = ; =
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2.3 Diftferenzierbarkeit

o« fl)=x,
flath) = flx) _ (x+h)> —x? _ 2hx +h? e n ™00,
h h h
= f'(x) = 2x
¢ f¥)=vA
fO+h) —fx)  Vxth—yx  (x+h) —x 1 oo 1

I B R(VaThiyE) VathiyE VA

:f’(x):%\/)_c fiirx#0

Ein weiteres Beispiel finden Sie in Aufgabe 2.2.

Satz 2.28 Eine Funktion f : D — R ist genau dann in einem Punkt x differenzierbar, wenn
eine Zahl a und eine Funktion o : R — R existieren mit

fx+h)=f(x)+ah+o(h) und #h—ﬂo.

D.h. f ist an der Stelle x durch eine affine Funktion (x+ & +— f(x) 4+ ah) bis auf einen

Term hoherer Ordung o(h) (bei glatten Funktionen gilt o(h) < Ch? ~ # < Ch — 0)

approximierbar:

f(x+h) —

f(x) —

X x+h

Nachweis der Aquivalenz der Ableitungsbegriffe aus Definition 2.25 und Satz 2.28:
Fiir irgendein a € R definiert man o(h) := f(x+h) — f(x) — ha. Also muss

o(h) _ flx+h) - fx)

h h

fir h — 0 gegen O konvergieren. Dies gilt genau dann, wenn f differenzierbar ist, denn
dann konvergiert der Differenzenquotient, und wenn auerdem a = f'(x).
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Ein Beispiel fiir diesen Zusammenhang findet sich in Beispiel 2.14.

Folgerung 2.29 Falls eine Funktion f : D — R differenzierbar in x € D ist, so ist f stetig
in x.
hi=y—x h—0
denn: [£(y) = f(x)| "= " [f(x+h) = F(x)] = ah+o(h)| == 0.
Ubung 2.24 enthilt weitere Betrachtungen zu Differenzierbarkeit und Stetigkeit.

Regeln fiir das Differenzieren: Scien f,g: D — R differenzierbar, dann folgt:
() f+g differenzierbarauf D : (f+g) (x) = f'(x) + ¢ (x)

(i) fg differenzierbarauf D : (fg)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)  (Produktregel)

(iii) Jgp differenzierbar auf D\N, : (%)/ (x) = f'(x)g (xézz_(x])c (x)g(x) (Quotientenregel)

(iv) f:D—R,g:E — Rdifferenzierbar und f(D) C E, dann folgt:

gof differenzierbarauf D : (gof) (x) =g (f(x)) f'(x) (Kettenregel)

Beweis:

@ SETR gt h) = (f@)+8()) _ flth)—fx) gth) —g)
h ; )

= f(x)+& ()

zu (if) (f(x+h)g(x+2))—(f(x)g(X)) _ f(x;h)g(x+h)+f(x)_g}l(x)

= [+ ()¢ (x)

Wir haben benutzt, dass g stetig ist, da g differenzierbar ist.
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2.3 Diftferenzierbarkeit

!/
zu (ii1) Betrachten wir zunichst <L) ,dh. f=1:

8(x)
l( 1 1) _ gx)—glx+h) 1
h\glx+h)  g(x) h 8(x+h)g(x)
-=gl) 1
o g*(x)
_8\X
~ g (x)
(£ nachGi) o1 a1y
Nantois (£1) 70 () 10 ()
_ S f)ex) _ f(x)glx) — f(x)g'(x)
gx)  g(x) g ()
way SUEER) —g(fx)  _ g(fx+h) =g (f(x) flx+h) —fx)
h flx+h)—f(x h

h
0 h—0
Sy W
- g(fx))fx)
Da f differenzierbar folgt aus f’(x) # 0 , dass fiir /4 klein genug f(x+h) — f(x) # 0. In
diesem Fall ist die obige Argumentation zuldssig, da wir annehmen konnen, dass f(x +

h) — f(x) # 0 fiir h — 0. Wenn f(x) = 0, dann gilt die obige Argumentation fiir # — 0 und
f(x+h)— f(x) #0.Fir f(x+h) — f(x) = 0ist die Aussage offensichtlich, da dann bereits

g(f(x+h) —g(f(x)) =0 =g (f(x))f (x).

O

Folgerung 2.30 Falls eine Funktion f : D — R differenzierbar in x € D ist, so ist f stetig
in x.

Mit der Produktregel kann man zeigen dass fiir n € N die Funktion f, : R — R;x +— x"
differenzierbar ist und

flx)=n""1.

Zusammen mit der Summenregel erlaubt uns dies die Differentiation von Polynomen f(x) =

ZZ:() akxk.'
f(x)= Z kax* !
k=0

Beweis: Die Differenzierbarkeit folgt direkt aus der Aussage, dass Produkte differenzier-
barer Funktionen differenzierbar sind. Die Formel fiir die Ableitung beweist man mittels
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

vollstindiger Induktion, wie folgt.

Firn =1 gilt f{(x) =1 = 11"

Die Aussage gelte nun fiir n (d.h. f)(x) = nx™1). Wir miissen Sie nun fiir n+ 1 zeigen
(d.h. f,(x) = (n+1)x"). Hier wenden wir die Produktregel auf f;, ;1 (x) = f,(x)x and und
erhalten

(fu(x)-x) = f1(x) x4+ fu(x) - T=nx""1x 42" 1= (n+ 1"

O

Beispiele fiir die Anwendung der Differentiationsregeln finden Sie in Ubung 2.13 und 2.31,
eine Verallgemeinerung der Produktregel in Ubung 2.19.

Beispiele 2.31 (Anwendungen)
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» Wie dndert sich das Volumen einer Kugel, deren Radius um 1% gedindert wird?

4 dv 4
Vi=3mr = oadr =4nr’
V(r+0.01r)=V(r) _ (47r*)0.01r+0(0.01r)
V(r) B V(r)
4rr 0(0.01r)
= ——0.01+
3 v(r)
0.01
_ 0034 2001
V(r)

D.h. die relative Volumendinderung liegt bei 3% bis auf Terme hoherer Ordnung. Im
V(1.01)-V(1)

Fall von r = 1 erhalten wir durch direktes Nachrechnen V(D) =0.030301 =
3.0301%.
o Wie sensitiv hingt h bei festem ¢ vond ab? . h
h(d) = Vc*—d? 3
h(d) = g(f(d)) mitg(y) = /y,f(d) =c*—d*
H(d) = ¢(f(d))f'(d)
B -2d _ d
2V 2 —d? V2 —d?
h(d+ 6) —h(d) L dé 1 L 0(8) L dé n 0(8)
h(d) VRN ER g2 h(d) 2—d? h(d)
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Extreme:
d = 0: keine Sensitivitdit
d = c: , o “Sensitivitdt

Beispiele 2.32 (nicht differenzierbare Funktionen, nicht stetige Ableitung)

e f: IR(J)r — R; x> +/x ist nicht differenzierbar in x = 0, denn

lim\/__o—lim !
=0 h h=0+/R

= o

* Die Funktion f: R — R mit f(x) = |x| nicht differenzierbar in x = 0:

0+h|—10] &
h>0: R |
h h
0+h|—10] —h
h<0: —_=—=-—1
h h
D.h. es existiert kein eindeutiger Grenzwert limy,_, W und damit ist [ nicht

differenzierbar in x = 0.
Also: aus Stetigkeit folgt nicht die Differenzierbarkeit!

» Es gibt Funktionen, die iiberall differenzierbar sind, deren Ableitungsfunktion aber
nicht stetig ist. Ein Beispiel ist die folgende Funktion:

0 ;t=0
o) = { sm(%) sonst

benutze: = cos(x)

(sin
fiirt #0gilt : f'(1) = 2’Sln( ) (COS( )(712))
(1) ()

D.h. f ist zundichst auf R\{0} differenzierbar. Ist f in der Null differenzierbar?

/ _f(0+h>_f(0)_h2 1 h—0
f(0)= ’ —Esm(h>—0—>0

D.h. f/(0) =
1 1
Achtung: f'(t) = 2¢sin (;) — cos (;) konvergiert nicht fiir t — 0. D.h. die Ab-

—_— Y=
' 0 _ konv. nicht
leitungsfunktion ist nicht stetig.

67
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Satz 2.33 Sei f : D — R differenzierbar in x, der Punkt x liege im Inneren von D und x
sei ein lokales Maximum (bzw. Minimum) der Funktion f, d.h. es gibt eine €-Umgebung
Ue(x), so dass f(x) > f(y) (bzw. f(x) < f(y)) fiir alle y € Ug(x) N D, dann gilt:

flx)=0

|

X
Beweis: Betrachte den Fall eines lokalen Maximums. Dann gilt f(x+4) < f(x) fiir kleines
h, also

<0, falls h > 0;
flx+h)—f(x)

f(x+h)—f(x) { >0, falls h <0,

also  f'(x) = }llli% . >0
sowie f'(x) = lim flrth) = () <0

(denn da x im Inneren von D liegt konnen wir 4 sowohl positiv als auch negativ wihlen)
damit gilt aber f’(x) = 0. Den Fall des lokalen Minimums beweist man analog.

a

Beachten Sie, dass f an der Maximal- bzw. Minimalstelle differenzierbar sein muss und
diese im Inneren des betrachteten Bereichs liegen muss, damit der Satz anwendbar ist.
Extrema am Rand des Definitionsbereichs und in Punkten, in denen f nicht differenzierbar
ist, miissen Sie durch andere Betrachtungen finden. Beispiele dafiir finden Sie in Aufgabe
2.15 sowie 2.17.

Beispiel 2.34 Wir betrachten den senkrechten Wurf eines Korpers nach oben unter der
Voraussetzung, dass die Luftreibung vernachliissigt wird, der Korper idealisiert als Mas-
sepunkt betrachtet wird und die Bewegungsvorgdnge hinreichend nahe an der Erdoberfld-
che ablaufen und somit die Fallbeschleunigung konstant bleibt. Dann lautet das Ort-Zeit-
Gesetz fiir den senkrechten Wurf nach oben:

(1) :vo-t—gtz

Dabei ist
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2.3 Diftferenzierbarkeit

t die Zeit,

* y(t) die von der Abwurfstelle gemessene Hohe des Wurfkirpers zum Zeitpunkt t,

vo die Anfangsgeschwindigkeit des Wurfkorpers und

g die Fallbeschleunigung.

Die maximale Steighohe yqy, die ein mit vy abgeworfener Korper erreichen kann, erhdilt
man als Extremum der Funktion y. Dieses findet man mit Hilfe der ersten Ableitung:

Y(t)=vo—g-t

(Diese Formel beschreibt die Geschwindigkeit des Korpers in Anhdingigkeit von der Zeit.
Man kann also auch schreiben v(t) = vy — g -t.) Die Nullstelle der ersten Ableitung er-
héilt man aus der Gleichung 0 = vy + g -t. Sie lautet tg = *2. Anschaulich ist dieser Aus-
druck die sogenannte Steigzeit des Korpers, d.h. die Zeit, die der Korper bis zum Erreichen
des hochsten Punktes benotigt. Dies entspricht dem Zeitpunkt, an dem der Korper die Ge-
schwindigkeit O hat. Da es sich bei der untersuchten Funktion um eine nach unten gedffnete
Parabel handelt, ist auch klar, dass es sich hier um ein lokales Maximum handelt. Die ma-
ximale Steighohe erhdlt man, wenn man die Extremstelle tp = % in die Ausgangsgleichung
einsetzt:

o = ¥ =vp- 08 (1)’
max - -
g g 2 \g
B v(z) 1v(2)_1v(2)
g 28 2¢

Die Steighohe ist also umso grofler, je grofier die Anfangsgeschwindigkeit bzw. je kleiner
die Fallbeschleunigung ist.

Satz 2.35 (Rolle) f: [a,b] — R sei differenzierbar und es gelte f(a) = f(b), dann existiert
ein & € (a,b) mit f'(§) =0.

Beweis: Als stetige Funktion auf einem beschrdnkten Intervall nimmt f ihr Maximum
und Minimum an. Falls beide am Rand (also in einem der Punkte a oder ) angenommen
werden, so sind Maximum und Minimum gleich, die Funktion also konstant. Dann gilt
(&) =0firalle £ € (a,b). Andernfalls wird das Maximum oder das Minimum im Innern,
also fiir ein £ € (a,b) angenommen (§ # a und & # b). Dann folgt mit dem vorangehenden

Satz f/(€) = 0.

Ein Anwendung des Satzes von Rolle ist Aufgabe 2.20 sowie Aufgabe 2.17.
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Satz 2.36 (Mittelwertsatz) Sei f : [a,b] — R differenzierbar, dann gibt es & € (a,b), so

o £(6) - f(a)
f(€)= Taa~
Af
|
a & b
Beweis:
Definiere h(x) := f(a)+ W(}C —a)
und g(x) = f(x)—h(x),
S gla)=g(b)=0.
Nach dem Satz von Rolle 2.35 gibt es dann ein & € (a,b) mit

0=¢(&) = F(&) K& =) - L1,

|

Satz 2.37 Sei f: (a,b) — R differenzierbar und f'(x) = 0 fiir alle x € (a,b), dann ist f
konstant auf (a,b).

Beweis: Wir beweisen dies mittels Widerspruchsbeweis. Also nehmen wir an, es gibt x, y
aus (a,b) mit x <y und f(x) # f(y). Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz ein & mit

(€)= W = 0. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung des Satzes.

a

Beispiel 2.38 Je nach Fahrweise verbraucht ein Auto zwischen 6 und 10 Liter Benzin auf
100 km. sei f(x) die (differenzierbare) Anzahl von Litern im Tank des Wagens nach x ge-
fahrenen Kilometern. Mit dem Wissen f(0) = 40 kann eine obere und eine untere Schranke
fiir £(200) bestimmt werden:

Sei f'(x) die Variation des Tankinhalts pro gefahrenem Kilometer bei x gefahrenen Kilo-
metern. Wir wissen daher

10 6
_ <o <
100 =7 ™="150
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(natiirlich nur solange f(x) noch grifier als Null ist). Der Mittelwertsatz sagt nun
£(200) — £(0) = f/(£)-200 fiir ein & € (0,200)
oder
£(200) =40+ /(&) - 200
Mit obiger Abschditzung ergibt sich:

10 6
20=40— —-200 < f(2 <40——-200=2
0 0 100 00 < £(200) <40 100 00 8
Das kann man sich auch ohne aktive Kenntnis des Mittelwertsatzes erarbeiten, wendet
dabei aber implizit doch den Mittelwertsatz an.

Eine weitere Anwendung des Mittelwertsatzes finden Sie in Aufgabe ?? sowie in Aufgabe
2.17. Ubung ?? enthilt weitere Eigenschaften stetiger und differenzierbarer Funktionen.

Differentiationsregel fiir die Umkehrfunktion f: [a,b] — R sei differenzierbar
und es gelte /' > 0 (insbesondere ist also f strikt monoton, was man zum Beispiel mit dem
Mittelwertsatz einsehen kann), dann gilt:

—1\/ . 1 ml _ X
(f ) (y)_f’(x) ty f( )
Beweis:
gy -G xex Fex ey 1
IO "5 T o w @

wobei ¥ = f(%). Die beiden Grenziibergiinge y — y und ¥ — x sind dquivalent (d.h. ¥ — x
gilt genau dann, wenn j — y), da f und f~! stetig sind.
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Beispiele 2.39
(i) Betrachte auf R die Funktion:

)= 41 1

(Vgl. Herleitung zur Ableitung der Wurzelfunktion weiter oben in Beispiel 2.27.)

(ii) Betrachte auf R\{0} die Funktion:

f(x) =

==
I
<
=
I

Betrachte nun Funktionen von mehreren Variablen:

(x,3,2) = f(x,y,2)

Definition 2.40 f heif3t richtungsdifferenzierbar, wenn f beziiglich jeder Variablen (x,y,z)
differenzierbar ist. Diese Ableitungen heiflen Richtungsableitungen oder partielle Ableitun-
gen . Wir schreiben:

ﬂ — lim f(x+h,y,z)—f(X,y,Z)
dx h—0 h
% — lim f(x,y+h,z —f(x,y,z)
dy h—0 h
ﬂ —  Tfm f(x,y,z+h)—f(x,y,z)
0z h—0 h

Erinnern wir uns an das Motivationskapitel (Beispiel 0.1):
f<x+6X7y+3y7Z+6Z> _f('xvy’Z) = f(x+530y+5y7z+61) _f<x7y+5yuz+61>

+f(x,y48y,2+06,) — f(x,y,2+5,)
+f(x,y,Z+ 52) _f('xvy7z>
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[D:ef] %ﬁ(%)“’" 5y7z+ 62)6)6 +0x(6x)

+%<x,y,z+az>®+oy<®>

0
+a_];(xa% Z)Bz + 02(52)

af df af
E()@yaz)ax_'_ a_y(x7y7z)6y + a_z(x7yaz)6z
+o(6y, 6y75z)
falls %, 8_f stetige Funktionen
dx’ dy

. 0(6x75y7 62)
mit

|0:] +18y] + [ |

f(x)+ah  +o(h)

——

affine Funktion

x,6y,6,—0

Erinnern wir uns: f(x+h) = (s. 2.28)

Hier spielt nun

af af af
f(-x,y,Z) + E(—L)’,Z)Sx‘f‘ a_y(xayuz)5y+ a_z(x7y7z)6z

die Rolle einer affinen Abbildung (vgl. Kapitel iiber lineare Abbildungen).
Wir schreiben auch
of of of
\% === i 'l
Fx2) = (02 S 2. G
fiir den Zeilenvektor der Richtungsableitungen, das Symbol V wird ,,Nabla* gesprochen.

Beispiele 2.41
(i) Volumen eines Quaders:

v(t,b,h) = tbh,

i vy _ (v v
| " \oran on

I = (bh,th,tb).
h 7 ’ Falls man also t um 6; erhéht, so erhoht sich das Vo-
e lumen um (bh) & (dies gibt hier sogar exakt und nicht
t nur bis auf Terme hoherer Ordnung).
—
b

Wie dndert sich nun das Volumen des Quaders, wenn man alle drei Richtungen um 1%

vergroflert?
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v(t+0.01¢,b+0.01b,h+0.01h) — v(z, b, h)
v(t,b,h)
9 (1,b,h)0.01 + 92 (t,b,1)0.01b + 5% (,b,h)0.01/ +0(0.01£,0.015,0.01h)
- v(t,b,h)
_ bh-0.017 +th-0.016 4 1b-0.01h 4 0(0.01,0.01b,0.01h)

tbh
0(0.01¢,0.015,0.01h)

tbh

=0.03+

Bis auf Terme hoherer Ordnung vergrofert sich das Volumen also um 3%, wenn man alle
drei Seiten um 1% verlingert. Das Verhalten ist also das selbe wie bei der Kugel aus
Beispiel 2.31.

(ii) Oberfldche des Quaders:

F(t,b,h) = 2(hb+1tb+1h),

Vf=2((b+h),2(h+1),2(b+1)),
d.h. f(t,b+ 0p,h) = f(t,b,h) +2(h+1)S+ 0p(p).

Falls man also b um &y, erhéht, so erhoht sich die Oberfliiche um 2(h+-t) 8p. (auch hier gilt
dies sogar exakt und nicht nur bis auf Terme hoherer Ordnung).

Wie dndert sich die Oberfliche des Quaders, wenn man alle drei Richtungen um 1% ver-
grofert?

f(t+0.01¢,b+0.01b,h+0.01h) — f(t,b,h)
f(t,b,h)
%—{(t,b,h)0.0lt + %(r,b,h)o.ow + g—{(t, b,h)0.01h 4 0(0.017,0.015,0.01A)
f(t,b;h)
2(b4h)-0.01t +2(h+1)-0.01b+2(b+1)-0.01h+0(0.017,0.015,0.015)
2(hb+tb +th)
bt +ht + hb+1tb + bh+th 0(0.01¢,0.015,0.01h)
(hb+tb+th) * 2(hb+tb+th)
0(0.017,0.01b,0.01h)
2(hb+tb+th)

=0.01

=0.02+

Im Gegensatz zum Volumen dndert sich die Oberfliche also nur um 2%.

Weitere Beispiele fiir das Arbeiten mit partiellen Ableitungen finden Sie in den Ubungen
2.22,2.16, 2.5 und 2.28.
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2.4 Potenzreihen

Im Folgenden wollen wir uns mit speziellen Funktionen beschiftigen, die iiber Reihen
(sogenannte Potenzreihen) dargestellt werden konnen:

2 x3 x4 xk

X
= 1 T 9
exp(x) +x+2+2‘3+2‘3.4+ +2.3‘_'_k+ )
= z—]: (10)
k=0 """

Hierbei verwenden wir die Fakultdit:

3 4 5 6
6 24 120 720

k|0
1

1 2
'.: ": ‘
0l:=1,  (k+1)!:= (k") (k+1), AT 12

Definition 2.42 (Potenzreihen) Y a;x* fiir reelle Koeffizienten ay. heif3t Potenzreihe.
k=0

Beispiel 2.43 ﬁ = Y xK ist eine konvergente Potenzreihe fiir |x| < 1 (geometrische Rei-
k=0

he, siehe S. 24). Hier sind die Koeffizienten a; = 1.

Fragen:

* Ist eine Potenzreihe wohldefiniert, d.h. gibt es den Grenzwert fiir alle x € R?
(Bzw. fiir welche x existiert der Grenzwert?)

* Ist die so definierte Funktion stetig?
* Ist die Funktion differenzierbar und was ist ihre Ableitung?

Weitere Potenzreihen sind

3 5 7 9 oo 2k+1
X X X X X
1 = _ — _— = = — ... = _lk 11
sinx) = x=3t5 -5ty ,;0( T (1D
2 4 6 8 oo 2k
. X X _.x_ X__ . _ k.x
cos(x) = 1_5+ﬂ 6!+8! ...—kzb( 1) 201 (12)

co n
Zur Erinnerung: Wir schreiben ¥ a;x* := lim,_e < Yy akxk), falls der Grenzwert exi-
k=0 k=0

stiert. Zur Vereinfachung schreiben wir auch ¥ a;x* anstelle der urspriinglichen Notation
k=0

n
fiir die Folge < Y akxk> zu dieser Reihe.
k=0

n
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Im Folgenden wollen wir zeigen, dass alle drei oben eingefiihrten Potenzreihen tatsdchlich
fiir alle x aus R konvergieren, so dass die so beschriebenen Funktionen wohldefiniert sind.
Es gibt andere Reihen, bei denen dies nicht der Fall ist.

Betrachten wir hierzu zunichst eine beliebige Potenzreihe ¢, = Y}, a;x*. Diese Reihe
konvergiert wegen der Vollstindigkeit von R genau dann, wenn sie eine Cauchyfolge ist,
d.h. wenn

n
k
len —cm| = | Z ax"| — 0
k=m+1
fiir n > m und n,m — c. Aufgrund der Dreiecksungleichung kénnen wir die rechte Seite

abschétzen und erhalten
n n
k k
Y x| <Y la Xl
k=m+1 k=m+1
Wir wissen bereits, dass die geometrische Reihe

fiir 0 < g < 1 konvergiert, d.h. die geometrische Reihe ist eine Cauchyfolge und es gilt
by — b = | L1 4| — 0. Wenn wir nun zeigen konnen, dass || |x|* < Cg* fiir ein ¢
mit 0 < g < 1 und eine Konstante C > 0, dann muss auch die Folge ¢, eine Cauchyfolge
sein, da dann

n n
Y a < ) lad xff

k=m+1 k=m+1
n n
<y qusc< ) q")%o (13)
k=m+1 k=m+1

for n,m — 0. Wenn nun gilt, dass es ein N gibt, welches von x abhéingen kann, so dass fiir
k> N ein 0 < g < 1 existiert mit der Eigenschaft

Jag| |x[* < q(lag—1|[x|*),
fiir alle k > N, dann folgt
Ja| ¥ < g(lae—1| 15 ") < @ (|l 5 72) <o <N (Jawl 1xY) < g (Jaw] [xY)

und damit ergibt sich

n

Y, &

k=m+1

—0

ii abf

k=m—+1

< (¢ " (lan| x"))

fiir n,m — 0. Hierbei ist damit g~ (|ay||x|") die oben auftretende Konstante C. Somit ist
also auch (cp)n—o,... eine Cauchyfolge und damit konvergiert die Potenzreihe fiir x aus R.
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2.4 Potenzreihen

Nun wenden wir uns zunichst der Potenzreihe } ;" ’li—]: zu und erhalten fiir a; = %

o
k' ok (k—1)

b b 1t

Fiir N > 2|x| folgt damit ! < & < 1 fiir alle k > N und somit A= ) . Damit haben

wir obige Bedingung erfullt und dle Potenzreihe konvergiert. Fur die Potenzreihen sin(x)
und cos(x) sind die Betriige der Glieder der Reihen jeweils eine Auswahl der Betriige der
Glieder der Reihe exp(x). Damit sind diese Reihe aber notwendigerweise auch Cauchyfol-
gen fiir jedes x aus R.

k dann nennen wir
die Potenzreihe absolut konvergent. Oben haben wir also gesehen, dass die Reihe zu exp,
sin und cos auf ganz R absolut konvergieren. Fassen wir noch einmal zusammen welche
Funktionen definiert {iber Potenzreihen wir nun kennen.

Definition 2.44 (Exponentialfunktion, trigonometrische Funktionen)

ok
x
exp(x) := o
k=0 "
3.5 7.9 oo 2k+1
roxr_x o x
i = x— =Y (D
e TR TR TR kzo( eTES
2 4 .6 .8 o 2%k
S D LIS S @ Y.
cos(x) = 1 TR ..._kzz)( 1) 201
definiert auf ganz R.

Im Folgenden formulieren wir ein Resultat tiber die Differenzierbarkeit von Potenzreihen,
das hier nicht bewiesen wird.

Satz 2.45 (Differenzierbarkeit von Potenzreihen) Sei f(x) := Y a,x" eine Potenzreihe,
n=0

die auf ganz R absolut konvergiert, d.h. ):, |an||x|"* konvergiert fiir alle x € R. Dann ist die

Funktion f: R — R stetig und dlﬁferenzlerbar und es gilt

'(x) = Z’na,,x"_l7
n=1

d.h. Potenzreihen werden gliedweise differenziert.

77



2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Beispiele 2.46
oo ! ) !/ oo —1 oo —1 o

p X" x" x" x" ken—1 o XK

o exp(x)= — | = (-) =Y n = n -
(én!) ;::0 n! nZ::l n! nz::l(n—l)! k;)k!
= exp(x)

, ©ox A ' ¥ at ad

[ ] Sln(X):(X—ﬁ—i—;—?—i—) ZI—E—FZ—E—'—:COS(XI)
3 5 7
X X x )

e cos'(x)= XSy Ty = — sin(x)

Nun wenden wir uns einer genaueren Betrachtung der Exponentialfunktion zu:
Satz 2.47 (Eigenschaften der Exponentialfunktion)

(i) Die Exponentialfunktion ist eindeutig bestimmt als differenzierbare Funktion
f:R—=R, fiir die

f'(x) = f(x) und f(0) = 1 (14)
gilt. Ferner gelten die folgenden Regeln:

(ii) exp(x+y) = exp(x)exp(y)
(iii) exp(—x) = exp(x)~!
(iv) exp(x) >0 fiirallexe R
Beweis:
(iii) Definiere
g(x) := exp(x) )

exp(—x
= g(x) = exp(x) exp(—x) — exp(x) exp(—x
= gx)=K,g(0)=1=K=1= exp(x)_l

0
= exp(—x).

(iv) Aus der Reihendefinition folgt exp(x) > 0 fiir x > 0.
Fiir x < 0 folgt: exp(x) = exp(\—ic/)’1 > 0.
>0
(1) Wir miissen zwei Aussagen nachweisen:
a) exp(x) ist eine Losung von (14).
b) Es gibt nur eine Losung.

ad a) exp’(x) =exp(x) (s.0.)
exp(0) =1 v
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2.4 Potenzreihen

ad b) Sei f auch eine Losung, dann gilt
Y o £ @ el —exp/(5)7(x) _ flx)expl) —exp@)f ()
exp exp?(x) exp?(x) ’
falls exp(x) # 0 (s. (iv)),
= e{ l())(c))c) = K (konstant). Setzen wir O ein, erhalten wir K = % =1,
also gilt e{ r(>)86) = 1 und damit f(x) = exp(x) fiir alle x € R.
(i1)) Wihle y fest und definiere
g(x) = exp(x+y)—exp(x)exp(y)
=g'(x) = exp(x+y)—exp(x)exp(y) = g(x)
Nach dem Beweis zu (i) folgt % =K, aber g(0) = exp(y) —exp(y) =0= K =0.
Daraus folgt g(x) = 0 und damit die Behauptung.
O

Ahnliche Aussagen fiir Sinus und Kosinus betrachten Sie in Ubung 2.23, fiir die hyperbo-

lischen Winkelfunktionen in Ubung 2.29.
Definition 2.48 (Eulersche Zahl) ¢ =exp(1) =2.718281828...

Es stellt sich nun die Frage: Gilt exp(x) = €*?
(i) Zunichst: exp(n) =exp(1)-...-exp(1) =¢" furn € IN.

~
n Faktoren

— (en>fl —e

(ii) exp(—n) = exp(n)~'

Damit gilt exp(m) = €™ fiir alle m € Z.
(iii) e? ZQGQ ( ”)% = el dh. em ist Losung der Gleichung x™ = ¢" (Existenz mit
Zwischenwertsatz).

1 1 1
(iv) e =exp(1) :exp<—+——|—---—|——> =exp (1)", also en =exp(}).
noon n

J/

nSum?r?anden
1 1 1 1\”" m
(v) exp(%):exp(z—kﬁ-l—----l—r—l):exp(%)m:<en> =en

m Summanden

(vi) Fiir beliebige x € R definieren wir (konsistent zu (i) - (v)):
e' 1= exp(x)
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion Es gilt exp’(x) = exp(x) > 0. Ferner
sehen wir ein, dass exp(x) > oo da exp(x) > 1 4 x fiir x > 0. Schliesslich gilt noch
exp(—x) = exp(x) " =3 0.

Aus diesen Eigenschaften folgt direkt:

Es gibt eine Umkehrfunktion In : R™ — R (natiirlicher Logarithmus) mit

In(exp(x)) =x  firallexe R
In(y) = (exp ') (y) fiiralley € R*

Mit der Differentiationsregel fiir die Umkehrfunktion folgt:

1 x=Iny 1

0= Sem T »

Ferner gelten die folgenden Regeln fiir die Logarithmus-Funktion:

In1=0, Ine=1
Inab =Ina+1Inb

In(a") =nlna

1
In (—) = —Ina
a

Hierzu: Es gibt zu a,b € R Zahlen x,y € R mit a = exp(x), b = exp(y). Damit folgt:

Ina+1Inb =x+y = Inexp(x+y) = In(exp(x)exp(y)) = Inab
In(a") = In(exp(x)") = Inexp(nx) = nx = nln (exp(x)) = nln(a)

In (é) =1In (exp(x)’l) =In(exp(—x)) = —x = —In(exp(x)) = —Ina.
O

Betrachten wir nun, wie man allgemeine Potenzen und den Logarithmus zu einer allgemei-
nen Basis:

Definition 2.49

a = exp((lna)x) fiira>0

Iny

loga (y) = lna

Dies ist konsistent zu folgenden schon bekannten Regeln fiir Potenzen:

n

« exp((Ina)n) = (exp(lna))" =a
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2.5 Das Newton-Verfahren zur Nullstellenbestimmung

« an ist definiert als die Zahl b mit 4" = a
< In(b") =1n(a)
< nln(b) =In(a)

1
< In(b) = (Ina)—
n
1
San=b= exp (In(b)) = exp ((lna)—)
n

Und fiir den allgemeinen Logarithmus rechnen wir direkt nach:

In(a”) (Ina)y
loga (@) = na  Ina

Damit ist nachgewiesen, dass der allgemeine Logarithmus log,(-) zur Basis a die Umkehr-
funktion der allgemeinen Potenz a) mit Basis a ist.

Weiterhin gelten fiir Potenzen die Regeln:

aa =a™
(@ =a®
a‘'b* = (ab)*

Und schliesslich erhalten wir auch fiir f(x) = a* die Differentiationsregel f'(x) = In(a)a".

2.5 Das Newton-Verfahren zur Nullstellenbestimmung

Ziel: Nullstellenbestimmung von Funktionen:

Finde x* € R, so dass f(x*) = 0.

Ansatz: Fiir festes xq ist: [(x) = f(x0) + f'(x0)(x — xo) eine affine Approximation an die
Funktion f. Hierzu:

flxo+h) = fxo)+f (x0)h+o(h) x=toth
f(x) = f(x0) +f'(x0)(x —x0) +0(x —x0)

e /
[/
//
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Statt eine Nullstelle x* von f(-) zu suchen, fragen wir nun nach einer Nullstelle x von [(-):
1(x) = f(x0) + " (x0) (x —x0) =0
= f'(x0)(x—x0) = —f(x0) = x=x0— f'(x0)"' f(x0)
Dieses Vorgehen konnen wir wiederholen und daraus ein numerisches Verfahren herleiten:

Schema 2.50 (Newton-Verfahren)

X0 Startwert

Xn+l = xn_f/(xn)_lf(xn)

Beispiel 2.51
f) = =1, fi(x)=2x

X = 2,

X1=2—
Xy =

. 2_1 _2 1
Iteration: x, 11 = x, — x—ﬁx = xg
n n

Wir beobachten x, — 1, wobei f(1) = 0.

Ein weiteres Beispiel finden Sie in Aufgabe 2.4.

Eine algorithmische Umsetzung fiir die Funktion f mit f(x) = 2(x*> — 1)?> — 1 kann wie
folgt aussehen:

function xNew = Newton( x0 )
% Sucht Nullstelle mit dem Newton-Verfahren mit Startwert x0

function £ = evaluateF( x )
f = 2% (x#+#x-1)* (x*x-1) - 1;

end

function £ = evaluateDF ( x )

f = 8x(xxx-1)*x;
end
precision = le-3 % Genauigkeit der Nullstelle
xNew = x0
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2.6 Ubungen

while abs( evaluateF (xNew) ) > precision
xNew = xNew — evaluateF( xNew ) / evaluateDF ( xNew )
end

end

Dabei wird die Iteration beendet, wenn f(x,) geniigend nahe bei Null ist.

Achtung: Das Newton-Verfahren konvergiert keinesfalls fiir alle Startwerte x(, wie folgen-
de Beispiele zeigen:

Beispiel 2.52
/ Betrachte f(x) = (x> — 1)x.
N N .. _ 1
//1 \ﬂ%o 0 (- F 'ur den Startwert x 75
gilt x; = —Xx¢,X3 = X0,X3 = —Xq, ...

Fiir f(x) = (x? —2)x+ 2 beobachtet man ein ihnliches Verhalten fiir alle Startwerte
zwischen 0,99 und 1,1.

Betrachte f(x) = ﬁ

. k—yo0
———=—» Dann gilt x % oo falls xg > 1.
X0 X1 (Man zeigt induktiv xy1 > 2xy.)

!
—

Bemerkung 2.53 Aber man kann zeigen, dass falls xo nahe genug an der gesuchten Null-
stelle x* liegt, f'(x*) # 0 und f’ als Funktion wieder differenzierbar ist, dann konvergiert
Xy gegen x*.

Beispiele fiir das Newton-Verfahren finden Sie auch in den Aufgaben 2.25 und 2.26 sowie
in Aufgabe 2.27.

2.6 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 2.1 Fiihren Sie die folgende Polynomdivision mit Rest durch,
d.h. bestimmen Sie ein Polynom ¢(x) mit

px) =x* =33 +2x— 1 =q(x)(x+1) +c.
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

1\ .2
e (x) x°, auf R\{O} differenzierbar in

Anwesenheitsaufgabe 2.2 Ist f(x) = { 0 fir x — 0

0?

Anwesenheitsaufgabe 2.3 Skizzieren Sie die Menge

GG+ () =1}

{ (x,,2)

sowie den Graphen der Funktion

1

f(xa)’):m-

Anwesenheitsaufgabe 2.4 Enwerfen Sie ein Newton-Verfahren zur Berechnung von
Va fir a € RS, das ohne Auswertung der Wurzelfunktion auskommt.

Anwesenheitsaufgabe 2.5 Das Volumen eines Kegels mit kreisformiger Grundflache
ist gegeben durch

V(rh) = grzh.

Dabei ist r der Radius der Grundfldche und % die Hohe des Kegels.
Um wieviel Prozent dndert sich das Volumen V (bis auf Terme hoherer Ordnung), wenn r
und /2 um je ein Prozent vergrof3ert werden?

Anwesenheitsaufgabe 2.6 Zeigen Sie, dass gilt:
f(x) =cos’x+sinx=1 firallexeR

Tipp: Berechnen Sie f(0) und f(x).
Anwesenheitsaufgabe 2.7 Berechnen Sie die Ableitung von

arccos (x) = (cos ) (x).

(arccos ist eine Funktion von [—1, 1] nach [0, ].)
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Anwesenheitsaufgabe 2.8 Sind die folgenden Funktionen stetig auf ihrem Definiti-
onsgebiet?

1).2
o = { P

b) f(x) =%+ 1= auf R\{0,1}
¢) f(x)=|x—1]+|x+1|auf R
d) f(x) = ¢/|x] auf R

2

-1 x<2
e X) = 2 = auf R
) S {—)573+3 x> 2

Aufgabe 2.9 Welche der folgenden Funktionen lassen sich an der Stelle x = 1 stetig
ergidnzen, welcher Funktionswert ergibt sich:

2_3x+42 —1
D)= T2y g =L
x2-5 2x—2
c) h(x) = G d) k(x) = =

Aufgabe 2.10 Man beweise die Unstetigkeit der Funktion f(x) = sin % an der Stelle x = 0.
Geben Sie dazu drei Nullfolgen (x,) derart an, dass die dazugehorigen Folgen (f(xy,))
gegen drei verschiedene Grenzwerte konvergieren!

Aufgabe 2.11 Zeigen Sie, daf3 jedes Polynom ungeraden Grades eine Nullstelle hat.
Tipp: Benutzen Sie den Zwischenwertsatz!

Aufgabe 2.12 Bestimmen Sie Supremum und Infimum der folgenden Mengen:
a) A={x| -2<x<5},
b) B={x|x* <5},
c) C={x|3<2x+5<8}.

Welche Mengen haben ein Maximum bzw. ein Minimum? Schreiben Sie die Mengen je-
weils als Intervall.
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Aufgabe 2.13 Berechnen Sie die ersten Ableitungen:

a) p(x) =x* —9x? +4x+12, b) g(u) = (u> —5)8,
o) r(z) = izﬂ : d)en(x) = (1+2)".

Aufgabe 2.14 Wie muss a gewihlt werden, damit gilt:

2+h)? =2+ah+o(h) mit # 2909

Aufgabe 2.15 a) Bestimmen Sie die drei lokalen Maxima und die zwei lokalen Minima
der Funktion

W(x) = (x*—1)?

auf dem Intervall [—-2,2].
b) Welche lokalen Extrema ergeben sich fiir die Funktion

flx) = |x*—2x| ?

Skizzieren Sie jeweils den Graphen der Funktion!

Aufgabe 2.16 Berechnen Sie Vu(x,y,z) = (%(X,y,z), 3—;’(x,y,Z), %Z(&y,z)) fur die

Funktion u(x,y,z) = \/x%+y2 +z% . Welche Flichen ergeben sich fiir R > 0 als Niveau-
mengen {(x,y,z) | u(x,y,z) = R} ?

Aufgabe 2.17 Sei f: [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion, d.h. die Funktion f
selber ist differenzierbar und ihre erste Ableitung f” stetig. Welche Aussagen sind richtig?

a) Gilt f’(x) > 0 fiir alle x, dann hat f an der Stelle x = a ein Minimum.

b) Ist f streng monoton wachsend, dann gilt fiir alle x die Ungleichung f’(x) > 0.
¢) Hat f ein Minimum an der Stelle xo mit a < xo < b, dann gilt f’(xo) = 0.

d) Hat f ein Minimum an der Stelle x € [a,b], dann gilt f'(xp) = 0.

e) Wenn f(a) = f(b) gilt, dann existiert ein & € (a,b) mit f(§) =0.

f) Wenn f(a) = f(b) gilt, so ist f entweder konstant oder es gibt ein & € (a,b), so dass
f an der Stelle £ ein Maximum oder ein Minimum hat.
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Aufgabe 2.18 (f,), sei rekursiv definiert durch fi = a, f,;1 = a+ f2 mita = %. Wir
wollen nun den Grenzwert bestimmen. Dazu gehen wir wie folgt vor.

a) Man berechne die ersten fiinf Folgenglieder.

b) Man zeige mittels vollstindiger Induktion, dass die Folge durch % nach oben be-
schrinkt ist.

¢) Man zeige, dass die Folge monoton wachsend ist.
Tipp: Zeigen Sie f,+1 — f, > 0.

d) Man zeige, dass f, einen Grenzwert besitzt und berechne diesen.

Aufgabe 2.19 Die Funktionen f, f2, f3, ..., fx seien stetig differenzierbar. Zeigen Sie
durch vollstindige Induktion die Formel (Produktregel fiir n - Faktoren):

(fi-fo-faeee- ) = A fn
+fi-fo Sz ot ..
S=ffil e e e eeee Joot [y

Tipp: Wie lautet die Formel fiir » = 3 und wie kann sie auf den Fall n = 2 zuriickfiihren?
Der Induktionsschritt im allgemeinen Fall 146t sich dann entsprechend durchfiihren.

Aufgabe 2.20 Sei [ : [a,b] — R differenzierbar mit f(a) =0, f(b) =1 und f'(a) = —1.
Zeichnen Sie eine Skizze und zeigen Sie folgendes:

a) Es existiert ein 2 > 0 so dass f(a+h) < 0.
Tipp: Verwenden Sie den Satz von Rolle aus der Vorlesung.

b) Es existiert ein xo € (a,b) mit f(xg) = 0.

¢) Es existiert ein x| € (a,xp) mit f'(x;) = 0.

Aufgabe 2.21 a) Man zeige mittels Zwischenwertsatz, dass die Funktion f: R — R
gegeben durch x — f(x) = x> — 7x? 4+ 3x + 4 drei Nullstellen besitzt.

Man gebe jeweils Intervalle der Lange 1 an, in denen sich die Nullstellen befinden.

Des Weiteren berechnen Sie fiir das Intervall 7 = [1,2] 7 Schritte des Bisektionsverfahren
zur Nédherungsbestimmung einer Nullstelle von f.

b) Man zeige ohne Verwendung eines Taschenrechners, dass die Funktion g: R +— R gege-
ben durch x + g(x) = x> — 7x? + 3x + 4+ % cos(x) mindestens drei Nullstellen besitzt. Man
gebe jeweils Intervalle der Linge 1 an, in denen sich die Nullstellen befinden.

Hinweis: Man schitze cos(x) durch —1 < cos(x) < 1 ab.
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Aufgabe 2.22 Sei f: R?> — R, (x,y) — f(x,y) richtungsdifferenzierbar und die partiellen
Ableitungen % und ‘3—1; seien bekannt und stetig. Berechnen Sie die Ableitung der Funktion

g(x) = f(x,x) .
Tipp: Betrachten Sie den Differenzenquotienten von g:

gxth) —glx)  flxt+hx+h) —flxx)
h

Aufgabe 2.23 Zeigen Sie, dass gilt:

sin (x+y) = sin (x) cos (y) +cos (x)sin (y) fiir allex,y € R,
und cos(x+y) = cos(x)cos(y) —sin(x)sin(y) firalle x,y € R.

Tipp: Vergleichen Sie hierzu die Herleitung der Formel e*™> = ¢* - ¢ aus der Vorlesung
und definieren Sie

sin(x+y) — (sin (x) cos (y) + cos (x) sin (y))
cos(x+y) — (cos (x)cos (y) — sin (x)sin (y).)

S
= =
~— ~—
Il

Betrachten Sie beide Gleichungen gemeinsam und verwenden Sie: Gilt fiir zwei Funktio-
nen g(x) und A(x): g(x)? + h(x)?> = 0, dann folgt g(x) = 0 und i(x) = 0.

Aufgabe 2.24 Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

a) Wenn f differenzierbar ist in xg, so ist auch |f| differenzierbar in x.
jamd nein O

b) Wenn f und g stetig in xo sind, so sind auch max{ f,g} und min{f, g} stetig in x¢. ja
O nein O

c) Wenn fg stetig in xg ist, so sind auch f und g stetig in xj. ja O nein O

d) Ist f an der Stelle x( differenzierbar, so ist f an dieser Stelle auch stetig.
jad nein O

e) Ist f an der Stelle xy stetig, so ist f an dieser Stelle auch differenzierbar.
jaOd nein O
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Aufgabe 2.25 Berechnen Sie die ersten beiden Néherungen der folgenden Funktionen

nach dem Newton-Verfahren x,, | := x, — )]:’(())Cc ';)), (neNN).

a) Fiir die affin-lineare Funktion f(x) = 2x+ 6 im Intervall [—4,0] mit xo = —1 als Start-
wert.

b) Fiir die quadratische Funktion g(x) = x> — 4 im Intervall [0, 3] mit xo = 1 als Startwert.
¢) Fiir die kubische Funktion k(x) = x* — 5x> — 2x + 24 im Intervall [—3,4] mit xo = 1 als

Startwert.

Aufgabe 2.26

a) Testen Sie das in der Vorlesung vorgestellte Newton-Verfahren fiir die Funktion
f(x) = 2(x*> —1)? — 1. Finden Sie geeignete Startwerte xo um alle vier Nullstellen
von f zu finden. Erweitern Sie das Programm, so dass es am Ende die Anzahl der
benotigten Iterationsschritte ausgibt. Probieren Sie aus, wie sich die Anzahl an Ite-
rationsschritten verhilt, wenn man die Genauigkeit von 1072 auf 107¢, 10~ bzw.
10~ 12 erhoht.

b) Verdndern Sie das Newton-Verfahren, so dass es die Nullstellen der Funktion f(x) =
x> —2x+ 2 sucht. Experimentieren Sie mit unterschiedlichen Startwerten (z.B. nahe
bei Null) und stellen Sie fest, ob das in der Vorlesung beschriebene Problem auftritt.

c) Erginzen Sie das Verfahren, so dass es mit einer Fehlermeldung abbricht, wenn die
Ableitung von f betragsmaBig kleiner als € ist. Wihlen Sie € in derselben GroBen-
ordnung wie die Genauigkeit. Testen Sie das Verfahren anhand von f(x) = (x+#1)2 +1
mit verschiedenen Startwerten.

Tipp: In Matlab konnen Sie wie folgt Text ausgeben:

disp(’Hallo!’);

Aufgabe 2.27

a) Gegeben sei eine stetig differenzierbare Funktion f. Geben Sie das Newton-
Verfahren an, mit dem man Nullstellen der Funktion f approximieren kann.

b) Geben Sie zwei Moglichkeiten an, die dazu fiihren, dass die Bestimmung von Null-
stellen uiber das Newton-Verfahren nicht funktioniert.
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Aufgabe 2.28 Berechnen Sie den Gradienten

0 0 0
Vi(u,v,w)= (a—i(u,v,w), a—{(u,v,w), %(u,v,w))

der Funktion

Fluvw) = /(=124 (v —3)2+ (w—5)?.

Welche Flidchen ergeben sich fiir R > 0 als Niveaumengen

{(u,v,w) | f(u,v,w) =R} ?

Aufgabe 2.29 Zeigen Sie, dass fiir die Funktionen
1 X —X 9 1 X —X
coshx = E(e +e ) und sinhx= E(e —e )
gilt:

a) (coshx)'=sinhx, b) (sinhx)’ = coshux,
c) cosh’x—sinh’x =1 fiir alle x € R.

Tipp(zu ¢)): Erinnern Sie sich hierzu an die Herleitung der Formel cos?x+sin’x = 1!

Aufgabe 2.30 Welche der folgenden Funktionen lassen sich an der Stelle x = 2 stetig
erginzen, welcher Funktionswert ergibt sich:

— — 24
D f() = A by =22 g =t

Aufgabe 2.31 Berechnen Sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen:

a) f(x)=x*tanx = okl

cosx’
b) glx)=('+e),
¢) h(x)=In(x+v1+x2) firxeR".
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2.6 Ubungen

Aufgabe 2.32

a) Wie berechnet man den Abstand zweiter Punkte x,y € R"?

b) Um 12 Uhr mittags befindet sich das Schiff S; genau 20 km nérdlich des Schiffes S,.
Das Schiff S| bewegt sich mit 6 l%n genau nach Siiden, wihrend S, genau nach Osten

mit einer konstanten Geschwindigkeit von 8 1% fahrt.

Geben Sie die Bewegungsgleichungen, d.h. die Position von S; zum Zeitpunkt ¢, der
beiden Schiffe an. Wann sind sich beide Schiffe am néichsten, und welche Entfernung
haben sie dann?

Hinweis: Beachten Sie, dass es einfacher und ausreichend ist, das Quadrat des Ab-
standes der beiden Schiffe zu minimieren, und nicht den Abstand selbst.

Aufgabe 2.33 Man untersuche die folgende rekursiv definierte Zahlenfolge auf Konver-
genz und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert!

x2+4
Xn

X := 3, S = n>0.

Fiir welche Funktion f(x) stellt die obige Iteration das NEWTON-Verfahren zur Nullstel-
lenbestimmung dar?

Aufgabe 2.34 Die Funktion f sei definiert durch
x3—3xr —4x+12

fx) = X2 +5x+6
a falls x = -2,

falls x # —2,x # —3

wobei a ein reeller Parameter ist.

a) Wie muss man den Parameter a wihlen, damit f in x = —2 stetig ist?

b) Kann man f auch stetig auf x = —3 fortsetzen?

Aufgabe 2.35 Fiir das Polynom p(x) = 2x> — 4x> — 10x + 12 berechne man mittels
HORNER-Schema den Wert p(—1) sowie die Zerlegung in Linearfaktoren. Welches sind
die Nullstellen von p?

Aufgabe 2.36 Stellen Sie die im Dezimalsystem gegebenen Zahlen 0,7 und 5,4321 unter
Verwendung der Summenformel fiir unendliche geometrische Reihen als gemeine Briiche
dar!
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Aufgabe 2.37 Die an den Graphen der Funktion f(x) = 1 (x > 0) im Punkt (xo, f(x0))
gelegte Tangente bildet mit den Koordinatenachsen ein Dreieck. Man zeige, dass der Fli-
cheninhalt des Dreiecks unabhéngig von der Wahl von xj ist und gebe diesen konstanten

Wert des Fliacheninhalts an!

Aufgabe 2.38 Man berechne:
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3 Vektorraume

Motivation: Vektoren in der Ebene
A

vV+w
7 1 2v v =(2,1)oder auch ( % ) geschrieben
1 + W . 2\/:(22721)7
—V= (_27_1>
3T T w=a,

1 v+w=(2,1)+(1,1) = (3,2)

—Vy

3.1 Vektorraume und Untervektorraume

Betrachten wir nun zunéchst die Vektorrechnung im R" und dann anschliessend wesentlich
allgemeiner und axiomatisch aufgebaut das Konzept von Vektorraumen:

Definition 3.1
o Ein Vektor im R" ist eine Anordnung von n reellen Zahlen xy,x3, ..., X, : (X1,X2,...,Xy)

» Wir definieren eine Addition fiir zwei Vektoren im R":
(1,22, -, %) + (V1,325 -, Yn) = (X1 +Y1,X2 + Y2, -+, Xn + Yn)

* und die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar o € R:
OL(X], X0, -ees X)) = (0L, 0D, ..., OLX).

Notation 3.2
X1
. . X2
o x = (X1,X2,...,X,) Schreiben wir auch als
Xn

* Die x; fiir i = 1,...,n nennen wir Komponenten oder Koordinaten.

* Wir schreiben auch x = (x;)i—1,..., oder einfach (x;);.
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3 Vektorrdume

Regeln: Fiir x,y,z € R", o, B € R gilt:

(A1) (x+y)+z=x+(+2)

(A2)  x+y=y+x

(A3)  x+(0,...,0) =x; wir schreiben0 = (0, ...,0)

(A4)  x+(—x1,—x2,...,—x,) =0; wir schreiben —x = (—x, —x2,..., —X,)
(S1)  a(Bx) = (af)x

(S2) Ix=x

(D1)  ax+y) = (ox) + (ay)

(D2)  (o+B)x = (ax) + (Bx)

Die Beziehungen Ox = 0 und —1x = —x kann man aus den obigen Regeln folgern.
Achtung: Wir verwenden sowohl fiir die Addition von Skalaren als auch fiir die Addition
von Vektoren das Zeichen +, aulerdem wird die Multiplikation zweier Skalare genauso
wie die eines Skalars mit einem Vektor geschrieben. In den obigen Regeln miissen Sie sich
stets klar machen, welchen ,,plus“ und welches ,,mal* gemeint ist. Beispielsweise werden
in (D2) auf der linken Seite die beiden Skalare & und 3 addiert, auf der rechten Seite die
beiden Vektoren orx und fBx.

Beachte: Der R" ist nicht der einzige Raum von Vektoren!
Betrachten wir nun beispielsweise alle Funktionen von R nach R:
fTR=R, x— f(x),

dann konnen wir definieren, was die Summe (g + f) zweier Funktionen g, f ist:

(6+f) R—R, x— g(x)+/(x) R =

\e

Ferner definieren wir die Funktion (o f) fiir o € R und eine Funktion f

(af):R—=R, x— oaf(x)

_lr
7.

Achtung: Wir sprechen hier von der ganzen Funktion und nicht von ihrer Auswertung an
einer bestimmten Stelle. Offensichtlich gelten die gleichen Regeln wie im R”. Hierbei wird
vereinbart, dass 0: R — R; x— 0; (—f) : R = R; x — —f(x).
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3.1 Vektorrdume und Untervektorrdume

Definition 3.3 (Axiome eines Vektorraums) Ein (reeller) Vektorraum ist eine Menge V
mit zwei Verkniipfungen +:V xV —V; (x,y) — x+y und
x:RxV =V, (a,x)— ax, fiir die die folgenden Axiome erfiillt sind:

(A1) (x+y)+z=x+(y+2z) fiirallex,y,z€V

(A2)  x+y=y+x fiirallex,yeV

(A3)  Es gibt ein Element0 € V, so dassx+0 = x

(A4)  Zujedem x €V gibt es ein (—x) €V, so dassx+ (—x) =0
(S1)  a(Bx)=(aP)x firalea,p € Rundx eV

(S2) lx=x fiirallexeV

(D1)  a(x+y) = (ox)+ (ey) fiiralle o € R und allex,y € V
(D2)  (o+B)x=(ax)+ (Bx) fiiralle o, € R und alle x €V

Fiir jede natiirliche Zahl n ist R” ein Vektorraum, ebenso wie die Menge aller Funktionen
von R nach R. Weitere Vektorriume finden Sie in Ubung 3.8.

Ein weiteres Beispiel:

V = {x € R?|2x; +3x, =0}, +,* seien wie im Vektorraum R? definiert.

Frage: Ist V ein Vektorraum?
Dazu ist zu zeigen, dass firx,y e V,x €c Rgilt: x+y eV, oax €V
Hierzu:  x+y= (x;+y1,x2+y2)
2(x1 +y1) +3(2+y2) = (201 +3x2) + (2y1 +3y2) =0
=0 =0

ox = (oxy, axy)
Z(Otxl) —1—3(06)62) =qa (2)61 +3X2) =0.
=0

Die Rechenregeln (A1), (A2), (S1), (S2), (D1) und (D2) gelten automatisch, da die Ver-
kniipfungen +, * diejenigen aus R? sind. (A3) 0 € V und (A4) —x € V folgen (da 0 = Ox
und —x = —1x) daraus, dass fiir alle ¢ € R (also insbesondere & = 0 und o = —1) gilt,
dass ax € V.

Die geometrische Interpretation dieses Vektorraums ist die folgende:
(2.3)
Essind z.B. (3,-2), (—3,2), 0 V. (=3,2)

V ist eine Gerade im R2, die durch 0 liuft. ON -
(37 72)
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3 Vektorrdume

Frage: Sind alle Geraden G im R? Vektorriume?

Betrachte die links abgebildete Gerade G, die
nicht durch 0 lduft. Hier gilt: x,y € G, aber x +

y¢G.

Definition 3.4 Sei V ein Vektorraum, dann heifit eine Untermenge U C V (linearer) Un-
terraum (oder Untervektorraum) von V, falls U mit denselben Verkniipfungen wie V auch
wieder ein Vektorraum ist.

Fiir einen Unterraum U von V und x € V bildet

G=x+U:={x+y|lycU}

einen affinen Unterraum. Achtung: Ein affiner Unterraum ist im Allgemeinen kein linearer
Unterraum.

Zuriick zu unserem Beispiel:

Geraden G C R? sind affine Unterriume.
\

G
0 v G={x+y|lyeU}={x+1tr|t € R},

X

/ wobei r € U und r # 0.
Y - r heilit Richtungsvektor.

Diejenigen Geraden, die durch den Ursprung verlaufen, sind zusitzlich auch Untervektor-
riume. Sie haben eine Darstellung der Form U = {tr|t € R} fiir ein r € R?, r # 0. Weitere
Beispiele fiir Untervektorrdume und affine Unterrdume finden Sie in Ubung 3.10, 3.11 und
3.15.

Lemma 3.5 Jede Gerade im R? kann in der Form
{y € R?|miy1 +mayr =d}

geschrieben werden, wobei n% +n% =1ist.
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3.1 Vektorrdume und Untervektorrdume

Beweis: Essei G = {x+tr|t € R}, r=(r,r2), x = (x1,x2). Firr ein beliebiges y € G gilt:

*r
Y1 =Xx1+tr; = rny1r = nxy+ttrir
*(—}’1)
N=x2+tr = —ryy2 = —rpxx—irn
addieren ergibt: Y1 —riy2 = Inxjp—rx
it _ X —rnx,

\/ +r2 \/r1+r2 \/r%JFV%
::n1 —=:d

Da der Richtungsvektor r nicht Null ist, kann man durch r% + % dividieren. Offensicht-
lich gilt dann n1 + n2 =1.

Beispiel 3.6

(@}
Il

(o) or(5)lreny

= {yeR*|2y+3y =2}

2 3 2
= {yeR?| y1+ y2 =
—— —— T

(vgl. obiges Beispiel G = ( (l) + G)

Wenden wir uns nun Ebenen im R3 zu:

Eine Ebene im RR? ist gegeben durch

E ={x+tr+sq|t,s € R},

wobei r,q € R?, r,q # 0 und g # ar fiir alle o € R.
Lemma 3.7 Eine Ebene im R kann geschrieben werden in der Form
{y € R’ |niy1 +nays +nays =d},

wobei n% 4= n% + n% =1 ist.
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3 Vektorrdume

Beweis: (vgl. Beweis zu Lemma 3.5) Wihle y € E beliebig, dann gilt:

Y1 =x1+tr; +sq
Yo =Xp +1tr+5q2
V3 = X3 +1r3+5q3

p1 243 —qar3 (%)
Betrachte p=| pr» | = —(ngz—qir3) | #0, dar# aq firalleo.
p3 rq2 —qinr

Offensichtlich sieht man durch direktes Nachrechnen:

rip1+rapr+r3p3 =0
qip1+qap2+q3p3 =0

[rir2q3 — riqars — rariqs + raqirs + r3riga — r3ragp = 0] (analog fiir die 2. Gleichung)

Wir multiplizieren nun die Gleichung fiir y; mit p; und addieren auf:

yip1+y2p2+y3p3 =x1p1 +x2p2 +x3p3+0+0

Definiere n; = pi = Y1y +yana +y3n3 = xiny +xon +x3n3

VP33 7

Nun miissen wir noch zeigen, dass (*) gilt: D.h. zu zeigen ist p # 0. Wir zeigen dies durch
einen Widerspruchsbeweis und nehmen demzufolge an, es sei p = 0.

Nun verwenden wir Eigenschaften der Ebenendarstellung, namlich r, g # 0 und g # ar fiir
alle o € R. Nehmen wir an r; # 0, die anderen Fille r, # 0 oder r3 # 0 verlaufen analog.
Sei also r; # 0. Wegen p = 0 ist dann ¢, = %rg, q3 = Cr’—llr3 und offensichtlich ¢; = ‘r’—llrl.
Mit o = 4 ist dann also ¢ = ar im Widerspruch zur zweiten Eigenschaft der Ebenendar-

stellung.

|

Beispiele fiir die verschiedenen Arten, Geraden und Ebenen darzustellen, finden Sie in
Aufgabe 3.1 und 3.17.

Definition 3.8 Wir nennen x,y € V linear abhingig, genau dann wenn es o, 3 € R mit
o # 0 oder B # 0 gibt, so dass
ox+By=0.

Andernfalls (wenn also ax+ By = 0 nur die triviale Losung a = B = 0 besitzt), heifsen sie
linear unabhéngig.

Bemerkung 3.9
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3.1 Vektorrdume und Untervektorrdume

o Es gilt: x,y sind linear abhdngig, wenn x = 0 oder y = 0 oder x = yy mit y = —g.
* Im Beweis von Lemma 3.7 gilt p = 0 gdw. r,q linear abhdingig sind.

» Zum Aufspannen einer Ebene mit zwei Vektoren miissen diese linear unabhdngig
sein!

Wenden wir uns nun der Schnittbestimmung von Geraden und Ebenen zu:
Seien G, G zwei Geraden im R2, definiert iiber

G = {x+rwr|reR}) G = {i+sF|seR}
= {yE]RZ\ylnl—i-yznz:d} = {y6R2!y1ﬁ1+yzﬁz=d}

Gesucht ist ihr Schnittpunkt y € R? mity € GUG U:g ) gesuchtz,s € R mitx+tr = X4-s7.

Dies fiihrt fiir beide Darstellungsformen auf ein lineares Gleichungssystem:

nyr+nyy, =d rit—ris =X —x
~ - = bzw. - -
fiyr +izy, =d Pt —s =% —x
Im ersten Gleichungssystem sind die Unbekannten yy,y;, im zweiten 7, s.
Offensichtlich gibt es drei geometrische Fille:
* Es gibt eine eindeutige Losung, d.h. einen Schnittpunkt.
* Es gibt gar keine Losung, d.h. die Geraden sind parallel.

* Es gibt unendlich viele Losungen, d.h. die Geraden sind gleich.

Ahnliches beobachtet man beim Schneiden von drei Ebenen E, E ,ﬁ? . Man erhilt als Glei-
chungssystem:
niy1+ny2+nzy3 =d
fy1 gy +13y3 =
A1yt +fgy2 4+ n3y3 =

d
d
Hier gibt es im Wesentlichen vier geometrische Fille:

* Die Ebenen schneiden sich in einem Punkt.

* Die Ebenen schneiden sich in einer Geraden.

* Die Ebenen sind gleich.

» Die Ebenen schneiden sich gar nicht, sondern sind parallel, oder zwei Ebenen sind
parallel und die dritte Ebene schneide die beiden anderen.
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3 Vektorrdume

P

>

Wir werden uns also mit dem Losen von Gleichungssystemen beschéftigen miissen, um
diese geometrischen Probleme zu behandeln.
Die Aufgaben 3.6 und 3.7 enthalten weitere Beispiele zur Schnittbestimmung.

3.2 Skalarprodukte, Winkel- und Langenmessung

Bisher haben wir noch nicht iiber Winkel und Langen von Vektoren gesprochen. Hierzu
fiihren wir eine Abbildung

g:VxV =R, xy—gxy)

auf reellen Vektorrdumen V ein. Wir werden g(.,.) spiter Skalarprodukt nennen.
Das wichtigste Skalarprodukt wird fiir uns das euklidische Skalarprodukt auf dem R” sein:

n
gx,y) =xiy1 +xy0+ .. Xpyn = Z XiYi
k=1
Wir schreiben hierfiir auch:

x-y=g(x,y) bzw. (x,y) = g(x,y)

Bemerkung 3.10 Wir sind diesem Skalarprodukt schon bei der Geraden- und Ebenen-
darstellung begegnet. Die Darstellung von Geraden n\y| + nyy, = d oder Ebenen niy| +
nyy2 +n3y3 = d kann man mit dem Euklischen Skalarprodukt auch schreiben als n-y =d,
wobei n die Komponenten n; und die y die Komponenten y; hat.

Allgemein definieren wir axiomatisch:
Definition 3.11 Auf einem reellen Vektorraum'V ist eine Abbildung
g:VxV =R, xy—gxy)

ein Skalarprodukt, genau dann, wenn fiir x,y,z € V, a € R gilt:

(Gl)  g(x,x)>0, glxx)=0x=0
(G2)  g(x,y) =g(,x)

(G3)  glx+y2) =gx2)+g(2)

(G4)  glox,y) = ag(x,y)
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3.2 Skalarprodukte, Winkel- und Lingenmessung

Bemerkung 3.12
(G2)+(G3) = glx,y+z)=g(x,y)+g(x,2)
(G2)+(G4) = gx,ay) = ag(x,y)

D.h. g ist symmetrisch (G2) und linear in beiden Argumenten (bilinear). Die Eigenschaft
(G1) bezeichnet man als positiv definit.

Definition 3.13 (Norm)
x|l (= |lx|lg) :== v/ &(x,x) heifst Norm oder Linge von x.

Im R” bezeichnet man die Norm ||x|| = y/x} +---x2, die aus dem euklischen Skalarpro-
dukt hervorgeht, als euklidische Norm.

Die Anwendung des Satzes von Pythagoras fiihrt auf folgende Interpretation der eu-
klidischen Norm und des euklidischen Skalarprodukts im R? bzw. im R3:

Zunichst zur Definition der Norm im Kontext des Satzes von Pythagoras, hier sehen wir
direkt

X2

Nun wenden wir uns dem euklidische Skalarprodukt zu und rechnen nach

ly=x* = (—x)-(y—x)=y-y—y-x—x-y+xx
= |y[I* —2x-y+ x|

Lo 2 2
=x-y = S (IHF+ 1" = lly—=xI7)

Setze nun: x| = a+b
b2 = @
y (y—x) Hy_xHZ = B24R?
x Vv
b = xlP+ P =y ==

/ =a* +2ab+b* +a* +h* —b* — h?
a

= 2(a* +ab) = 2a(a+b) = 2al|x||
= xy=alx|
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3 Vektorrdume

Also erhalten wir die geometrische Interpretation des euklidischen Skalarprodukts:

Merkregel 3.14

‘y\/;
x-y=allx|| x

a>0 a<0

Diese Beziehung ist symmetrisch:

x-y=alx|| = clyl
a = Linge der senkrechten Projektion von y auf x
¢ = Linge der senkrechten Projektion von x auf y

»
o

X

Als Nichstes betrachten wir den Zusammenhang mit der Winkelmessung. Aus der geome-
trischen Definition des Kosinus leiten wir fiir den Winkel o« zwischen Vektoren x und y
ab

a
cos(0t) = —.
Iyl
Aus obigen Uberlegungen wissen wir, dass a = ﬁ Somit folgt
cosaq =
[yl
Merkregel 3.15
. T
cosa = ) Esgilt: || == (bzw. 90°) g x-y=0
allndl 2

Hieraus ergibt sich nun unter Verwendung von x-y = 3 (||x||>+ ||y||* — [ly—x||?) der Kosinus-
Satz auf allgemeinen Dreiecken:

Xy

cosa = m [yl =& ly—x[|=¢
y y—Xx
[l 4 [y 11> = lly — x>
2| {1y "
B2b?—? ||x|| = a
N 2ab
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3.2 Skalarprodukte, Winkel- und Lingenmessung

Merkregel 3.16

2abcos o = a* + b* — ¢?

Neben dem Cosinus-Satz steht der Sinussatz, der aussagt, dass in einem Dreieck mit Win-
keln a, B und y mit den gegeniiberliegenden Seiten a, b, beziehungsweise ¢ gilt:

Merkregel 3.17

sin(ar) __ sin(B) _ sin(y)

a b c

Dies folgt direkt aus der Definition des Sinus eines Winkels als dem Quotienten aus Ge-
genkathede und Hypotenuse, denn wenn £ die Hohe iiber der Seite ¢ bezeichnet, so gilt
. ) h
sin(la) = —, sin(f)=- =

sin( ) _ sin(f3)
a b

Ganz analog zeigt man die zweite behauptete Gleichheit. Fiir den Sinus des Winkels der
aufgespannt wird von zwei Vektoren x, y mit x -y > 0 erhalten wir aus

in(ot) = —cos? (o) = —M
sin(@) = /1= cosi (@) =4 [1= e

schliesslich die folgende Darstellung unter Verwendung des Skalarprodukts:

bsin(a) = asin(B)

Merkregel 3.18

VIXPIYIE = (- y)?

sinQ =
[l [l

fiirx-y >0

Notation 3.19 x,y € V heifien orthogonal oder senkrecht, falls g(x,y) = 0.

Aus obigen Betrachtungen im R?, R? fiir das euklidische Skalarprodukt ergibt sich insbe-
sondere:
pe-yl = lal [lx[l < {lx[l Iy]
~~

<yl

Dies gilt auch allgemein:

Satz 3.20 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) V sei ein R-Vektorraum mit Skalarpro-
dukt g(.,.), dann gilt:

lg(x, )| < |[xllglIvllg, . ="“gilt dann, wenn x,y linear abhiingig sind.
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3 Vektorrdume

Beweis: Wir unterscheiden zwei Fille:

y=0: Vv
YA0: f(t) = glx+iyx+1y) = |x[2+2tg(x,y) + 22|yl
(G1)
> 0, und,=" fallsx+ty =0 < x,ylinear abhingig.
Wihlen wir nun t = — g”(;ﬁyz) , dann
8
g(x,y)?
Ix]1 — >0 = g(x,y)” < [x[3][ll; = Beh.

Iylz

a

Im R” kann man die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung auch durch direktes Nachrechnen
beweisen, vgl. Ubung 3.3. Weitere Eigenschaften von Skalarprodukt und Norm finden Sie
in den Aufgaben 3.2 und 3.5, eine weitere geometrische Veranschaulichung in Aufgabe
3.16 und 3.19.

Satz 3.21 (Eigenschaften der Norm) Die durch ein Skalarprodukt induzierte Norm hat
folgende Eigenschaften fiir x,y € V und o € R:

(N1) x| =0, x=0=x=0

(V2) o] = fex] ]
(N3) (el < el + (1]

Beweis:
(N1) <« (G1)
(N2) lox|| = \/g(ox, ox) = \/a2g(x,x) = ||| x|
(N3) lx+ylI> = g(xjy,x+y)=\IXI|2—2%2g(x,y)+HyH§
< =+ 20 Iy [T+ lvll= = el + 111D
= Beh.
O
Bemerkung 3.22

* Die Norm ist iiber das Skalarprodukt definiert. Umgekehrt erhalten wir das Skalar-
produkt aus der Norm:

g(x,y) = 5 (x> + 911> = [lx = yII?) (15)

| —
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3.2 Skalarprodukte, Winkel- und Lingenmessung

* Es gibt andere Normen, z.B. ||(x1,%x2,...,Xy) || = max;—1 _, |xi| oder
|(x1,%2, ey xn) |[1 = |x1| + 22| + ... + |xn|, die auch (N1) - (N3) erfiillen.
Die Abbildung g(x,y) definiert iiber (15) ist dann aber kein Skalarprodukt.

Es gibt natiirlich auch andere Skalarprodukte im R2. Nun wollen wir uns einer geometri-
schen Interpretation dieser Skalarprodukte zuwenden.

Betrachten wir das folgende Szenario: Wir haben ein Kamerabild mit Seitenléingen in ei-
nem Verhiltnis von 3:2.

Nun veridndern wir die Seitenverhéltnisse auf 1:1 durch die Transformation

. X ~ Y
== ==,

37 Y72

Yy Transformation y
w A A w %
v _ /.23 v =
(—273) (3,2) _(_g’f) ! v (1’1)
x 15 1 i
-3

vew=(-2,3)-(3,2)=0
vl = [lwll = v13

Nach der Transformation gilt fiir den Winkel o zwischen w und ¥, dass o # 90°. Ferner
rechnen wir nach, dass ||7|| # ||v||, [|[W|| # ||w]|| bezogen auf das euklidische Skalarprodukt.
Wenn wir aber als Skalarprodukt in der 1:1 Konfiguration wihlen

g(V,W) = 991w +4vaWy,
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3 Vektorrdume

(Hintergrund: g(v,w) =v-w mitv = (371,20,), w = (3w[,2W>))

32\ 23
dann gilt:  g(v,w) = 95 <—§>+4§§—0

Wlg = VO+4=vI3=|p], [Wl]z=v13=]w].

D.h. allgemeine Skalarprodukte ermdoglichen es uns, auch in transformierten Koor-
dinatensystem noch die urspriingliche Lingen und Winkelmessung durchzufiihren.
Wir werden spiter sehen, dass wir iiber diesen Ansatz aus Transformationen bereits alle
moglichen Skalarprodukte erhalten.

Betrachten wir nun den Abstand eines Punktes von einer Geraden im R? bzw. einer
Ebene im R3:

Gegeben sei eine Gerade
G={x+trlteR}, (x,r€R?

und ein Punkt y € R?. Die Funktion f(t) := ||y — (x+¢r)||*> wird dort minimal, wo (x+r)
der nichste Punkt zu y auf G ist (siehe Skizze unten). D.h. es muss gelten:

%f(f)zo = 02% ((yl—(xl+”1))2+((y2—(x2+”’2))2]

=2(y1 — (x1 +1r1))(=r1) +2(y2 — (2 +112) ) (—12)
& t(riry+rr) = (1 —x)ri+ (2 —x2)n
(y—x)-r r

e =2y .
o [k

D.h. der Abstand d von y zu G ist:
ror
(i i)

~o-0-0-2- 15

Betrachten wir nun eine Ebene gegeben durch
E={x+tr+sqlt,secR}, (x,r,geR?

und einen Punkt y € R3. Die Funktion f(¢,s) := ||y — (x +¢r +sq)||> wird dort minimal, wo
(x+1tr+ sq) der nichste Punkt zu y auf E ist. Spiter werden wir sehen, dass dann fiir die
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3.2 Skalarprodukte, Winkel- und Lingenmessung

partiellen Ableitungen gelten muss:

) d
Ef(t,s)zo und af(t,s):0 (& Vf(t,s)=0)

=0 = 2001 — (1 +1r1+5q1))(=r1) +202 — (2 +1r2+562)) (—12)
+2(y3 — (x3 + 173+ 593) ) (—713)
und 0 = 2(y1 = (x1+1r1+591))(—q1) +2(v2 — (2 + 172 +592) ) (—q2)
+2(y3 — (x3+1r3+ 593)) (—q3)
& t(rr)+s(gor)=(—x)-r
t(q-r)+s(qg-q)=(—x)-q
Dies ist ein lineares Gleichungssystem. Sei (¢,s) eine Losung dieses Systems, dann ist

=|ly— (x+tr+sq)|| der Abstand vony zu E.
Im Fall r- g = 0 (d.h. r und g sind orthogonal) folgt fiir den Abstand

A

d
r r q q

:H)’—<x+(Y—x)-wm+(y—x).mm> I, 1

~ Vv 7/ /

Z
dar=(y—x)- ~unds=(y—x) 2. (y—x)-
Il lal
q

X r (y_x)"_:”

Betrachten wir nun die alternative Darstellung:
H={xeR|n-x=d}, neR" ||n|=1,deR
Fiir m = 2 ist H = G eine Gerade, fiir m = 3 ist H = E eine Ebene.

Dann ist die geometrisch Konfiguration wie folgt:

n
H
D.h. |d| ist der Abstand der O von H.

Falls d > 0, so zeigt n vom Ursprung weg
(wie hier in der Skizze), andernfalls zum

/ Ursprung hin.
0
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3 Vektorrdume

AuBerdem gilt: [n-y—n-x| = |n-y—d|ist
der Abstand von y zu H.

Der zu y néchste Punktistz=y— (n-y—d)n.
Falls 0 € H,soistd =0, alsoz=y— (n-y)n.

3.3 Vektorprodukt im R?

Das Skalarprodukt ordnet zwei Vektoren eine Zahl aus R zu. Im R? gibt es auch ein Pro-
dukt, dass zwei Vektoren einen Vektor zuordnet:

Definition 3.23 (Vektorprodukt bzw. Kreuzprodukt) Sei x = (x1,x2,x3),y = (y1,2,¥3),
dann definieren wir

X2y3 — X3Y2
xAy(=xxy)=| x3y1 —x1)3
X1y2 —X2)1

Bemerkung 3.24 Fiir die Herleitung der Ebenendarstellung (nyx| +nyxp +n3x3 = d) ha-
ben wir bereits das Vektorprodukt eingesetzt.

Regeln fiir das Vektorprodukt:

1 0 0
(i) Firey=| 0 |,e2=| 1 Jundes=| 0 | gilt
0 0 1

eiNey=e3, exNez=e;, ezNel=e;

(i1) Das Vektorprodukt ist linear in jedem Faktor:
(ox+Bz) Ay =a(xAy)+B(zAY)

(i) xAy=—yAx, xAx=0

(iv) x,y sind orthogonal zu x Ay: x-(xAYy)

0
(vgl. Ebenendarstellung) y-(xAy)=0
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3.4 Linearkombination und Basis

) [l Ayl = lx][[Iyl]* = (x- )2

hierzu: Linke Seite (LS) = (xay3 —x3y2)® + (x3y1 —x1y3)> + (x12 — x21)?
X3y +X3Y3 +5)1 +X1Y3 + X103+ 001
—2(x2y2%3y3 + X3Y3X1y1 +X1y1X2)2)
Rechte Seite (RS) = (x +x3 +x3) (v + 33 +33) — (x1y1 +x2y2 +x3y3)°
= (LS)=(RS)

Geometrische Interpretation:

e Ayl = [l Py = (x-y)?
geom. Interpretation des SKP 2 2 2 2 2
= [T = T [Py [7 cos™ 6

[x][[[][? sin® 8
= |lxAYll = h x|

lfcoi:sin2

D.h. x Ay steht senkrecht auf x und auf y und die Linge von x Ay entspricht dem Flachen-
inhalt des aufgespannten Parallelogramms.

Dieser ist Null genau dann, wenn x oder y Null sind oder in die selbe Richtung zeigen,
wenn sie also linear abhédngig sind.

Eine Anwendung dieses Zusammenhangs finden Sie in Aufgabe 3.14.

3.4 Linearkombination und Basis

Im Folgenden betrachten wir, wie man Vektoren in Vektorrdumen darstellen kann:
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3 Vektorrdume

Beispiele 3.25

(—11) ((1))

4 O

3 1 0 5 (-1 1 /-1
— — 2 __- _ -
= ()=20)20) -2 ()
D.h. beziiglich verschiedener Systeme von Vektoren {(é) , (?)} oder {(j) , _11>}
} bzw.

haben Vektoren unterschiedliche Darstellungen iiber die skalaren Faktoren {3,2
{_%7 _%}

Es stellen sich nun folgende Fragen:

» Kann man jeden Vektor so darstellen?

» Welche Eigenschaften miissen die Vektoren vi,vs,...,v; haben, damit man jeden
Vektor durch sie darstellen kann?

* Ist die Zahl der benotigten Vektoren fest fiir einen gewihlten Vektorraum?

Definition 3.26 SeiV ein Vektorraum, dann heifien k Elemente aus V
Vi,V2,...,Vk

linear abhiingig, genau dann wenn es 0,00, ..., 04 € R gibt, mit mindestens einem
Oy 7 0 fiir 1 <m < k und

v+ opvy+...+ o =0.

(d.h. ein Vektor ist durch die anderen Vektoren darstellbar:

—_u, %,  _ Om _ %1 %
Vm = =g V1= g V2= o Vm—1 a, Vmtl = amvk)

Andernfalls heifsen die Vektoren linear unabhingig.

Eine solche Summe von Vektoren mit skalaren Koeffizienten heifst Linearkombination.
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3.4 Linearkombination und Basis

Beispiel 3.27
. (j) : (‘11) , (;) sind linear abhiingig, denn:

SIGECIGEROR

(vgl. Eingangsbeispiel oben)

e Im R" sind die Einheitsvektoren

1 0
0 1 :
er = e=| . |,e= |
! : 0
0 0 1
linear unabhdngig.
1 2
e | =1 |, —2 | sind linear abhdngig, denn
2 4
1 2 (04} —+ Z(XZ =0
gl -1]l+w| 2]1=0 <« - —20=0 & o +20p=0
2 4 200 +40p=0

Wiihle z.B. o = 2,00 = —1.
* Betrachten wir den Vektorraum der Polynome
p(t) = ag+ait+art* + ...+ apt*
fiir k € IN. Dies ist ein Unterraum des Vektorraums aller Funktionen. Die Monome
voi=(t—= 1), vii=(t—1), =12, ..., ve=(E—15)
sind linear unabhdngig, d.h. nach der Definition

aovo+ovi+...+ o =0 < pt) =g+ o+ o> +...+o* =0
S o= =...=0;=0

denn: p(0)=0=0p=0, p'(0)=0=0;,=0, p"(0)=0= =0,
p"(0)=0= a3 =0, pPR0)=0= =0
dabei bezeichnet p(’”) das Polynom, welches man erhdlt, wenn man m-mal hinterein-
ander p ableitet.
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3 Vektorrdume

Weitere Beispiele finden Sie in Ubung 3.4, 3.9, 3.18 und 3.19. Ubung 3.20 enthiilt Betrach-
tungen zum Zusammenhang zwischen linearer Unabhingigkeit und dem Skalarprodukt.

Definition 3.28 (Span) Ist A C V eine Menge von Vektoren im Vektorraum V, dann heif3t
die Menge aller Linearkombinationen

span(A) :{a1v1+...+akvk]k€lN,vl,...,vk GA,Otl,...,OCkER}

lineare Hiille von A oder der von A aufgespannte Raum oder der Span von A.

Beispiel 3.29
* span{ey,...,e,} =R”"

o span{t > 1,t = t,t 12t 12, t > t*} = Polynome vom Grad < k

* Ebene durch den Ursprung E = {tr+sq|t,s € R,r,q linear unabh.} = span{r,q}

Lemma 3.30 Fiir jede Menge A C 'V ist span(A) ein linearer Unterraum.

Beweis: Durch Ausrechnen folgt, dass die Summe von zwei Elementen aus span(A) und
die Multiplikation mit einem Skalar wieder in span(A) liegen.

|

Definition 3.31 (Basis) Sind vy, ...,v, linear unabhdingig und ist span ({vy,...,v,}) =V,
so nennt man {vi,...,v,} Basis von V.

Satz 3.32 (Darstellung in einer Basis) Ist {vi,...,v,} Basis vonV, dann gibt es fiir jeden
Vektor x € V eine eindeutige Darstellung

n
xX=0qvi+...+0,v, = Z(kak.
k=1

Die o, ..., 04 heiffen Koordinaten des Vektors x bzgl. der Basis {vy,...,v,}.

Beweis: Nach Def. hat jeder Vektor x € V eine Darstellung als Linearkombination tiber
der Basis. Zu zeigen ist also nur noch die Eindeutigkeit der Darstellung:

n n
X = Z oy = Zﬁivi
i=1 i=1
= O:i(ai_ﬁi)vi

I
—_

1

11n.u:r§abh. ai—ﬁi:() fﬁraueizl,...,l’l
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3.4 Linearkombination und Basis

= die Darstellungen sind gleich.

Beispiele 3.33
e {e1,...,ey} ist Basis des R".

* V = Raum der Polynome p vom Grad < 2k mit p(x) = p(—x):
{t I A A Y tzk} ist Basis von V.

. { (j) , (711> } ist Basis des R>.
hierzu: lineare Unabhdngigkeit:
_1 _1 o —061—062:0 Oh=0 - o
o (_1) +oc2( | > =0= i+ =0 = 20 =0=a,=0.

Darstellung fiir einen beliebigen Vektor x = (2 ) :

—1 -1 =
1) Z g + o BTREE oy — () =1
X2 —1 1

X1 +x2 Xy — X1
— o = .
2 b

= o) =

D.h. jeder Vektor ( ? ) ist darstellbar als Linearkombination von ( _} ) und
5 _

1
Weitere Beispiele finden Sie in Aufgabe 3.12 und 3.21.

( -1 ) = Basis des R?

Bemerkung 3.34 Die lineare Unabhdingigkeit ergibt sich aus der eindeutigen Darstellung

der 0!
Lemma 3.35 Sei V ein Vektorraum, {vy,...,v,} eine Basis, wy,...,wy, Elemente aus V
mit m > n, dann sind wy, ..., wy, linear abhdngig.

Beweis: Betrachte yuyw; + ... + Ww,w, = 0. Z.z. ist: es gibt eine nichttriviale Losung
Ui, - -, Wy (mindestens ein uy # 0).

n
Basiseigenschaft = wy = Z oy;v;i fir Koeffizienten oy;,i = 1,...,n,k=1,....m
i=1

m m n m
= Z MWy = Z (Z Hk%i\h’) = Z ( Mkaki) v =0.
k=1 j =1 \k=1

k=1 \i=1 i=1

B
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3 Vektorrdume

Da vy, ..., v, linear unabhingig sind folgt 8; = O fiir alle i = 1,...,n. Wir erhalten also das
lineare Gleichungssystem

o + ol + ...+ Oy =0
Oply + Oopty + ... + Oyl =0
bestehend aus n Gleichungen mit m > n Unbekannten und rechter Seite 0. Auflosen dieses
Gleichungssystems ergibt, dass es eine nichttriviale Losung ..., W, gibt.
O
Satz 3.36 Die Anzahl von Basisvektoren eines Vektorraumes ist eine feste Zahl.
(Sind {vi,...,vp} und {wy,...,wn} Basen desselben Vektorraums so gilt n = m).
Beweis: Im Fall m > n wire wy,...,w,, linear abhingig, im Fall n > m wére vy,...,v,
linear abhiingig; also muss n = m sein.
O
Definition 3.37 Sei V ein Vektorraum mit Basis {v,...,vn}, dann nennen wir n die Di-

mension von V.

Bemerkung 3.38

* Die Dimension ist wohldefiniert nach vorangehendem Satz.
* Der R" hat die Dimension n.

* Der Raum der Polynome p vom Grad < 2k mit p(t) = p(—t) (die sog. geraden Poly-
nome) hat die Dimension k + 1.

e Fine Gerade durch O ist ein eindimensionaler Vektorraum.

o Eine Ebene im R3 durch 0 ist ein zweidimensionaler Vektorraum.

Betrachten wir nun einige Folgerungen, die aus der Definition einer Basis hervorgehen:

Lemma 3.39 Seien vy,...,v; linear unabhdngig, aber u,vy,...,vy linear abhdngig, dann
ist u als Linearkombination von vy, ..., vy darstellbar:

k
u—= Z o;Vv;
i=1
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3.4 Linearkombination und Basis

Beweis: u,vy,...,v; linear abhéngig = Es gibt Zahlen a, &y, ..., 04, so dass ou+ vy +
...+ v = 0. Wiire a = 0 so wiirde gelten o; = O fur alle i = 1,...,k, da die {v;}i=1, &
linear unabhéngig. Dies ist ein Widerspruch. é

k
. o;
Alsoistaa A0 =>u=—Y) —v;.
# Zi ol

Satz 3.40 Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum, vy,...,v, linear unabhdngig, dann ist
{vi,...,vn} eine Basis.

Lemma 3.35 Lemma 3.39 u bel.
= =

Beweis: ucV U=0vi+...+0,v, =

span(vy,...,v,) =V.

u,vi,...,v, linear abh.

Satz 3.41 (Basiserginzungssatz) Sei dimV = n und vy,...,v, linear unabhdngig mit r <
n. Dann gibt es vy, 1,...,vy,, So dass

{vi,...,v} eine Basis vonV ist.
Beweis: Wire fiir alle ve V v,vy,...,v, linear abhéngig, dann wire nach Lemma 3.39

jedes Element aus V Linearkombination der vy,...,v, = {vy,...,v,} Basis und dimV =r.

Das heiflt es gibt ein v € V, so dass v, vy, ..., v, linear unabhéngig sind; wir wihlen v, :=
v. Dies wiederholen wir fiir v,;2,Vv,3 bis zu v,,.

Bemerkung 3.42 Sei U Untervektorraum von 'V, dann gilt dimU < dimV.

Beweis: Wihle eine Basis zu U und erginze diese zu einer Basis von V =- Beh.
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3 Vektorrdume

Beispiel 3.43 Betrachte das Gleichungssystem

(x1):  x1 +5xv% +7x3= 0
(*2)2 —x1  +xp —25x3= O

sowie U= {x€R3xliost () und (x2)}

(*1): X1 4+5x% +7x3= 0

(*1)—|—(*2) : 6x, —18x3= 0
also Xy = 3x3
in(x1): x1= —508x3) —Txz = —22x3
—22
daher U= a 3 acR ), GeradedurchO.
1

Satz 3.44 Sei U = span{u,uy,...,ux}, dann folgt dimU < k und aus uy, ... ,u; kann eine
Basis fiir U ausgewdihlt werden.

Beweis: Sei m die maximale Zahl linear unabhingiger Vektoren aus {uy,...,u;}, nach
Umnummerierung nehmen wir an, uy, ..., U, sind linear unabhingig. Also sind die anderen
Vektoren u;, 1, ...,u; als Linearkombinationen der u bis u,, darstellbar = damit sind dann
aber alle u € U als Linearkombinationen aus uy,...,u,, darstellbar = {uy,...,u,} Basis
und dimU =m <k.

Aus Untervektorraumen kann man ,,groere” Untervektorraume aufbauen:

Zu zwei Geraden gehoren zwei Richtungsvektoren; beide Richtungsvektoren zusammen
spannen eine Ebene auf, falls sie linear unabhéngig sind.

Definition 3.45 (Direkte Summe von Untervektorridumen) U,W seien Untervektorrdu-
me von V mit Basen {uy,...,u;} bzw. {wi,...,wy} und UNW = {0}, dann definieren
wir
UsW = {u+wueclU,weW}
= span{up,... U, Wi,..., Wy}

Beobachtung: dim U &W =k+m
Hierzu: Zu zeigen ist, dass {uy,...,ur,wy,...,wy} eine Basis bildet, dazu fehlt nur noch
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3.4 Linearkombination und Basis

der Nachweis, dass uy,...,ux,wy,...,wy, linear unabhédngig sind. Dazu betrachtet man

glu1+...+akuk::ﬁ1w1—...—ﬁmwm.

eU ew

Da UNW = {0}, miissen beide Seiten der Gleichung Null sein. Aus der linearen Unab-
angigkeit der {u;} folgt dann, dass alle o; = 0, ebenso folgt ff; = 0, da die {w;} linear
unabhiingig sind.

Beispiel 3.46 r,q € R linear unabhiingig

E ={tr+sqlt,s € R} Ebene

n=rAgq (E R3) Normale
N = {tn|t € R} Gerade, senkrecht zu E
R*=E&N
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3 Vektorrdume

3.5 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 3.1

a) Gegeben ist eine Gerade durch

G:{yE]RZ -y1+ = 2:12}.

E

Berechnen Sie Vektoren x,r € R2, so dass sich die Gerade als
G={x+tr|t e R}
schreiben 14Bt.

b) Gegeben sei eine Ebene durch

0 0 1
E=SyeR} | O |+s| 1 |+s| ©
2 2 —1

finden Sie ny,n2,n3,d € R mit n} +n3 +nf = 1, so dass sich die Ebene schreiben
14Bt als
E={y € R’ |my1 +noys +nays = d}.

¢) Ermitteln Sie den Abstand des Punktes (5, 1,4) zur Ebene E durch Minimierung der
Funktion

ft,8) = ly = (x+1r+s9)|.
Betrachten Sie dazu die Gleichungen

Jdf
ot

of

—(t,5) =0 und as(

5)=0.

Anwesenheitsaufgabe 3.2 Zeigen Sie, dass mit dem Euklidischen Skalarprodukt und
der Euklidischen Norm fiir alle x,y € R" gilt

a) (x+yx—y) =[x = [y?

b) [P+ yI17 + [lx = ylI* = 2|lxl|* +2ly]I?
(Parallelogramm-Gleichung)
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Anwesenheitsaufgabe 3.3 Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung ist gegeben durch

[Ce ) < el ]-

a) Formulieren Sie fiir Vektoren x = (;Cl) Ly = (i 1) € R? die Cauchy-Schwarzsche
0 2

Ungleichung.

b) Beweisen Sie die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung durch direktes Nachrechnen im
R2.

Anwesenheitsaufgabe 3.4 Sind die folgenden Polynome linear abhingig?

t— 1+t
t— 2+t
t— 2t

Anwesenheitsaufgabe 3.5 Zeigen Sie, dass x,y € R” genau dann orthogonal sind,
wenn gilt
x4yl = |x—yll.

Interpretieren Sie die Aussage fiir n = 2,3 geometrisch.

Aufgabe 3.6

a) Bestimmen Sie den Schnittpunkt S der beiden Geraden G und G, zeichnerisch durch
Anfertigen einer geeigneten Skizze und rechnerisch durch Losen des zugehdrigen
linearen Gleichungssystems.

o= ()em
= 0)em

b) Bestimmen Sie eine Gerade durch die Punkte

(1))

wobei sie die Gerade sowohl in der Form G = {x+ ar| @ € R}, als auch in der Form
G = {y € R?|n1y; +nyy, = d} angeben und berechnen Sie die Schnittpunkte dieser
Geraden mit den Koordinatenachsen.
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3 Vektorrdume

Aufgabe 3.7 Eine Gerade in R? ist (analog zum RR?) gegeben durch einen Punkt x € R?
und einen Richtungsvektor r € R3, r # 0 mittels

G={x+oar|acR}.
a) Stellen Sie ein Gleichungssystem auf, um den Schnitt von G mit einer Ebene

E={y+Bp+vq|B,y <R}

fiir y, p,g € R?, p und ¢ linear unabhingig, zu berechnen.
b) Welche Fille konnen hierbei auftreten?

¢) Berechnen Sie den Schnitt von

1 1
G = 3 +oa| 4 ‘aeR
3 3
1 —1 0
E= 2 |+B8| 2 |+v| 3 ’B,ye]R
3 1 2

Welcher Fall aus b) ist das?

Aufgabe 3.8 Seien V und W R— Vektorrdume.
Das Kartesische Produkt V x W ist definiert als die Menge aller geordneten Paare

VxW={(vw)|lveV,weW}.
Zeigen Sie, dass V x W mit der Addition
(v,w)+ (F,W) = (v+T,w+W)

und der Skalarmultiplikation
o(v,w) = (av,ow)

ebenfalls ein R — Vektorraum ist.
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Aufgabe 3.9 a) Gegeben seien die Vektoren

1 —1 —2
V] = 1 , Vo = 2 , V3 = 13 , V4 = 11
1 —1 =7

Zeigen Sie, daB diese vier Vektoren des R? linear abhingig sind.
b) Bilden die drei Vektoren

W = 1 , W = —1 , W3 =
1 =1

eine Basis des R3? Falls nicht, so geben Sie bitte einen Vektor x € R3 an, der sich nicht als
Linearkombination dieser drei Vektoren darstellen 1463t.

Tipp: Beriicksichtigen Sie die Eigenschaften des Kreuzproduktes a A b zweier Vektoren
a,be R

¢) Sind die drei Vektoren

1 3
uy=1|2 | ,m=1|2|,u=
3 1 2

linear unabhiingig? Bilden Sie eine Basis des R*? Wie lauten die Koordinaten des Vektors

beziiglich dieser Basis?

Aufgabe 3.10 Welche der folgenden Teilmengen des R sind Untervektorriaume?

a) {(L,x,y)|x,y € R} jaO nein O
b) {(x,x,x)|x € R} jaO nein O
¢) {(x,2x,3x)|x € R} jaO nein 0
d) {(x1,x2,x3) | 2x1 +x2 = 5x3} jaO nein O
e) {(x1,x2,x3)|x1+2x =7} jaO nein O
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3 Vektorrdume

Aufgabe 3.11 Es sei &% = span{1,t,1,---,t*} der Vektorraum der Polynome, deren
Grad hochstens k(€ IN) sei. Zeigen Sie, dass

U:={peP*|p(5)=0, p(7) =0}

ein Unterraum von Z2* ist.

Aufgabe 3.12 Gegeben seien folgende drei quadratische Polynome

pi(x) = X+2x+3,
p(x) = 3x%+2x+1,
p3(x) = F©4+x+2.

Zeigen Sie, dass diese Polynome linear unabhiéngig sind und eine Basis des Vektorraumes
der quadratischen Polynome bilden. Wie lautet die Darstellung der Polynome

p(x) =5x*+5x+6 und ¢q(x)=3x+7

beziiglich dieser Basis?

Aufgabe 3.13 Uberpriifen Sie, ob die folgenden Abbildungen R? x R? — R Skalarpro-
dukte sind.

a) j(x,y) :=x1y1 —x2)2

b) k(x,y) :=2x1y1 +2x2y2 — X1y2 — X2)1

Aufgabe 3.14 Ein Tetraeder T C R? werde durch die Vektoren

1 1 —1
) 1 9 -1
0 0 2

aufgespannt. Berechnen Sie das Volumen dieses Tetraeders unter Verwendung des Skalar-
produkts und des Kreuzprodukts. Hierfiir diirfen Sie die Formel
1
V(T)= §A -h

verwenden, wobei A die Grundflache und /4 die Hohe des Tetraeders sind.
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3.5 Ubungen

Aufgabe 3.15

a) Geben Sie je ein Beispiel fiir einen eindimensionalen und einen zweidimensionalen
Untervektorraum des R? an.

b) Zeigen Sie, dass der Schnitt U = U; NU, zweier Untervektorrdume Uy, U; eines Vek-
torraums V wieder ein Untervektorraum ist.

¢) Beschreiben Sie, welche unterschiedlichen Fille beim Schneiden eines eindimensio-
nalen Untervektorraums des IR? mit einem zweidimensionalen Untervektorraum des
R3 auftreten konnen.

Aufgabe 3.16

a) Sei g(-,-) ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum V und || - ||, die davon induzierte
Norm. Zeigen Sie, dass fiir alle x,y € V gilt:

lx=yllz = lIxll2 + llyll; — 28 (x, ).
b) Was bedeutet dies geometrisch, wenn man fiir g(-,-) das euklidische Skalarprodukt
wihlt?

Tipp: Erinnern Sie sich an die geometrische Deutung des euklidischen Skalarpro-
duktes.

Aufgabe 3.17

a) Gegeben seien die folgenden drei Punkte im R?:

-2 —2 6
= -2, pn=| -1 |, = 5
0 —1 —7

Geben Sie die Ebene E, welche durch diese drei Punkte geht, in Parameterform, d.h.
in der Form
E={x+Ar+uq|i,uecR},

mit x,7,qg € R an.

b) Berechnen Sie mit Hilfe des Kreuzproduktes eine Darstellung der Ebene der Form
E={xcR?| nix; +noxs +n3xz =d}.
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3 Vektorrdume

Aufgabe 3.18 Weisen Sie nach, daB die folgenden drei Vektoren des R?

—1 1 2
V] = —1 , Vo = 0 , V3 = -3
0 —4 —20
linear abhingig sind.
1
Aufgabe 3.19 Seiv= [ 2 | e R’
3

a) Welches geometrische Objekt bildet die Menge aller Vektoren w € R? fiir die v und
w linear abhéngig sind.

b) Welches geometrische Objekt bildet die Menge aller Vektoren w € R? fiir die v und
w linear abhingig sind und ||w|| = 1.

c) Welches geometrische Objekt bildet die Menge aller Vektoren w € R fiir die gilt
v-w=07?

d) Welches geometrische Objekt bildet die Menge aller Vektoren w € R? fiir die gilt
v-w=0und |w| =1?

124



3.5 Ubungen

Aufgabe 3.20 Welche Aussagen sind richtig?

a) Sind x und y orthogonal (beziiglich des euklidischen Skalarproduktes) zu z # 0 in
R?, dann sind x und y linear abhingig.
jad nein O

b) Ist x orthogonal (beziiglich des euklidischen Skalarproduktes) zu y und z in R3, dann
sind y und z linear abhéngig.
jad nein O

c) Istx orthogonal (beziiglich des euklidischen Skalarproduktes) zu y und z in R>, dann
ist x orthogonal (beziiglich des euklidischen Skalarproduktes) zu jeder Linearkom-

bination ay + bz. jaOd nein
O
d) V sei ein reeller Vektorraum. Wenn die Vektoren vy,...,v; € V linear unabhingig
sind und dimV = k gilt, dann bilden vy, ..., v, eine Basis.
jano nein O
e) V sei ein reeller Vektorraum. Die Vektoren wy,...,w, € V seien linear abhédngig.
Dann laBt sich w; = Y , a;w; als Linearkombination der Vektoren w»,...,w, dar-
stellen. jad nein
O

Aufgabe 3.21 Sei V ein Vektorraum.

a) Jede Teilmenge einer Menge linear unabhiingiger Vektoren ist linear unabhéngig.
jano nein O

b) Jede Teilmenge einer Menge linear abhingiger Vektoren ist linear abhidngig.
jamd nein O

¢) Wenn eine Basis von V endlich ist, sind alle Basen von V endlich.

jad nein O
d) Es gibt eine Basis des R? aus Vektoren der Form (&, o, ).  ja O nein O
e) Jede Basis des R? besteht aus Vektoren der Form (x,x,x). jaOo nein O

f) Jeder Vektor der Form (a, &, o) kann zu einer Basis des R? ergiinzt werden.
jagd nein O

g) Jeder Vektor der Form (&, &, o) mit @ # 0 kann zu einer Basis des R3 ergiinzt wer-
den.
jagd nein O
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3 Vektorrdume

Aufgabe 3.22

a) Kann man die in i) und ii) angegebenen Mengen zu einer Basis des R> ergiinzen?
Falls ja, fithren Sie diese Ergénzung durch.

1 2
i) o |.,[ 3
2 0
1 2
ii) o |.[ o
) 4

b) Kann man aus den Mengen in 1) und ii) durch Wegstreichen von Vektoren eine Basis
des R? bilden? Falls ja, wie?

A ()
(52

Aufgabe 3.23
1
a) Schreiben Sie den Vektor a = | —2 | als Linearkombination der Vektoren
5
1 1 2
bi=\|1]|, bh=|2], b3=1[-1
3 1
3
b) Schreiben Sie den Vektor a = | 5 | als Linearkombination der Vektoren
4

1
by=10]),bo=|1] ,b3=
1

c¢) Schreiben Sie das Polynom 1> 441 — 3 als Linearkombination der Polynome 22+
5, 2231, t+3.
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3.5 Ubungen

Aufgabe 3.24 Die Vektoren a,b,c haben die Lingen |a| = 1, |b| = 2,|c| = 3. Die drei
Winkel zwischen a und b, b und ¢ sowie ¢ und a haben alle eine Grofle von jeweils 60°.

a) Man berechne die drei Skalarprodukte a-b, b-c sowie c-a .

b) Man bestimme die Linge |a+b+c| .
Hinweis: Die Linge eines Vektors hingt mit dem Skalarprodukt des Vektors mit sich
selbst zusammen!

Aufgabe 3.25 Sei E = {y € R3|njy; + nyy, +n3y3 = d} eine Ebene im R3. Fiir die
Koeffizienten gebe man eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, dass E

a) parallel zur y;,y,-Ebene ist,

b) die y;,y,-Ebene schneidet,

c¢) gleich der y,y;-Ebene ist,

d) die y3-Achse schneidet.
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

4.1 Lineare Abbildungen zwischen Vektorraumen und ihre
Darstellung

So wie wir Abbildungen (Funktionen) von R nach R betrachtet haben, so betrachten wir
nun Abbildungen von Vektorrdumen in Vektorrdume.

Definition 4.1 Eine Abbildung f:V — W zwischen zwei Vektorrdumen V,W heif3t linear,

falls
flav)=af(v) fiir alle v € V und alle oo € K

flu+v)=f(u)+f(v) firalleuyveV

Beispiele 4.2

e V.W =R, f:R — R, [ ist lineare Funktion genau dann, wenn f(x) = Ax fiir ein
AeR

« V=RLW =R, f(x) = Ax; + ix,

« V=R2W =R? f(x) =x (—11> TX G)

cV={p:t—ay+at+...+ot*|a; € R,k € N} (Polynomraum)
f:V—=Vip—p, wobei p' =t oy +200t +300t> + ...+ koyt*!
Diese Abbildung f ist linear, denn
flap) = (ap)’ = ap'=af(p),
f(p1+p2) = (p1+p2) = py+py = f(p1) + f(p2).

Satz 4.3 Seien V und W Vektorriume, {vy,...,v,} Basis von V, sowie wi,...,w, € W
beliebig, dann gibt es genau eine lineare Abbildung f :V — W mit f(v;) = w; fiir alle
i=1,...,n
Beweis: Jedes v € V hat eine eindeutige Darstellung

linear

v=at...+0v, = fv)=aif(vi)+...+0f(vy) =oqw+...+ awy,
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

D.h. f ist durch die Bilder w; der Vektoren v; eindeutig bestimmt. Zu zeigen ist noch f ist
insgesamt linear:

vV = o0qvy+...+0,v,
= Bivi+...4+ B

fv) = f((Aa)vi+...+(Aom)v,)
= Aagpf(vi)+...A0,f(v)
= )L«(alf(vl)+---+anf(vn>):)'f(v>

fv+u) = f((ar+Bi)vi+... 4+ (Q+Pn)vn)
= (051+B1)f(vl)+"'+(an+ﬁn)f(vn)
= (af(v)+...+auf(va) + (Bif(vi) +...+ Buf(va) = fF(v) + f(u)

Seien V, W endlich-dimensionale Vektorraume, dimV = n,dimW = m, {vy,v,,...,v,} Ba-
sis von V,{wy,...,w,} Basis von W. Da f : V — W linear, ist f nach Satz 4.3 eindeutig
bestimmt durch die Bildvektoren ( flv j)) - Diese sind in der Basis von W eindeutig

j=1,...
darstellbar
m
f(Vj) = Zaijwi fir j=1,...,n. (16)
i=1
Die Zahlen g;j miti=1,...,m,j=1,...,n ordnen wir in einem Schema an:
ay ap ... din
A, a dayp ... adAp
f= : coo - (aij),-:17...7m7j:17m7n
aAml Am2 ... Amumn

Dieses Schema mit m Zeilen und n Spalten bezeichnet man als m X n—Matrix Ay, die
Menge aller m x n—Matrizen mit Eintrdgen in R nennen wir R"".
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4.1 Lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen und ihre Darstellung

Folgerung 4.4 Sei V ein Vektorraum mit Basis {vy,...,v,} und W ein Vektorraum mit
Basis {wi,...,wp} sowie f : V — W linear.

(i) Die Matrix Ay charakterisiert eindeutig die lineare Abbildung f :V — W beziiglich
gegebener Basen beider Vektorriume.
Achtung: Wihlt man andere Basen, so ergibt sich in der Regel eine andere Matrix.

(ii) In den Spalten der Matrix Ay stehen die Koeffizienten der Bilder f(v;) der Basisvek-
torenvj,j=1,...,n ausV beziiglich der Basis {w;}i—1, . m, siehe Gleichung (16).

(iii) Sei x € V mit der Basisdarstellung x =Yi_, x;v;, dann folgt fiir f(x):

=1
ORI WIDYEDY <Zaijwi> xj=) (Z a,,-x,-) Wi
=1 =1 \i=1 =1 \Uy=1
xi
—
Xn

Dabei bezeichnet a; = (a;j)j—1,..n die i-te Zeile von Ay. Ist also (xi,...,x,) Basis-
darstellung von x € V, dann ist der Vektor (a;- (x1,...,%,))i=1,...m bestehend aus
den euklidischen Skalarprodukten der Zeilen a; von Ay mit dem Koeffizientenvektor
(x1,-..,X,) der Basisdarstellung von x in der Basis von V die Basisdarstellung von
f(x) in der Basis von W.

Merkregel: Matrix mal Koeffizienten von x ergibt Koeffizienten von f(x)

T4 X al‘(xl,...,xn)
Wir schreiben: _a:Z_ : _ az-(xi,...,x)
—Qpy— Xn am'(x1,-..,x,,)
Achtung: Man muss stets den Vektor x € V von seinen Koeffizienten (x1,...,%,) be-

ziiglich der Basis von V unterscheiden.

(iv) einfacher Fall: V =R",W =R"™ {ey,...,e,} BasisvonV {ey,... e} Basisvon W.
In diesem Fall stimmen Vektor x und seine Koeffizienten beziiglich der Basis iiberein.

a-éej aij
(iii) aZ'ej aZj
flej) = : =

a’ bezeichnet dabei die j-te Spalte der Matrix A - Die Bilder der Einheitsvektoren
stehen also in den Spalten von Ay (vgl. (ii)).
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Beispiele 4.5 (Matrixdarstellungen von linearen Abbildungen)

(i) Projektion auf eine Gerade im R?:

(ii)

Darstellung als Abbildung Darstellung von f :

R?* — R*: 0
(-5 (3) i
fx)=x—(x-n)n 1 %

Die Linearitdt von f iiberpriift man leicht.

Matrixdarstellung von f:
Beziiglich der Basis {ey,e,} in Urbildraum und Bildraum ergibt sich:

fler) = e1—(er-n)n=er—nn,
fle2) = erx—mon,
| |
_ _( 1=nmn —nom 22
=Ar = el |n1n e |n2n = ( iy 1 — o eR
11
Im Beispiel ist damitAy = | 1 1 ) . Beziiglich der Basis {r,n} in Urbildraum und
2 2
Bildraum ergibt sich:

f(r) = r = 1r+0n ~ 1. Spalte (10 22
f(n) = 0 = O0r+0n ~ 2. Spalte = A=lgo )R

Drehung:

Elementargeometrisch ist klar, dass eine Drehung um den Ursprung eine lineare Ab-
bildung von R? — R? ist. (d.h. statt den verlingerten Vektor zu drehen, kann man
auch den Vektor nach der Drehung verlingern, statt den Ergebnisvektor einer Addi-
tion zu drehen, kann man auch die gedrehten Teilvektoren addieren.)

€2

| 6 | cos@
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4.1 Lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen und ihre Darstellung

Matrixdarstellung in der Einheitsbasis {e1,e}:

_ (cos6 ([ —sin6 _( cos@ —sin6 22
f(el)_<sin9)7f(62)_( cos 6 ) = Af_( sin@ cos@ >€R

(iii) Skalarprodukt mit einem konstanten Vektor:

f:R" — R, f(x) =a-x fiir festes a € R"; offensichtlich ist f linear.

Matrixdarstellung bzgl. {e,...,e,} als Basis des R" und {1} als Basis des Vektor-
raums R (dimR = 1):

Ap=(a-er,....a-ex) = (a1,az,....a,) € R'"

(iv) Multiplikation eines Skalars mit einem konstanten Vektor:

f:R —R" f(A) = Aa fiir festes a € R"; offensichtlich ist f linear.

Matrixdarstellung bzgl. {1} als Basis von R und {ey,...,e,} als Basis des R":

ai
Af = e R™!
an
N\ Bild des Basisvektors 1 ist la = a

oxq X1
(v) Streckung: f:R?> —R3, f (x)=1| Bxa | fiirx=1| xo |; Linearitit v

¥x3 X3

X3 X2
X1
Matrixdarstellung bzgl. {ei,... e,}:

| | | N a 0 0
Ap=| fle1) flea) fle3) | =| aer Bex yes |=( 0 B O
| | | I 0 0 vy
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

(vi) V,W = 2% Raum der Polynome vom Grad <k,f:V — W;p+— p’
(Linearitdt haben wir bereits nachgewiesen, siehe Bsp. 4.2)

Darstellung bzgl. der Basis {t — 1,t — t,t — 2t =13, ...t > tF}:

ft—=1) = (t+—0) = 1. Spalte von Ay = (0,...,0)"
fltst) = (1) = 2. Spalte von Ay = (1,0,...,0)"
flt=1?) = 2(t—1) = 3. Spalte von Ay = (0,2,0,...,0)"
ft=t) = (=i Y =it
01 0 ... ... ... 0
: 3
=>Af =
: k—1 0
0 . 0
Darstellungbzgl.derBasis{tf—>l,tr—>t,tr—>%,tr—>g—i,...,tr—>%}:
ti ti—l z‘i—l
t — = t ] = |7
(i) = () = (i)
o1 0 - --- 0
:>Af =
0
1
0 .0

(vii) VW = 22, f:V — W, f(p) = q, wobei q(t) = p(t —s) fiir festes s € R.

f(t—ag+ait+ay®) = (t—ao+ai(t—s)+a(t—s)?)
= (t = (ap—ays+axs®) + (a) — 2aps)t + axt?)

Die Linearitdt von f ist wieder leicht nachzurechnen.

134



4.1 Lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen und ihre Darstellung

Matrixdarstellung in der Basis {t — 1,t v t,t > t*}:

fit=1) = t—=1)=1(—1)

fit=t) = (t—t—s)=—st—1)+1(t—1)
ft—=1?) = (t—=12=2st+5%) =52t 1)=2s(t 1)+ 1(t %)
1 —s s?
=A;r = [0 1 —2s
0 O 1

(viii) Identische Abbildung f:V —V, f(x) = x:
Beziiglich gleicher Basen im Urbild- und im Bildraum ergibt sich stets die sogenannte
Einheitsmatrix

(ix) Drehung in der Ebene {te;+se;|t,s € R} im R":

Erinnerung: n=72: ( €S 6 —sind )
_— sin@ cos@

Gedreht wird nur in der e;,e; — Ebene. Alle anderen Richtungen bleiben unberiihrt.
Es soll gelten:

flex) = ey fiirk £ iund k # j, d.h. in der k-ten Spalte steht eine 1 an der k-ten Zeile,
in den anderen Zeilen nur Eintrdge 0, denn in diese Richtung wird nichts ,, hineinge-
dreht“. Auch in der k-ten Zeile steht neben der 1 in der k-ten Spalte ansonsten nur

0.

1 c=cos0
s=sin0

Weitere Beispiele finden Sie in den Ubungen 4.14.
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Bemerkung 4.6 SeiV ein Vektorraum mit Basis B = {vy,...,v, }. Dann ldsst sich ein Vek-
tor x € V beziiglich der Basis B durch Koordinaten X = (x? )i=1,...n darstellen.
WennV =R" und E = {ey,...,e,} die Standardbasis ist, so ist

x= ()it = (xF )izt 0 = X,

der Vektor ist also gleich seiner Koordinatendarstellung beziiglich der Standardbasis.
Wenn f: R" — R"™ linear und Ay die Matrix zu f beziiglich der Standardbasen in'V und
W ist, dann gilt also, dass

fx)=Arx=(a;-x)i=1,.n-

Nur in diesem Fall kann man lineare Abbildungen und Matrizen ohne weiteres identifizie-
ren. In allen anderen Fillen muss man stets dazu sagen, beziiglich welcher Basen in V und
W die Matrix gemeint ist.

4.2 Verkettung von linearen Abbildungen und das
Matrizenprodukt

Beispiel 4.7 Wir drehen im R? erst um einen Winkel o, dann um den Winkel B (vgl. obiges
Beispiel (ii)):

() = (e ) ()= (e )= ()
() e (5 o) ()
_ ( cosf —sinf ) ( (cos o)xy — (sin ot )x; )

sinB cosp (sinot)xy + (cos &)xo

[ (cosacosP —sinasinf)x; — (cos B sin o + cos asin fB)x;
~ \ (cosBsina+cosasinf)x; + (cosocosf —sinasinfB)x;

Additionstheoreme ( zf;((g : [?)) - Cs(l)lgggig; ) ( 2 )

Das Hintereinanderausfiihren zweier Drehungen ergibt also wieder eine Drehung.
Allgemein kann man fiir lineare Abbildungen zeigen:

Lemma 4.8 Seien VW, U Vektorrdume, und g : U — W sowie f : W — V lineare Abbil-
dungen. Dann ist fog:U — V ebenfalls eine lineare Abbildung.
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4.2 Verkettung von linearen Abbildungen und das Matrizenprodukt

Beweis:
. g lincar S tinear . ° X
(fogﬂl\gf) = flg LW)) f(Ag(x)) = Af(g(x)) =A(fog)x)
(Fog)(x+y) = flele+y)) “=" fla(x) +8(1)) =" f(s(x) + F(2(y)
= (fog)(x)+(fog))

O

Sei nun V ein n dimensionaler Vektorraum, W ein m dimensionaler Vektorraum und U ein
k dimensionaler Vektorraum. Zu Basen D = {v;};—1,., von V, E = {w;};—1 . n von W
und F = {u; };— 1,...k von U seien yD , 2 und x¥ Koordinatenvektoren von yeV,zeWund
x € U sowie B € R™ die Matrixdarstellung von g und A € R Matrixdarstellung von f.
Wie sieht nun die Matrixdarstellung von f o g aus?

z=g(x), y= ( )=f(8(x))
F =Bl P =AzF = A(Bx)
k m k k m
i=YBx, W= ZAUZ] Z Y AiyBuxi =Y, (ZAijBﬂ> x|
=1 j=1 j=1i=1 I=1 \j=1
Die Matrix

m
Ce R™  mit Ci= ZAiijl
j=1

ist also die Darstellung der Abbildung f o g beziiglich der Basen D = {vy,...,v,} und F =
{uy,...,ur}. Wir schreiben C = AB (Matrizenprodukt), und konnen damit die Koordinaten
von y = (f og)(x) berechnen:

= A(Bx") = (AB)x" = CxFf

Merkregel 4.9 (Matrizenprodukt) Sei A € R™™ und B € R™*. Dann ist das Matrizen-
produkt AB € R folgendermafen definiert:

pt ... b Spalten von B
| |
. — a] — al-bl al-bk
AB= (ZAiijl) = : : :
j=1 U= o — a, — a,-b' - a,- b

Zeilen von A
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Bemerkung 4.10

(i) Wenn die Matrix B nur aus einer Spalte besteht, entspricht das Matrizenprodukt dem
Matrix-Vektor-Produkt.

(ii) Da (fog)oh= fo(goh) fiir Abbildungen f, g und h, gilt auch (AB)C = A(BC), fiir
Matrizen A, B und C. Das Matrizenprodukt ist also assoziativ.

Beispiele 4.11

(i) In Beispiel 4.7 ergibt sich die Drehmatrix fiir den Winkel o + B als Matrizenprodukt
der einzelnen Drehmatrizen fiir den Winkel o und f3.

(ii)
V=R>W=R>U=R>AecR*? BecR*?mir

10
0),3: 0 1

(iii) V=W=U=R" f(x)=x—2(x-n)n
Spiegelung an einer Ebene durch den Ursprung mit Normalenvektor n(||n|| = 1) (vgl.
Beispiel 4.5, (i))

Interpretation: x minus 2 mal die Linge der Projektion von x auf n in Richtung n

X

Matrixdarstellung: f(x) = (1 —2nn" )x

wobeil = , n = n | Spaltenvektor € R™!
0 1 |

n' = (—n—) Zeilenvektor € R'".
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4.2 Verkettung von linearen Abbildungen und das Matrizenprodukt

Hierzu:  f(x) = _1x —2n( nlx )=x—2n(n-x) (vgl. Beispiel 4.5 (iii))
n>
(—n—) n-x

Nun betrachten wir:

(fof)x) = flx—2(n-x)n)
x=2(n-x)n—2[n-(x—2(n-x)n)|n

= x—2(n-x)n—2(n-x)n+4(n-x) n-n n=x

=[nl=1

Interpretation: Spiegelung verkettet mit Spiegelung ist die ldentitdit.

Dasselbe in Matrixformulierung:

(1 —2nn")(1 —2nn") = 11 — 200" 1 — 12nn" + 4nn" nn”
=1—4nn’ +4nn’ =1

|
denn nn'nn' = n | (—n—)| n | (—=n—)=[ n | (—n—)=nn
|

(iv) V=W = U = 2* mit Basis
{t—= 1 t—1tt— ;—z!,t — ’3—3!, N ;{—k,} und der linearen Abbildung f(p) = p’ (vgl.

Beispiel 4.5 (vi)). Es gilt:

0 1 0 0 1 0 0 1 0
A: ’AA:

1 1 1
0 0 0 0 0

0 0 1 0

= 1

..0

0 0

Dies ist die Matrixdarstellung zu (f o f)(p) = p”.
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

(v) (vgl. Beispiel 4.5 (vii)) Es seien V =W = U = 2?2 mit Basis {t — 1,t —t,t — t*}.
Betrachte die Abbildungen

1 —s s
fip)@t)=pt—s), dh A=|0 1 =25 |,
0 O 1
1 —r r
gp)(®)=pt—r), dh. B=|0 1 =2r |,
0 O 1
1 —s—r r*42sr+s’ 1 —(s+r) (s+7)?
= AB=| 0 1 —2r—2s = 0 1 —2(s+7r)
0 0 1 0 0 1

= (fog)(p)(t) = plt = (s+7)).

(vi) Es seien V.=W = U = R? mit der Basis {e},e,}. Betrachte die Abbildungen

f = Drehung um Winkel 6, A = ( z _CS ) ,

g = Drehung um Winkel — 0 = (f)~! (Umkehrabbildung),
B — cos(—0) —sin(—0) \ [ ¢ s
N sin(—0) cos(—0) ) \ —s ¢ )’

2+ —cs+sc ) cos?0+sin*6=1 ( I o0

s = (S0 0§ )=t renm=x

Definition 4.12 Sei f : V — W linear, dann heif3t

Ker(f)={veV|f(v)=0} derKernvon f
und Bild(f)={f(v)|veV} dasBildvon f.

Bei gegebenen Basen fiir V und W und einer Matrixdarstellung A zu f : V. — W, schreiben
wir auch Ker (A) bzw. Bild (A).

Beispiele 4.13

(i) EsseienV =W = 22, der Raum aller Polynome (nicht endlich dimensionaler Raum)
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4.2 Verkettung von linearen Abbildungen und das Matrizenprodukt

und f(p) = p'. Dann sind

Ker(f) = {pe2Z|p =0y={t—a|acR} (konstante Funktionen),

Bild(f) = £, dazum Polynomp(t) = o+ oyt + ...+ ot*

oo 023 Ok k+1
das Pol ) = opt + —t —t e —1
as Polynomq(t) = ot + 5 + 3 + +k—|—1

die Eigenschaft ¢ = p hat.
(D.h. jedes Polynom kann durch Ableitung aus

einem anderen hervorgegangen sein.)

(ii) Es seien V=W = 2% und f(p) = p'. Dann sind

Ker(f) = konstante Funktionen = °,
Bild(f) = P21 da Polynome mit Term oyt sich
nicht durch Ableitung iiber % ergeben.

(iii) Betrachtet man die Projektion auf eine Gerade im R? (vgl. Beispiel 4.5 (i)): flx)=
x— (x-n)n wobei n senkrecht auf der Geraden steht und ||n|| = 1. Offenbar ist Bild (f)
genau die Gerade auf die projiziert wird. Ker (f) enthdilt alle Vektoren die auf den
Nullvektor projiziert werden, das sind genau diejenigen die senkrecht auf der Gera-
den stehen (und die ebenfalls eine Gerade durch den Ursprung bilden).

N O
O = =

1
(iv) Betrachten wir die lineare Abbildung zur Matrix A = | 1
0

X1 + 2x + x3 =0
Ker(A):{xE]R3|Ax=0} & X + x3 =0
X2 =0
X = —X3
< {xz = 0
—1
< Ker(A)=<¢r| O teR
1
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

D.h. der Kern ist geometrisch eine Gerade.

Bild(A) ={b e R? | es gibt x € R3 mit Ax = b}

X1 + 2x + x3 = b
= X1 + x3 = b
2x> = b3

xX1+x3 = by—b;3

& | ntx = b
Xy = %b3
xX1+x3 = by —Db;
54 Xy = %b3

0 = by—by—by
= Bild(A)={beR’ b —b3—by =0}

D.h. das Bild ist geometrisch eine Ebene.

Allgemein gilt, falls {vi,...v,} eine Basis von'V ist:

Bild (f) = {f(v)|veV}
= {f(v) |ve Span{Vla---Vn}}
=span{f(v1),...f(vu)}

Also gilt fiir eine Matrix A
Bild (A) = span{Aey,...Ae,} = span{a',...d"},

wobei d' (wie oben) die Spalten von A sind. Das Bild einer Matrix ist also der von
den Spalten aufgespannte Raum.

Also kann man alternativ auch folgendermafien vorgehen: Addition und Multiplika-
tion von Spalten dndert offensichtlich das Bild (d.h. die Menge aller als Linearkom-
bination darstellbaren Vektoren) nicht. Man bringt die Matrix also durch Spaltenum-
formungen auf eine einfachere Form:

121 1 0 0 1 0
101 |~(1 —20]|, BidA=span{ | 1 |,[ -2
020 0 2 0 2

Beide Darstellungen beschreiben die selbe Ebene.

Weitere Beispiele finden Sie in Aufgabe 4.10.
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4.2 Verkettung von linearen Abbildungen und das Matrizenprodukt

Satz 4.14 Ker (f) ist ein Untervektorraum von'V. Bild (f) ist ein Untervektorraum von W.

Beweis: Ker(f) und Bild (f) sind beide nicht leer, denn sie enthalten stets den Nullvektor.
Weiterhin:

flinear

(i) v, eKer(f)= f(v1)=0, f(v2) =0 fi4+v2) =0 = vi+wv cKer(f).
veKer(f) = f() =0, flav)” ™= af(v)=0 = ave Ker(f)
(i@)  fi=fn1), o= f(v2), dh fi, > €Bild(f),

z.z.ayf1 + o fr € Bild(f).

f linear

Hierzu: f(aqvi+opva)” = aif(vi)+aaf(v2) = oufi+onf
= Beh.

Bemerkung 4.15

o Wenn (x8); Komponenten von x bzgl. Basis B von V und (b$); Komponenten von b
bzgl. Basis C von W, so ist Ker (f) die Losungsmenge des homogenen Gleichungssy-
stems AxB = 0.

Ker(f) = {xeV]Ax®=0}
Bild(f) = {beW|Esgibteinx€VmitAxB:bC}

* Sei xg eine Losung von f(x) = b, dann ist {xo+x | x € Ker (f)} die gesamte Lisungs-
menge.

Hierzu: (i) f(xo+x)= f(x0) +f(x)=b+0=0
= X0 + x ist auch Losung.
(ii) Seiy eine beliebige Lisung, d.h. f(y) = b;
definiere x ==y — xo, f(x) = f(y) — f(xo) =b—b=0
=y =xo+xmitx € Ker(f).

Diese Losungsmengen sind affine Unterrdume.
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Betrachte: A € R™"

A1l cvv vev  cee .. QAlp
0
A = : 0 ay ... ag m Zeilen
0 0 0
o ... ... 0 ... O )
nSI;;Iten

(wobei gelte ajq,...ax # 0)

n
Ker(A) = {xER”]Zaijszofiirallei:1,...,k}
=i
n

= {xGR”|x,~: Z —a—l:]:xjfijralleizl,...,k}

j=i+1 i

Bei der Bestimmung des Kerns sind also die x, 1, ...,x, frei wihlbar. AnschlieBend kann
man x; = Z;!:k 11 —%x ; aus diesen Werten berechnen. Sobald man x; kennt, kann man
analog x;_ berechnen etc. Fiir das Bild erhalten wir

Bild(A) = {b € R" | by = ... = by =0}

Zu beliebig wihlbaren by, ...b; kann man ndmlich wie oben ein Urbild berechnen, indem

man Xy, {,...,x, frei wihlt und dann mittels x; = 5—’ — Z?:i 1 %x j die weiteren Kompo-
11 113

nenten X, ...x| berechnet.

Beobachtung:
Bei x € Ker (A) konnnen wir also n — k Komponenten frei wihlen, die anderen ergeben sich
dann automatisch. Zu b € Bild (A) kénnen wir k Komponenten frei wihlen, die restlichen
miissen Null sein.

dimBild(A) = &k

dimKer(A) = n—k

Ingesamt sehen wir, dass
dimBild (A) +dimKer (A) = n = dim Urbildraum.

Uberlegungen zum Kern einer Abbildung und dessen Dimension finden Sie auch in Ubung
4.17.
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4.3 Lineare Gleichungssysteme

4.3 Lineare Gleichungssysteme

Wenden wir uns nun dem Ldosen linearer Gleichungssysteme zu:

ajlxy + apxy + + ayx, = b
a)1xy + anxy + + ayx, = b
. . & A X = b
= e R"™" eR" e R"
am1X1 + appxy + + amnXn = bp
Beispiel 4.16 Betrachte
1 1 2 1
A=AD=1[ 2 0 1 b=bM=| 2
1 01 3
1 1 2 1 1
A =10 -2 -3 PP =10 1121
0 -1 -1 2 111 -1
1 1 2 1 1
A = 0 -2 -3 b3 =1 0 11
1 1
o o | 2 ur—1n
Nun setzen wir riickwdirts ein:
X1
AB) X — pB
X3
1
EX3 = 2=>)C3:4
—2x—3-4 = 0=x=-06
Xx1—6+8 = 1=x31=-1

Man kann die hier verwendeten Zeilenoperationen auch als Matrizenmultiplikation auffas-

sen. Dazu definiert man
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Ein weiteres Beispiel finden Sie in Ubung 4.11. Aufgabe 4.32 diskutiert, welche Arten von
linearen Zeilenoperationen bei der LR-Zerlegung nicht erlaubt sind.

Allgemein erhilt man das GauBsche Eliminationsverfahren
1. Schritt: Angenommen, a;; # 0.

Multipliziere die erste Zeile mit — %, addiere dazu die i—te Zeile und lege das Ergebnis in

a
der i—ten Zeile ab:

arpxy + apnx; + ...+ Aa1pXn = by
azy a a a
<—a6111+a21)x1 + (—ﬁalz-i—azz)xz + .+ (—ﬁaln-i—azn Xn = —gibith
1
=0
Am] a a a
(_a all+am1>x1 + (—ﬁ'a]ﬂ-amz)xz + ...+ (—ﬁ'alﬁ-amn Xno o= —bi+by
1

=0

Dies kann man als neues Gleichungssystem schreiben:
AR — p2)

Dabei ist A = LIAM) ein Matrizenprodukt und @ = L(Np(D) ein Produkt aus Matrix
mal Vektor mit den Matrizen L(!) € R™™ sowie A1) = A, p(Y) = b und

all a(ln)
2) 2
A 0 ay, ... a,
0 a,(nzz) aﬁ,%,z
1 O ... ... ... 0 1 0 0
- : (1)
—% 1 . : —1 1
0 0 0 0
(n _ _
N T o A O R
aL . .o P :
: : . : : .00
m (1)
—‘;—“1 0O ... ... 0 1 -L; 0 ... ... 0 1

wobei ll.(ll) = % Hierbei fiihrt die Multiplikation mit der Matrix L) von links dazu, dass

die neue i-te Zeile von A(?) gleich der i-ten Zeile von A minus % mal die erste Zeile von A
ist. Damit ergibt sich:
Ax=D> & APy =p?

Um einzusehen, dass diese Operation die Losungsmenge tatsdchlich nicht verdndert, tiber-
legt man sich zunichst, dass

Ax=b = APy = 1WAy =1Wp = p?),
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4.3 Lineare Gleichungssysteme

Wenn man in L) alle Vorzeichen unter der Diagonalen umkehrt, so erhdlt man die um-
gekehrten Zeilenoperationen (Addition statt Subtraktion). Damit kann man also aus A(?)
wieder A machen, und daher erhilt man analog die umgekehrte Folgerung

APy = b2 = Ax = b,

Zusammen ergibt sich, dass beide Gleichungssysteme dquivalent sind.

2. Schritt: Angenommen, aézz) #£0.
(2)
Multipliziere die zweite Zeile mit — %, addiere dazu die i—te Zeile und lege das Ergebnis
a
wieder in der i—ten Zeile ab. ”

Es ergibt sich ein neues Gleichungssystem:
AP x =pB) mit AC) = L@AQR) p0) = L2)p(2) wobei

1 0 0
0 1() : o 2
2) 2 . Y
12 — I, 1 : mit [;;” = a(z)
: 0 . 0 22

0 -1% 0 o0 1

k—ter Schritt: A®+Dx = pED mig AKH) = LOA® pE+1) — 1EBE) wobei

Y

0 0
0 . :
T : (k)
R™™ s LW =1 (k) mit li(lf) = al(lli)
0 L, T ay
: : 0o - 0
k
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Schema 4.17 (Algorithmus der GauB-Elimination)
FM%knEﬂhnzwumdagx#Oﬁhaﬂek:lp.wn—l:

function A = gauss( A, b )

Gauss method

argument "A" is a matrix with A(i, J) = A_i]
and "b" is the right hand side.

o° o

o\

% get the length of the wvector
[

m,n] = size( b );
for k = 1:(n-1) % eliminiere Spalte
for i =(k+1):n % bearbeite Zeile
1 =A(i,k)/A(k,k);

for j = k+1l:n

A(1,J) = A(1,]) - 1xA(k,]J);
end
b(i) = b(i) - 1xb(k);
A(i,k) = 0; % nicht unbedingt notwendig
end

end

Was macht man, wenn a,((],? =0 gilt?

» Zeilen vertauschen (Gleichungen umnummerieren)
* Spalten vertauschen (Variablen umnummerieren)

Wenn beides nicht geht, dann sind bereits alle Zeilen ab Zeile k nur mit Nullen gefiillt:

1
0 :
. k—1 (k—1)
AH) 0 “1&1,1271 S AT bk_kl
0 ... 0 0 b
0 0 0 bg,lf)
Fall 1: b,(ck) == bg,f )20 & Das Gleichungssystem ist 16sbar und xg, ...x, sind (nach

eventueller Umnummerierung) frei wihlbar < dimKer(A) =n— (k—1).

Fall 2: bl(k) # 0 fiir ein i € [k,m] < Das Gleichungssystem ist nicht 19sbar.
Ein Beispiel fiir diese Fille finden Sie in Ubung 4.20.
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4.3 Lineare Gleichungssysteme

Wenn das Verfahren in dieser Form bis zum Ende durchfiihrbar ist, erhalten wir ein Glei-
chungssystem der Form

rit ri2 ... n

0 n g
Rx=b mit R= 122 b= :

: e b

0O ... 0 rn "

Dies kann man von unten nach oben durch Einsetzen 19sen.
Schema 4.18 (Riickwiirtseinsetzen)

function x = bw_insert( R, b )

insert backwards

argument "R" is the upper right triangular matrix
and "b" is the right hand side.

o° o

o\

% get the length of the vector
[m,n] = size( b );

for k = n:-1:1

s = b(k);
for j = k+1:n
s = s - R(k,J)*x(73);
end
x (k) = s/R(k,k);

end

Folgerung 4.19 (Dimensionsformel) Sei ' : V — W linear und dimV endlich, dann gilt:
dimV = dimKer (f) + dimBild (f)

Beweis: Betrachte die Matrixdarstellung A von f zu irgendwelchen Basen in V und W.
Man kann diese Matrix unter Zuhilfenahme von linearen Zeilenoperationen, Zeilen- und
Spaltenvertauschungen immer auf die Gestalt

all *

Akk
0

(wobei a;; # 0 fiir alle i < k) bringen, wie wir uns anhand des GauB3-Verfahrens tiberlegt
haben. Wir haben uns ebenfalls iiberlegt, dass sich die Losungsmenge des Gleichungssy-
stems dadurch nicht veridndert, wenn man die selben Operationen auch auf die rechte Seite
anwendet.
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Um nun dimKer (f) = dimKer (A7) zu berechnen, suchen wir Lésungen von A sx = 0. Da
die rechte Seite der Nullvektor ist, veridndert sie sich durch Zeilenoperationen nicht. Wir
konnen also stattdessen das Gleichungssystem AX = O betrachten, wobei X aus x durch Um-
nummerieren der Eintrige entsprechend der durchgefiihrten Spaltenvertauschungen ent-
steht. Wie wir uns bereits oben iiberlegt haben, kann man dann X ,--- , X, frei wihlen,
entsprechend sind also in x auch n — k Komponenten frei wihlbar.

Analog kann man sich iiberlegen, dass sich die Dimension des Bildes durch linearen Zei-
lenoperationen, und Zeilenvertauschungen nicht @ndert (denn die Operationen, die auf
der rechten Seite durch Multiplikation mit den Matrizen L* durchgefiihrt werden, #indern
die Bilddimension nicht — vielmehr sind diese sind invertierbar). Spaltenvertauschungen
haben offenbar gar keinen Einfluss auf das Bild. Oben haben wir bereits gesehen, dass
dimBild (A) = k. Insgesamt gilt also

dimV =n=n—k+k = dimKer (Af) + dim Bild (Af) .
O
Folgerung 4.20 (Spaltenrang = Zeilenrang) Fiir den Spaltenrang definiert als die Di-

mension des von den Matrixspalten aufgespannten Raums (=dimBild (A)), und den Zei-
lenrang, definiert als die Dimension des von den Matrixzeilen aufgespannten Raums, gilt:

Spaltenrang = Zeilenrang

Beweis: Wie oben bringt man die Matrix durch lineare Zeilenoperationen, Zeilen- und
Spaltenvertauschungen auf die Gestalt

all *

Akk
0

Die ersten k Zeilen dieser Matrix sind offensichtlich linear unabhéngig, da a;; # 0. Al-
so ist auch ihr Zeilenrang gleich k. Durch lineare Zeilenoperationen verindert sich die
Dimension des von den Zeilen aufgespannten Raumes aber nicht, denn die neuen Zeilen
sind ja Linearkombinationen der alten Zeilen und umgekehrt. Vertauschungen (d.h. Um-
nummerierungen) dndern die Dimension ebenfalls nicht. Also ist auch der Zeilenrang der
Ursprungsmatrix k.

Dass der Spaltenrang k ist, haben wir uns ja bereits oben iiberlegt.

Notation 4.21 Wir sagen fiir Spalten- bzw. Zeilenrang

Rang von A (Rang(A))
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4.4 Inverse Matrizen

Den Rang einer Matrix berechnen Sie in Ubung 4.25.

Folgerung 4.22 Sei A € R™" Rang (A) = n (maximaler bzw. voller Rang). Daraus folgt

(i) Die Zeilen- und Spaltenvektoren bilden jeweils eine Basis des R".
(ii) Ker(A) ={0} (dimKer(A)=0)

(iii) Das Gleichungssystem Ax = b ist fiir jede rechte Seite b € R" eindeutig losbar.

4.4 Inverse Matrizen

Wenn eine quadratische Matrix A vollen Rang hat, dann gibt es zu jedem b genau ein x
mit Ax = b. Es gibt also eine Abbildung (die Umkehrabbildung zu x — Ax), die die rechte
Seite b auf die Losung x des zugehorigen Gleichungssystems abbildet. Wenn diese Abbil-
dung linear ist (was man zeigen kann), so muss sie durch eine Matrix darstellbar sein. Die
Matrix konnen wir bestimmen, indem wir die Umkehrabbildung fiir alle Einheitsvektoren
auswerten.

Dazu betrachten wir zunéchst eine sogenannte Rechtsinverse Matrix ¢ und eine Linksin-
verse 2 :

* Lose die n Gleichungssysteme: A | y; | =e;
|
| |
Definiere die Matrix % = [ y; --- y, |, dann gilt
| |
. | 1 0
A@ = ey ey -+ €y =
o | 0 1
1 0
Wie bisher bezeichnen mit 1 = . die Einheitsmatrix, die die identische
0 1

Abbildung (bei fester Basis) f : V — V, x — x darstellt.

* Lose die n Gleichungssysteme: (—x; —)A = (—¢; —).
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

. . . — X2 — .
Definiere die Matrix 2" = , dann gilt
—_— xn —_—
ZA= =1

* Nunzeigenwir Z =% : 2 =2 1=XAY =1¥% =%
Zusammengefasst gelangen wir zu folgender Definition:
Definition 4.23 Eine Matrix A € R™" heif}t invertierbar , falls es eine Matrix B gibt mit:
BA=AB=1

Wir schreiben A~ := B.

Falls Rang (A) = n ist, so ist A invertierbar und man berechnet A~! wie oben beschrieben,

A l=2 =w.

Beispiele 4.24

sin®

«A— cos® —sin® A-l cos®
~\ sin® cos® /’ ~ \ —sin® cos® /°

o A=1—2nn" mit||n|| = 1 (Spiegelung), dann ist A~" = A

A U T A
0 1 ~\0 1 )
Weitere Beispiele fiir inverse Matrizen finden Sie in Ubung 4.26 und 4.1.

Betrachten wir die Struktur des Raumes der Matrizen:

A= (Clij) i=1,..m » B= (blj) i=1,..,m
j=1,..,n j=1,..,n
QA = (aa;jj) ;—y..n (skalare Multiplikation)
j=1,.. n
A+B=(ajj+bij) ;=1 ., (Addition)
j=1,..,n
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4.4 Inverse Matrizen

Wir iiberpriifen leicht die Vektorraumaxiome fiir den Raum der Matrizen. Wenn man die
Spalten einer m x n Matrix untereinander in einem Spaltenvektor mit mn Eintrigen anord-
net, so werden Matrizen zu Vektoren im R"". Die skalare Multiplikation iibertrdgt sich
genauso wie die komponentenweise Addition. Damit sind die Vektorraumeigenschaften
dann auch offensichtlich erfiillt.

Folgerung 4.25 Der Raum der m x n Matrizen ist ein Vektorraum der Dimension mn.

Eine Basis des Raums R""" ist gegeben durch die folgenden Matrizen:

1 00 ... 0 01 0 ... 0 00 0 ... 1
000 ... 0 000 ... 0 000 ... 0
0 00 0 000 ... 0 000 ... 0
0 0 O 0 0 00 0 0 0 0 0
1 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 O 0 1 00 0 0 0 0 1

Konkret auf dem RR%2 erhilt man die kanonische Basis

1 0 0 1 00 00

0 0 )’ 0o o0)’ 1 0 )’ o1/
Betrachten wir n x n-Matrizen und die Matrizenmultiplikation. Es gilt

A,B,CER"™: A(BC)=(AB)C.

Das heisst fiir die Matrizenmultiplikation gilt ein Assoziativgesetz. Ebenso gilt ein Distri-
butivgesetz, ndmlich

A,B,CER": (A+B)C=AC+BC.

Aber Achtung: Im Allgemeinen gilt AB # BA, d.h. die Matrizenmultiplikation ist nicht
kommutativ. Ferner gibt es Matrizen A # 0, B # 0 mit AB = 0, wie das folgende Beispiel
zeigt.

Beispiel 4.26
0 1 11 00 0 2
(1) o=(oo) m=(00) m=(05)

Notation 4.27 Mit GL(n) bezeichnen wir die Menge der invertierbaren Matrizen.

Den Zusammenhang zwischen dem Matrizenprodukt und der Matrix-Inversen betrachten
Sie in Ubung 4.2.
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

4.5 Die GauB-Elimination als LR-Zerlegung

Kehren wir zur GauB3-Elimination zuriick (m = n, a,(cll? #0):

(n)

ay, *
R:= :A(n) — L(n—l)A(n—l)
0 a)
Wir beobachten zunéchst:
1 1
1 1
—lk+1,k 1 lk-l—l,k 1
_ln,k 1 ln,k 1

L‘(;) (L(;),)fl

D.h. die Matrizen L sind invertierbar und die Inversen konnen leicht angeben werden.

Wir folgern weiter:

=:L
Nun gilt es die Matrix L explizit zu bestimmen.

1 1 1

Ferner:

Damit ergibt mittels Iteration L =

Zusammenfassend sehen wir, dass A zerlegt werden kann in eine linke untere Dreiecksma-
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trix L und eine rechte obere Dreiecksmatrix R:
A=ILR
Bemerkung 4.28 Im Fall verschiedener rechter Seiten b und gleicher Matrix A:

Losenvon Ax=">b: 1. ZerlegeA = LR nur einmal
Vorwdrtseinsetzen  — 2. Lose Ly=»b LRx=b<Ax=D>
Riickwdrtseinsetzen — 3. Lose Rx =y

Beispiel 4.29 Fiir die Matrix aus Beispiel 4.16 erhalten wir die folgenden Matrizen L und
R. Man sieht, dass in L genau dort Eintrdge (die weder Null noch Eins sind) stehen, wo in
R Nullen stehen, man kann diese Eintrdiige also igemeinsam in einer Matrix speichern.

I 1 2 1 0

2
1], R=4A0= -2 -3 |, L= 1
1 ! |

speichern

1
2
1

S O =

Schema 4.30 (LR-Zerlegung) Im Fall m = n unter der impliziten Annahme a]((],? = 0 fiir
k=1,...,n—1(d.h. ohne Zeilenvertauschung ) speichert man die L-Matrix direkt im unte-
ren Dreieck der Ausgangsmatrix (die 1-Eintrdge auf der Diagonalen muf3 man nicht spei-
chern):

function A = LRdecomposition( A )

LR — decomposition

argument "A" is a matrix with A(i, J) = A_ij
L and R are stored in A

o° o

o\

% get the size of the matrix
[

m,n] = size( A );
for k = 1:(n-1)
for 1 =(k+1) n
1 =2A(i,k)/A((k,k);
A(i,k) = 1;
for 7 = k+1:
A(i,J) = A(i,j> - 1xA(k,3);
end
end
end
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

In Aufgabe 4.29 sehen Sie, wie man diese Funktion zusammen mit Vorwérts- und Riick-
wirts-Einsetzen zu einem Programm zum Losen von linearen Gleichungssystemen zusam-
mensetzt.

4.6 Determinanten

Bisher haben wir lineare Abbildungen kennengelernt, die mittels Matrizen kodiert werden.
Ferner haben wir gesehen, dass Matrizen selber wieder einen Vektorraum bilden. Jetzt wol-
len wir eine wichtige spezielle Abbildung auf n x n-Matrizen betrachten, die Determinante.

Wir suchen eine Abbildung
det: R"" — R

mit den Eigenschaften

(D1) detist linear in jeder Zeile, d.h.

— ai — — a — — a —
— a4 — — aj-1 — — aj-1 —
det| — Ocaj+[3aj — | =adet| — a; — +Bdet| — aj —
— dj+1 — — 4j+1 — — dj+1
— an — — ap — — an —

(D2) IstRang(A) < n, dann ist detA =0
(D3) detl =1

Beispiel 4.31 Betrachten wir den Fall n =2, d.h. 2 x 2 Matrizen:

ap apn
det =ajax —apnaz)
a axn

Nachweis von (D1):

oap+pa xapp+ pa - -
det( u+pan 12+p 12> = (aay +Ban)ax — (oan+ Badn)an

az) an
= o(ajjaxn —anaz)+ B (anaxn —anan)

a a a a
—  odet 11 12 -l—ﬁdet 11 12
az) a2 az) a2

(analog hierzu fiir die zweite Zeile)
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4.6 Determinanten

Achtung: In der Regel ist det(atA) # acdetA und det(A +A) # detA + detA!
Nachweis von (D2):
Rang( anan ) <2 & Zeilen linear abhdngig.

azr an
Ohne Beschrdnkung nehmen wir an: a1 = 0ajy,az = otan

a a
= det( i 12 ) = Qajiapy — Aapa;; =0

Gajp Qapn
. 1 0
Nachweis von (D3): det 01/ 1

Damit ist gezeigt, dass die obige Formel den Axiomen (D1), (D2), (D3) geniigt. Wir wissen
aber weder, wie die Determinante fiir n X n-Matrizen aussieht, noch (auch fiir 2 X 2 Matri-
zen) ob die oben beschriebene die einzige Funktion auf Matrizen ist, die diesen Axiomen
geniigt.

Determinanten von 2 x 2-Matrizen finden Sie in Ubung 4.4, eine dhnliche Formel fiir 3 x 3-
Determinanten in Aufgabe 4.30.

Satz 4.32 Es gibt genau eine Abbildung det : R™" — R, die allen drei Eigenschaften
(D1), (D2), (D3) geniigt. Wir nennen diese Abbildung die Determinante und schreiben
detA fiir A € R™".

Bemerkung 4.33 Dieser Satz macht zwei Aussagen:
(Existenz) Es gibt eine solche Abbildung.
(Eindeutigkeit) Es gibt nicht mehr als eine solche Abbildung.
Bevor wir den Satz weiter diskutieren hier eine Hilfsaussage.

Lemma 4.34 det: R"" — R sei eine Abbildung, fiir die Eigenschaften (D1), (D2), (D3)
gelten, dann folgt:
(i) Falls man A aus A durch Vertauschen zweier Zeilen erhdilt, so gilt

detA = —detA.

(ii) Falls man A aus A durch Multiplikation einer Zeile mit . € R erhdilt, so gilt

detA = A detA.

(iii) Falls man A aus A erhdlt, indem man zu einer Zeile das Vielfache einer anderen Zeile
dazu addiert, so gilt
detA = detA.

(Invariant unter elementaren Umformungen)
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Beweis: zu (ii):

J D1 J
det| — Aa; — (:))Ldet — aj —
— 4j+1 — — aj41 —
A A
zu (iii):
— ay — Y — — aq —
— 41— |y — aj-1 — — aj-1 —
det| — aj+Aa; — | '='"det| — a; — [+Adet|] — @ —
— ajt1 — — aj41 — — aj41 —
A A (*)

(x) gilt, denn Zeile i und Zeile j sind gleich, somit hat die Matrix einen Rang kleiner als n.

zu (i): ohne Beschridnkung sei i < j und wir notieren im Folgenden nur die i-te und j-te
Zeile:

— a; — — aj+aj — — ai+aj —
det : (ﬂ) det : (2) det :
— 4j — - 4 — aj—(ai+ta;) —
— aj+aj — — aj+aj—a; — — aj
— det ) det : W (1) det
—  —a; — — —a; — — q;
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Nachweis der Eindeutigkeit. Nun weisen wir die Eindeutigkeit nach und zeigen ein
Schema zur praktische Berechnung. Erinnern wir uns hierzu an die Gau3-Elimination:

(k)
wobei ang) = aﬁ.k) — lj(.?a,((k) fir j=k+1,...,n mit l](.],? = ;% Das heisst, der kte Schritt
der GauB3-Elimination ist nichts anders als eine Folge von n —klkc elementare Umformungen,
bei denen ein Vielfaches der kten Zeile zu einer anderen Zeile hinzuaddiert wird. Nach
Lemma 4.34 (iii) wissen wir damit detA = detA@ = ... =detAW, sofern keine Zeilenver-
tauschungen notwendig waren in der Gau3-Elimination.

Falls m Zeilenvertauschungen nétig sind, dann ergibt sich nach Lemma 4.34 (1) pro Vertau-

schung ein Faktor (—1), d.h.
detA = (—1)" detA™)
mit
r
2

Dabei wurden keine Spaltenvertauschungen durchgefiihrt; d.h. es sind groBere Absitze
moglich zusammen mit abschlieBenden Nullzeilen!
Tritt eine Nullzeile auf (d.h. Rang (A) < n), so folgt mit Lemma 4.34 (i) und A =0:

detA™ =0 = detA = 0.
Tritt keine Nullzeile auf, so folgt:

r *

-
detA = (—1)"detA™ wobei A" = 2 , mit r;; 7 0.
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Mit weiteren elementaren Umformungen erreicht man, dass das obere Dreieck (*) auch

(n)
i”_) = lag,"), wobei A = a"z—nl)" mit agf,? = Fun» Usw.). Damit folgt

Ann

dann schliesslich wiederum mit dem obigen Lemma:

verschwindet (aﬁln_)l —a

ri 0
detA = (—1)"detA" = (—1)"det
0 Ton
1 0
ii r
(l:l) (—l)mrndet 2
0 T'nn
= :(—l)mr11~...~rnndet]l

=1

Somit ist dann aber detA eindeutig bestimmt (denn jede Abbildung mit den Eigenschaften
(D1), (D2), (D3) muss diesen Wert ergeben) und der Gaul3-Algorithmus liefert ein prakti-
sches Berechnungsverfahren. Da wir aber zu Beginn bereits angenommen haben, dass es
eine solche Abbildung det existiert, ist die Existenz damit noch nicht bewiesen.

Eine #dhnliche Uberlegung finden Sie in Aufgabe 4.3.
Ferner halten wir fest:

Schema 4.35 (Algorithmus zur Berechung der Determinante) Zur Berechung fiihre ei-
ne Gaufs-Elimination auf der Matrix A durch. Falls hierzu m Zeilenvertauschungen not-
wendig sind, dann ergibt sich:

i *
detA = (—1)"ri1ro...ra fallsA" =

Bemerkung 4.36 Diese Formel gilt auch, falls Rang (A) < n, da dann mindestens einrj; =
0 ist.

Beachten Sie, dass in der Gauf3-Elimination nur genau die beschriebenen Zeilenoperatio-
nen erlaubt sind. Die Multiplikation einer Zeile mit einer reellen Zahl (die ja die Losungs-
menge eine Gleichungssystems unverdndert ldsst), dndert ja beispielsweise die Determi-
nante.

Die Berechnung von Determinanten iiben Sie in Aufgabe 4.28, den Zusammenhang zwi-
schen GauB-Elimination und Determinanten diskutieren auch die Aufgaben 4.31 und 4.32.
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Nachweis der Existenz und eine rekursive Definition. Nun wenden wir uns dem
Nachweis der Existenz einer Funktion auf Matrizen zu, die den Axiomen (D1), (D2), (D3)
geniigt. Dies tun wir, indem wir eine Formel (genauer gesagt mehrere Formeln) zur Berech-
nung angeben und nachweisen dass diese die Axiome erfiillen. Hierbei zeigen wir auch ein
weiteres, theoretisch interessantes Berechnungsschema.

Satz 4.37 (Entwicklung nach der j-ten Spalte)
Fiirn > 1 gilt: detA = Z(—l)iJ“jaijdetA,-j,
i=1

wobei A;j die (n— 1) x (n— 1) Matrix ist, die sich ergibt, wenn man die i-te Zeile und j-te
Spalte der Matrix A streicht. Fiir n =1 gilt det(a) = a.
Die Formel gilt fiir jedes jmit 1 < j < n.

Bemerkung 4.38 Die Formel fiir die Abbildung det(-) ist rekursiv:

n=1: deta=afiira e R
Hier ist die skalare Zahl a gleichzeitig als 1 x 1 Matrix zu verstehen. Diese Funktion
auf 1 x 1 Matrizen ist offensichtlich die einzige Funktion, die (D1),(D2),(D3) erfiillt.

n-1~>n: Wenn man det(-) auf (n — 1) x (n — 1)-Matrizen berechnen kann, dann sagt die For-
mel aus dem Satz, wie det(-) auf n X n Matrizen berechnet wird.

Die Formel ist theoretisch interessant, aber fiir groflere n (n > 3) algorithmisch viel zu

teuer!
Beispiele 4.39
Falln=2:
det( arn alZ) jil (—l)Hlandet(azz)+(—1)2+1a21det(a12)
azy a2
= djiaz2 —azidai2
1 2
det( 3 4) = 1-4-2.3
Falln = 3:
aip 42 a3
det| az1 axp ax = a11d6t< 922 @3 >—a21 det( @iz a3 )
azy asz aszy dass
aszp dszy dass
+a31det( f12 413 )
azy dazs
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

= ay1(anasz —axazn) —ax(anaz; —azaz) +azi(apas — ajzan)

1 1 2 j=1
A= 2 3 1 |, detA = 1-3-1)—-2-(1-2)+1-(1-06)
1 1 1
= 242-5=-1
j=2
detA "= (=1)-(2—=1)+3-(1-2)—1-(1—4)
= —-1-343=-1

Nun zum Nachweis der Eigenschaften (D1),(D2),(D3):

(—1)"a;;d(A;;)  erfiillt (D1),(D2),(D3).

M=

Zu zeigen: d(A) =
1

~.

Hierbei konnen wir induktiv verwenden, dass fiir d(-) auf (n — 1) x (n — 1) Matrizen diese
Eigenschaften schon nachgewiesen seien.

zu (D1)| (Linearitit in der k-ten Zeile fir k= 1,...,n)

keine Beitrdge aus
der k-ten Zeile

Linear in der aus
der k-ten Zeile

keine Beitrédge aus St_amrflende
der k-ten Zeile Eintrigen

Linearitiit offensichtlich

zu (D2)| Falls Rang (A) < nist, folgt: Es gibt eine Zeile a;, die Linearkombination der anderen

Zeilenist: aj = Z a;a;. Mit elementaren Umformungen der Form
i#]

(%) aj<—a;—o;a; firallei# j

erhilt man eine Matrix A mit einer Nullzeile. Fiir diese Matrix A gilt nach (D1) aber
d(A) = 0d(A) = 0. D.h. zu zeigen ist, dass elementare Zeilenumformungen (*) die
Abbildung d(-) nicht verdndern.

Dazu geniigt es zu zeigen, dass fiir eine Matrix A mit zwei gleichen Zeilen d(A) =0
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4.6 Determinanten

ist. Denn, wenn dies gilt so folgt:

D1
d —ad )
-0
) ) as=ar,s<r . .
Also ist zu zeigen d *T="70 fiir n x n Matrizen.

Den Beweis hierzu fiithren wir wiederum mit Induktion iiber die Dimension 7:
(#)  L(=1)Hayd(Aij) = (=1)ayd(Ar) + (=1)agd(As))
' T

fiir i # s und i # r = A;; hat zwei gleiche Zeilen

= d(A;j) = 0, damit gibt es nur zwei Summanden.
Falls r = s+ 1 ist, folgt A,; = A;; und sowieso a,; = ay;. Ferner gilt dann (—1)""/ =
(—1)(—1)*"/, d.h. zusammengefasst, die rechte Seite der obigen Gleichung (xx) ver-
schwindet. Also istd(A) = 0.

s —
Falls r = s+ k gilt, dann geniigen (k-1) )
Zeilenvertauschungen um aus A,; die :
Matrix Ag; zu erzeugen (0.B.d.A. sei 3
r>s). 3
r=s+k —»

Da fiir (n — 1) x (n— 1) Matrizen aber bereits d(B) = det(B) fiir alle B € R*~ "1
gilt, folgt dass

d(As) = (—1)Fd(A) = (1) d(A,)
() = d(A)=(-1)Ya,dA;)+ (1)1 q,d(A,) =0.
—_——

(71)r+j71:7(71)r+j

nur fiir i = j,
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

e 1 i=g
wobei 9;; = { 0 ; sonst
die Einheitsmatrix im R”~!"~!, Mit Induktion iiber n erhilt man d(1) = 1.

. Die Streichungsmatrix 1;; ist fiir jedes i = 1,-- - ,n stets

Damit haben wir die drei Eigenschaften (D1), (D2), und (D3) gezeigt. Somit ist also d(A) =
detA.

|

Die Entwicklungsformel gibt uns viele verschiedene Wege eine Determinante zu berech-
nen. Aufgrund des Eindeutigkeitsresultats ist jedoch klar, dass fiir eine gegeben Matrix
(unabhiéngig davon nach welcher Spalte man entwickelt) stets dieselbe Zahl herauskom-
men muss. Das Entwickeln von Determinanten iiben Sie in Aufgabe 4.28.

Betrachten wir nun Rechenregeln fiir die Determinante: Die transponierte Ma-

ay - daip
trix zu einer Matrix A = | : : erhilt man, indem man die Zeilen und Spalten
anl - dpn
vertauscht:
aii ani
AT — .
Ain - dnn

Lemma 4.40 Es gilt det(A) = det(AT).

Beweis: Wir miissen zeigen, dass det(AT) die Eigenschaften (D1),(D2) und (D3) erfiillt:

Z.z. det(AT) ist linear in der j-ten Zeile fiir alle j = 1,...,n < det(A) ist linear in der
Jj-ten Spalte.
Dies ist offensichtlich, da fiir festen Spaltenindex j und fiir eine Entwicklung nach
der jten Spalte gilt

n
det(A) = ) (—1)""a;;det(A;;)
i=1
alj
linear in : ist.

zu (D2)| Es gilt Rang (AT) =Rang (A) (da Zeilenrang = Spaltenrang). Damit folgt aber: Rang (A) <
n= Rang (AT) < n= det(AT) =0

Es gilt det(17) = det(1) = 1.
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4.6 Determinanten

Damit gilt det(A) = det(AT) nach dem Existenz- und Eindeutigkeitsresultat.
O

Insbesondere kann man also statt nach einer Spalte auch nach einer Zeile entwickeln, und
statt elementarer Zeilenumformungen auch elementare Spaltenumformungen zur Berech-
nung verwenden.

Satz 4.41 Mit der Determinante konnen wir eine explizite Formel fiir die inverse Matrix
angeben, die sog. Cramersche Regel:

A"l = !

~ L (1)

=1,..,n
:1,..,n

Hierbei sind A j; die Streichungsmatrizen aus 4.37.
Achtung: In der Formel steht A j;, nicht A;;.

Beispiel 4.42
a b\ 1 d —b
c d ad—bc\ —c a
a b d —-b\ ad — bc 0 (10
Probe: “d be\ ¢ d —c a ) ad-bc 0 —cb+da )] \ 0 1

Beweis: Zu zeigen ist AA = det(A)1, wobei A = ((—1)""/detAj;) i-1... die sog. adjun-
ji=1,...,n

gierte Matrix bezeichne. '

Man entwickelt dazu det(A) nach Zeile i:

n

n
det(A) = Z (_ Hjalj det lJ Z a;jdji = i

= die Diagonale von AA enthilt nur Eintriige detA.

Was steht abseits der Diagonalen?

Die k-te Spalte von A bleibt unverindert, wenn wir die k-te Zeile von A indern, da diese
in Ay; gestrichen wurde. Wenn wir in A nun die k-te Zeile durch die i-te Zeile ersetzen, so
erhalten wir bei Entwicklung nach der dieser k-ten Zeile (falls i # k)

— ai — n

0 = det :Z(— kﬂaudet Ak] Zaua]k— k
— a; — < k-te Zeile  J=1

Abseits von der Diagonalen sind also alle Eintriige 0. Damit ist dann aber AA = det(A)1
gezeigt.
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O
Satz 4.43 (Produktregel fiir Determinanten) Fiir A,B € R™" gilt:
detAB = detAdetB
Beweis:
Rang(A) <n oder Rang(B)<n < Rang(AB)<n< Ker(AB)# {0}
\ \ \
detA =0 detB=0 detAB=0

D.h. wir kénnen uns auf den Fall Rang (A) = Rang (B) = n beschrinken. Betrachten wir
also diesen Fall:

Definieren wir

detAB
d:R™ 5 R,d(A) = —
detB

(detB # 0 da Rang (B) = n). Wir zeigen nun, dass fiir d(.) die Axiome (D1), (D2), (D3)
gelten:

Betrachte

A= — a4 — ;

dann ist die Abbildung RI® — ]R”‘,al- > a;B linear = detAB linear in der i-ten
Zeile firalle i = 1,...,n = d(A) linear in den Zeilen von A. (v')

zu (D2) | siehe die Eingangsbetrachtung dieses Beweises fiir den Fall Rang (A) < n (v')
zu (D3)| d(1) = €8 = 1 (v)

Damit gilt aber nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz

_ detAB

d(A) = o detA = detAB =detAdetB.
O
Folgerung 4.44 Es gilt:
det(A™1) = (detA) ™' =
Beweis: 1 =det] =det(AA~') =det(A)det(A™!) = det(A™!) = deltA
O
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Geometrische Bedeutung der Determinante Erinnern wir uns, dass das Skalar-
produkt der Lingen- und Winkelmessung diente. Die Determinante hat ihre Anwendung in
der Fldachen- und Volumenbestimmung.

—la]

Parallelogramm

Was ist der Flacheninhalt

d(ay,ay)

des durch die Vektoren a;,a> € R? aufgespannten Parallelogramms?

(i) Prinzip von Cavalieri: d(aj,ay) =d(ay,ap — Aay)
——

=dy
Die Fldche hingt nur von Grundseite und Hohe ab, wenn wir a; als Grundseite
wihlen, konnen wir den Endpunkt von a; also beliebig parallel zu a; verschieben.

Aa d(Aa,b) = d(aj,Aay) = Ad(ay,ar)
Ad@b)  Damit dies auch fiir A < 0 gilt, vereinbaren wir,
a dass das Vorzeichen abhéngig von der Orientie-
rung der beiden Vektoren gewihlt wird.

b

1l
(giig Dabher gilt auch d(ay,ay) = —d(az,a;). Zum Nachweis verfahren wir wie folgt:

d(ay,ap) = d(aj,ax+ay)=d(a;—(ax+ay),ar+a)) =d(—az,a, +ap)
= —d(m,ax+a1)=—d(ar,ar+a1 —ap) = —d(az,ay)

Vergleiche hier das Vorgehen im Beweis von Lemma 4.34.

(iv) Das Einheitsquadrat hat Flicheninhalt d(e,e;) = 1

—a;—

Notieren wir ai,a; in den Zeilen einer 2 x 2-Matrix A = ), dann sind dies genau

—a—
die Eigenschaften, die wir beim Beweis der Eindeutigkeit der Determinante benutzt haben.
Alsod(ay,a;) =det(A). Der Flicheninhalt des durch ay, a; aufgespannten Parallelogramms
ist also gleich det :Z;: )

Dies gilt ganz analog fiir durch 3 Vektoren a;,a;,a3 € R? aufgespannte sogenannte Paral-
lelepipede:
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Aay + Uay

/]
/
7/ /

az

ai

Volumen = det| —ar—
—a3— o

Prinzip von Cavalieri det | —ar— | =det | — a —
—a3— —az — Aay — Ha,—

Volumen des Einheitswiirfels = det| —e;— | = detl =1

az

ai
Zusammenhang mit dem Kreuzprodukt Wir wissen bereits, dass ||a; A az|| gleich
der Fliche des von a;,a; aufgespannten Parallelogramms im R ist. Sei & = a3 - % die

Hohe des Parallelepipeds. Dann gilt, da a; A a, senkrecht auf a; und a; steht, dass
](al /\az) -a3| = h||a1 /\a2||

das Volumen des Parallelepipeds darstellt. Nun gilt aber auch, dass

4 Entw. n. 3. Zeile
det | —ar— = a3 (apa23 —a3az)
—az— (a1 na)y
+az (—1)(an1a23 —ai3az)
(01/‘\,612)2

+azs(aiaxn —apnazy)
——
(a1/az)3

= as - (611 /\az)
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D.h. beide Zuginge iiber Determinante und Kreuzprodukt fithren auf den gleichen Volu-
menbegriff.

Betrachtet man eine Matrix als lineare Abbildung, so gibt ihre Determinante an, wie sich
das Volumen eines Korpers unter dieser Abbildung dndert. Diese Eigenschaft betrachten
Sie ndher in Aufgabe 4.27.

4.7 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 4.1 Berechnen Sie die Inverse der Matrix

2 3 =2
4 9 —4
2 6 3

Anwesenheitsaufgabe 4.2 Seien A,B € R™” invertierbar. Zeigen Sie, dass dann auch
AB invertierbar ist und die Inverse von AB die Matrix B~1A~! ist.

Anwesenheitsaufgabe 4.3 Sei L eine linke untere Dreiecksmatrix

I 0

lnl lnn

Zeigen Sie, dass
detL=111-... L.

Anwesenheitsaufgabe 4.4

a) Betrachten Sie in R? die Drehung um den Ursprung, um einen beliebigen Winkel.
Geben Sie die Matrixdarstellung dieser linearen Abbildung an und berechnen Sie die
Determinante der Matrix.

b) Betrachten Sie ebenfalls in R? die Spiegelung an einer Gerade durch den Ursprung
mit Normalenvektor n, wobei ||n|| = 1 gilt. Geben Sie die Matrixdarstellung an und
berechnen Sie die Determinante dieser Matrix.
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Anwesenheitsaufgabe 4.5

x
a) Bestimmen Sie das Bild des Vektors [ y | bei der Punktspiegelung am Ursprung
Z

im R3.
b) Ist diese Abbildung linear?

c) Geben Sie die Matrixdarstellung der Punktspiegelung beziiglich der Standardbasis
an.

d) Geben Sie die Matrixdarstellung der Punktspiegelung beziiglich der Basis

1 1 1
2050 1)
3 1 4

an.

Anwesenheitsaufgabe 4.6 Sei f: R*? — R? die orthogonale Projektion auf die Gerade

o={a(})lacr}

a) Geben Sie die Matrixdarstellung beziiglich der Standard-Basis an.

b) Geben Sie Kern und Bild der Funktion f an.
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Anwesenheitsaufgabe 4.7 Zeigen Sie, dass fiir x,y,z € R’

(xAy)-z=(zAx)-y
=(yAz)-x

gilt,
a) indem Sie es komponentenweise nachrechnen.

b) indem Sie folgende Eigenschaft der Determinante ausnutzen

det| —y— | =det| —x—

Bemerkung: |(xAy) -z| stellt das Volumen des von x,y und z aufgespannten Parallelepi-
peds dar.

Anwesenheitsaufgabe 4.8 Berechnen Sie die Fliche des Dreiecks, das durch die bei-
den Vektoren x,y € R? aufgespannt wird.

Anwesenheitsaufgabe 4.9 Wir definieren den Raum der Polynome vom Grad hoch-
stens k durch

k
P ={p:R=>R|px) = Zaixl; ao, - .-,a; € R}.
i=0

Des Weiteren definieren wir die Abbildung
f: 222 pef(p)=p (Ableitung).

Wiihlen Sie eine Basis von 73, Bestimmen Sie die Matrixdarstellung dieser Abbildung.
Bestimmen Sie weiterhin den Kern und das Bild von f.

Aufgabe 4.10 Gegeben sei eine lineare Abbildung f : R? — R* mit

fx)=ax, A=

O = = W
—_—0 O =
N — = N

Bestimmen Sie Kern und Bild dieser Abbildung. Sind die Spalten-/Zeilenvektoren linear
abhéngig?
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

3 =2
Aufgabe 4.11 Gegeben sei die Matrix A = 6 2 2 € R*3, sowie der Vektor
-3 8 3
—4
b=| 16 | eR’.
22

a) Losen Sie das Gleichungssystem Ax = b mittels GauB-Elimination. Geben Sie die
beim Lésen auftretenden Matrizen L") und L) an

b) In der LR-Zerlegung (siehe Skript) treten Matrlzen LU

), L@ (LMY= (L)~ auf,
Geben Sie diese an, und berechnen Sie L = (L())~!(L (2 )~

1

¢) Wir definieren nun R = L2 LMA = AB), Rechnen Sie nach, dass A = LR gilt.

d) Losen Sie schlieBlich das Gleichungssystem Ax = b noch einmal, diesmal durch Vor-
wirtseinsetzen (Ly = b) und anschlieBendes Riickwirtseinsetzen (Rx = y).

Aufgabe 4.12 Berechnen Sie das Matrix-Produkt

2 -2 3
1 0 1)°
Aufgabe 4.13 a) Berechnen Sie die Matrizenprodukte AB und BA fiir:

(5 2) (20,

b) Berechnen Sie die Matrizenprodukte (AB)C und A (BC) fiir:

. 21 -1 1 .

sas(11) m=(1h) e (31);
2 1 —1 !

ii) A:(31_2), B= 0 C:<3>
-1

1

—1
2

W == O W

W

1
2

W N =
(SN
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4.7 Ubungen

Aufgabe 4.14

a) Wie lautet die Matrixdarstellung der linearen Abbildung

fiR2=R? mit  f(xg,x)= ( X +2§2 )
2
beziiglich der Standardbasis { < (1) > , ( (1) ) } des R? (als Basis von Urbild- und

Bildraum)?

b) Zeigen Sie, dass { ( ! eine Basis des R? bildet und bestimmen Sie

1)’ 1
die Matrixdarstellung der linearen Abbildung aus a) beziiglich dieser Basis (als Basis
von Urbild- und Bildraum).

Aufgabe 4.15

a) Wie lautet die Matrixdarstellung einer Punktspiegelung am Ursprung im R? beziig-
lich der Standardbasis?

b) Konnen Sie eine Basis des R? angeben, bzgl. der (wenn man sie als Basis des Bild-
als auch des Urbildraums verwendet) die Punktspiegelung eine andere Matrixdarstel-
lung hat?

Aufgabe 4.16 Bestimmen Sie fiir p € 23 und festes r € R die Matrixdarstellung in der
Basis {t — 1,¢ + t,t — >, — 13} der linearen Abbildung f : 223 — 973, welche durch
f(p)(t) = p(t +r) definiert ist.

Aufgabe 4.17
a) Bestimmen Sie eine 3 x 3 Matrix A so, dass die Abbildung
f:R* >R, f(x)=Ax

als Kern die Ebene
E = {XG ]R3 |X1 — X2 — X3 :0}

hat.
b) Bestimmen Sie die Dimension von Ker (() f) und Bild(f).

¢) Kann man A so wihlen, dass

Ker(()f)=H={xcR>|x; —x—x3 = 1}?
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Aufgabe 4.18 Bestimmen Sie Ker(A) fiir

1 -1 1
A= 2 -1 0
3 =21

Aufgabe 4.19 Bestimmen Sie mit Hilfe des Gauss-Algorithmus die allgemeine Losung
des linearen Gleichungssystems Ax = b fiir

1 4 2 0 -1
2= =1 =3 =7/
A= 3 -7 1 =5 b= —8
0O 1 -1 -1 —1

Aufgabe 4.20 Secien hy,hy,h3 die unbekannten Hohen dreier Messpunkte iiber Normal-
hohennull.

a) Durch Messungen haben Sie bestimmt:

h1 —h2 = 45m
hz—h3 =-33m
hs—hy=—12m

Zeigen Sie, dass Sie nur anhand dieser drei Messungen die drei Hohen 1, hy, h3 nicht
berechnen konnen.

b) Betrachten Sie nun den allgemeinen Fall, die drei Messungen seien:

hy —hy =dp2
hy —h3 = dy3
h3 —hy = d31

Welche Bedingung miissen di»,d»3,d3; erfiilllen, damit mindestens eine Losung
hy,hy, h3 existiert, die alle drei Gleichungen erfiillt?
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4.7 Ubungen

Aufgabe 4.21 Berechnen Sie fiir

1 -1 1 —1
5 -7 11 —1
A=, 0 4 _¢
4 -6 10 0

die Determinante mit Hilfe des Gauss-Verfahrens und bestimmen Sie den Rang von A.
Welche Dimension hat Ker (A)?

Aufgabe 4.22 Bestimmen Sie Kern und Bild der Matrix

N = O =

1 0
I 1
01
2 2

sowie deren Dimension. Geben Sie jeweils eine Basis von Ker (A) und Bild (A) an.

Aufgabe 4.23 Es sei f: 25 — 22° die durch f(p(t)) = p"(t) + p"(¢) definierte linea-
re Abbildung. Berechnen Sie die Matrixdarstellung dieser linearen Abbildung beziiglich
der Basis 7 — ;—J, fir j =0,1,2,3,4,5 in &> bezichungsweise fiir j = 0,1,2,3 in &3, Be-
stimmen Sie auch den Kern und das Bild von f, sowie Kern und Bild der zugehorigen
Matrix(darstellung) beziiglich dieser Basen.

Aufgabe 4.24 1o6sen Sie folgende inhomogene Gleichungssysteme mit Hilfe des
Gauf’schen Algorithmus. Bestimmen Sie eine Basis von Ker((A)) und Bild ((A)), wenn
A die Koeffizientenmatrix der Gleichungssysteme bezeichnet:

a) 3x14+2x, = 8 b) 3x;+4x+3x;3 = 1

15x; +10x, = 40 2x1—x2—x3 = 6

X14+3x+2x3 = —1

c) 2x1—xp+x3 = 3 d) Xi+xo+x3 = 1

6x1 —4xp —3x3 = 1 22X —xo+x3 = 0

Adx1 —3xp —4xz3 = 2 Sx;1 —xo+3x3 = 1

xX1—2x = —1

e) x1+2x+5x3+x4 = 2 1) X1+x+x3 = 0
X]—.XQ—X3—2X4 = —1

X1+x+3x = A
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Aufgabe 4.25 Bestimmen Sie den Rang der Matrix

A=

B R SN
oo W N
O O\ W

Aufgabe 4.26

a) Bestimmen Sie die Matrixdarstellung A einer Drehung im R?, die um 45° entge-
gen dem Uhrzeigersinn um den Ursprung rotiert. Geben Sie die Inverse A~! an und
verifizieren Sie AA~! = 1.

b) Bestimmen Sie die Matrixdarstellung B einer Spiegelung an der x;-Achse im R?.
Geben Sie die Inverse B~! an und verifizieren Sie B~'B = 1.

Aufgabe 4.27 Wir betrachten ein Parallelepiped P, welches von den drei Vektoren u, v, w
aufgespannt wird. Zusétzlich ist eine affine Abblidung

f(x) =A% =

S O =

1
2
0

U =
=
)

X3
gegeben. Dann ist f(P) wieder ein Parallelepiped (Warum?).
a) Geben Sie die drei Vektoren an, die das Parallelepiped f(P) aufspannen.

b) Zeigen Sie, dass fiir das Volumen des Parallelepipeds f(P) gilt

vol f(P) = |detA| - | det(u,V,w)| = |detA|- vol(P).

¢) Berechnen Sie fiir

das Volumen von P vol(P), sowie das Volumen von f(P) vol(f(P)). Berechnen Sie
vol(f(P)) einmal mit Hilfe der im vorigen Aufgabenteil angegeben Formel, als auch
auf direktem Weg, indem sie zuerst f (i), f(V) und f(w) berechnen.
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4.7 Ubungen

Aufgabe 4.28 Berechnen Sie die Determinante der folgenden Matrizen

4

3

a) 1
5

1

1

c) 1
1

1

DO

o = O O

W W W O O

— N3

~ b O OO

W W

wm O O OO

Zusatzaufgabe e)

Aufgabe 4.29

, b)

, d)

(O R N R S

SO OO W

AW~

()]
[O8)

14
11 20
14 26

S O O B~

W b

11

4
11
20
30
40

S O W W W
S NN NN
—_— e e

4
8 11
14 20 |’
20 30

5
14
26
40
55

a) Implementieren Sie das Vorwirtseinsetzen zum Losen von

Ly

=b

in MATLAB, wobei L eine linke untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diago-
nalen ist. Sie diirfen im Programm verwenden, dass auf der Diagonalen nur Einsen

stehen.

b)
Gleichungssystem

N B~ W =

in MATLAB zu 16sen.

= 00 L

\o}
S

[\
(@)}

3
8

4
11

30
40

5
14
26
40
55

Verwenden Sie LR-Zerlegung, Vorwirtseinsetzen und Riickwértseinsetzen, um das

177



4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Aufgabe 4.30 Rechnen Sie nach, dass sich die Determinante einer Matrix A € R mit
folgender Regel berechnen ldsst:

apl ap ap
det [ az1 axn a3 = a11a22a33 +ajpaz3az) +aza1asn
aszy asy as3
—as|axai3 — azazsal] —aszazag

Aufgabe 4.31
SeiA € R*", b € R", n > 1. Begriinden Sie:

a) Falls A rechte obere Dreiecksform hat und alle Diagonaleintrige nicht null sind, so
ist Ax = b stets eindeutig losbar.

b) Die Losungsmenge von Ax = b ist stets ein affiner Unterraum oder die leere Menge.
Wann ist der Losungsraum linear (d.h. ein Untervektorraum)?

c) Falls detA =42, so hat Ax = b genau eine Losung.
d) det(aA) = o det(A) fir alle o € R.
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4.7 Ubungen

Aufgabe 4.32 Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem Ax = b mit A € R"™" und
x,b e R".

a) Wir betrachten die Zeilenumformung

“k-te Zeile mit @ multiplizieren”
i) Wann dndert diese Umformung die Losungsmenge des linearen Gleichungssy-
stems nicht?
ii) Was passiert mit det(A) unter dieser Umformung?
iii) Geben Sie die Matrix L an, mit der man diese Umformung durch die Matrix-

multiplikation LA durchfiihren kann.

b) Nun betrachten wir die Zeilenumformung
“k-te Zeile = a mal k-te Zeile + B mal j-te Zeile”

mit k £ J.
1) Wann dndert diese Umformung die Losungsmenge des linearen Gleichungssy-
stems nicht?

ii) Was passiert mit det(A) unter dieser Umformung?

iii) Geben Sie die Matrix L an, mit der man diese Umformung durch die Matrix-
multiplikation LA durchfiihren kann.

Tipp: Uberlegen Sie, wie sich diese Zeilenumformung durch eine Umformung wie
in Aufgabenteil a) und eine normale Zeilenumformung darstellen laBt.

¢) Berechnen Sie die beiden folgenden Matrixprodukte

1 00 1 00
o 1 0 010
B 0 1 0 v 1
und
1 0 0 1 0 0
o B O 0 1 0
Yy 0 ¢ 0 9% o
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Aufgabe 4.33 Geben Sie die Matrixdarstellungen folgender linearer Abbildungen im R?
in der Standardbasis an:

a) Drehung um %,
b) Spiegelung an der Geraden g = {x € R?: 3x; — 4x, = 0},

¢) erst Drehung um 7, dann Spiegelung an der Geraden g = {x € R? : 3x; —4x; = 0}.

Aufgabe 4.34 Gegeben sei das folgende Gleichungssystem:

X1 + X =0
3xp + x3 = b
X1 — ax3 = 2

Untersuchen Sie, fiir welche Werte der reellen Parameter a und b dieses System
(a) keine, (b) genau eine, (c) unendlich viele Losungen hat.

Im Falle (c) bestimme man ferner die allgemeine Losung in Vektorform!

Aufgabe 4.35 Man berechne die Dimension des von den Vektoren (a,0,0,b)”,
(1,0,1,0)7, (1,a,1,1)T und (2,0,2,b)” erzeugten Teilraumes U des R* in Abhingigkeit
von a und b. Fiir welche Werte von a und b sind die angegebenen 4 Vektoren linear unab-
hingig?

56 000

1 56 00
Aufgabe 4.36 Man berechne die Determinante [0 1 5 6 0].

00156

00O0T1S

Aufgabe 4.37 Welche der folgenden Abbildungen ist linear? Gegeben Sie gegebenfalls
die dazugehorige Matrixdarstellung an:

0 58 - R () = (277).

b) g:R2 = R2mitg((x,y)) = <§:§)c) ,

¢) h:R? = R? mit h((x,y)) = (i;)
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5 Mehrdimensionale Differentialrechnung
Zur Erinnerung: Zu einer Funktion

X1
X2

fR"—Rx— flx) < : = (X1, xn)

Xn
hatten wir bereits Richtungsableitungen kennengelernt:

aif(x) _ ax[f(x) _ g_)]:(x) — lim f(xla" '7xi—laxi+h7xi+17" '7xn) _f(xh"'vxn)

h—0 h

Man nennt f : R" — R richtungsdifferenzierbar in Richtung von x;, falls dieser Grenz-
wert existiert (Siehe Definition 2.40). Der Vektor aller Richtungsableitungen (als Zeilen-
vektor) heil3t

(V) () = (9 f(x), D, f(x); -, O, [ (%))

In 1D haben wir eine zweite Definition der Ableitungen kennengelernt, die dquivalent zur
Definition mittels Differenzenquotienten ist:

Demnach heifit eine Funktion f : D C R — R differenzierbar in x° € D, falls es eine Zahl
a € R gibt, so dass

S = (%) +alx—x") +ole—x5),

=h
wobei 2% 20 0 (Siche Satz 2.28).
Hierzu haben wir die folgende Interpretation betrachtet:
F(x0) + a(x—x°) ist eine affine Funktion, die bis auf Terme hoherer

lineare Funktion in (x — x°)
Ordnung ( o(x —x°) ) die Funktion f in der Umgebung von x° approximiert.

Nun zum allgemeinen Fall: Hier greifen wir das Konzept einer lokalen Approximation
durch eine affine Funktion auf und nennen eine Funktion f : R" — R™ differenzierbar in
einem Punkt x € R” falls die Funktion bis auf Terme hoherer Ordnung in einer Umgebung
von x durch eine affine Funktion approximiert werden kann. Die lineare Abbildung, die
hierzu gehort, nennen wir Ableitung der Funktion in x. Die dazu gehorige Matrix (zum
Beispiel bezogen auf die kanonischen Basen im R” und R"™) ist eine m x n Matrix. Wir
erhalten somit die folgende Definition:
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5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

Definition 5.1 (Differenzierbare Funktionen auf dem RR") Eine Funktion
f:R"— R"™

heift (total) differenzierbar in x° € R”, falls es eine lineare Abbildung a : R* — R™ gibt,
so dass
f(x) = f(°) +alx—x") +olx—x7),

0 h) h—0

wobei o : R" — R™ einen Funktion ist mit T — 0.

Die lineare Abbildung a bzw. die m x n-Matrix A € R™" (mit f(x) = f(x°) +A(x —x°) +
o(x—x2), wobei A(x — x°) nun das Matrix-Vektor-Produkt bezeichnet)zu a nennen wir Ab-
leitung von f in x° und bezeichnen A als Jacobimatrix.

5.1 Skalare Funktionen auf dem R
Konzentrieren wir uns zunichst auf den Fall m = 1:
X1

fR"—R;| : = (X, xn)

Xn

Die dazugehorige Ableitungsmatrix A € R ist ein Zeilenvektor. Was steht in diesem
Zeilenvektor? Betrachte hierzu eine Storung x = x° 4 he; von x° in Richtung ¢;, dann gilt

0

0
f(x(])a'--7x?—lax?+hvx?+l7“-7x2) = f<x(l)7"'7x2) + <_A_> h —|—0(/’l€,‘),

0

0
f(x(l),...,x?fl,x?—l—h,xgﬂ,...,xg) —f(x(l),...,xg) o(he;)

h

(0uf) (%) = 4, (VHE) =4,
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5.1 Skalare Funktionen auf dem R"

D.h. eine (total) differenzierbare Funktion f : R” — R ist auch richtungsdifferenzierbar.
Die Eintridge der Jacobimatrix sind die partiellen Ableitungen.

Frage: Gilt dies auch umgekehrt, das heif3t, sind die Begriffe (Ableitung iiber Differenzen-
quotient und Ableitung iiber Approximation mittels linearer Abbildungen) gleich?

Fiir ist die Antwort negativ!

Gegenbeispiel:

fiR2 SR, (xl) s { (3+23)*

X2 0 ; x=0

(In der Abbildung bezeichnen die blauen Linien )

den Funktionsgraphen fiir x; = x, die griinen [ \\
Linien fiir x; = —x). Fiir x; = 0 oder x, = 0 ist | N
der Funktionswert stets 0.
f ist richtungsdifferenzierbar in O:
h h\ n* ’ ANV
N_o X1

aber

7 h _hz_ 1 ;i(;
h)) 4% 4h2 '

D.h. f ist nicht einmal stetig, schon gar nicht (total) differenzierbar, denn

f((Z)) — oo fiir h — 0,

wenn aber f an der Stelle O total differenzierbar wire, so wire

f((Z)) = f(0)+A (:) +o(h) — 0 fiir h — 0.

h—0
0

Bemerkung 5.2 Es gilt aber: Ist f richtungsdifferenzierbar und sind alle Richtungsablei-
tungen stetig, dann ist f (total) differenzierbar.

Den Zusammenhang zwischen den verschiedenen Begriffen von Differenzierbarkeit und
Ableitung beleuchtet auch Aufgabe 5.6.
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5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

Notation 5.3 Den Spaltenvektor (V f )T bezeichnen wir als Gradienten von f:

A, f(x)
gradf()= |
O, f (%)

Falls f differenzierbar ist, so gilt:

f) = f(x)+grad f(x) - (y —x) +o(y — x)

Bemerkung 5.4 Hdufig unterscheidet man nicht zwischen V f und grad f! Hier werden wir
jedoch diese Unterscheidung aus Griinden der Klarheit vornehmen.

Geometrische Bedeutung des Gradienten Betrachte
fTR" — R, x— f(x)
und die lokale Approximation  f(y) = f(x) + grad f(x) - (y —x) +o(y —x).

Wihle Punkt y = x 4 v nahe x:
Falls grad f(x) - v = 0 ist, gilt:

fy) = flx+v)=f(x)+gradf-v+o(v)
= /() +o(v)

D.h. ,,bis auf einen sehr kleinen Term* o(v), ist
f(x+v) konstant, falls v senkrecht auf grad f(x)
steht. Kleinheit von o(v) bedeutet dabei wie iib-
lich, dass nicht nur o(v) — 0 fiir v — 0 sondern

auchﬁ%Ofurv%O.

Wir definieren nun
T f = {x+v|grad f(x) -v=0, v € R"}

fiir grad f(x) # O als eine affine Hyperebene im R” (d.h. ein affiner Unterraum der Di-

mension n — 1, im Fall n = 2 also eine Gerade durch x). Y}flﬁ f bezeichnet man als affinen
Tangentialraum, er liegt tangential zur Niveaumenge von f durch x.

Betrachte nun f(x+v) mit ||v|| = €:
fx+v)=f(x)+ (grad f) -v+o(v)

Wihle v := 8% dann gilt offensichtlich ||v|| = € und v zeigt in Richtung des Gradien-

ten. Wir folgern nun
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5.1 Skalare Funktionen auf dem R"

fx+v) = f)+ |lgradflle  +o(v)
———
>gradf-v

fiir alle ||7]| = €
> f(x)+(grad f) - V4o(v)

-~

=f(x+7)—o(7)

Somit erhalten wir

d
Fetv) > fati)+ o(v)—off)  firv=e-22Y  indalle |7 =¢
—— ||grad f]
Terme hoherer
Ordnung
Damit folgt:

Folgerung 5.5 Der Gradient grad f ist die Richtung des steilsten Anstiegs und —grad f die
des steilsten Abstiegs.

Beispiele 5.6 (i) f(x) =a-x (lineare Funktion)

Es gilt: a Normale
fO)=ay=ax+a (y—x)=f(x)+a (y—x)

a ~—
D.h. grad f =a = | {x[f(x) =d}

ay Hyperebene
(Funktion ist ihre eigene lineare Approximation) acR"

(ii) f(x)=|]x]| = \/x3+ ... +x2
2 . .
dif (x) il = ol = grad f = A
X

24/xF + .+ x2 X2+ X2 Il

Die Menge {x| f(x) = R} ist eine Kugel mit Radius R.
Der Gradient ist nur definiert fiir x # 0.
Der Vektor IIjCC_H zeigt nach aufen.

(iii) f(x) = \/(%>2+ (%)2 auf R,

Die Menge {x| f(x) = 1} ist eine Ellipse mit Halbachsen a,b:
x]

2
gadf = 0 | oo
B ) Ve R
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5 Mehrdimensionale Differentialrechnung

i 1= () (2 < (2)

dort ist {x| f(x) = 1} ein Ellipsoid mit Halbachsen a,b,c:
X1 X

T
<a25 b_%’ )CC_%)
gradf = ~——FF——
f(x)
Auch hier ist der Gradient nur definiert fiir x # 0.

(v)

. c
Es gilt: x;xo =c & xp = —
X1

(vi) f(x)=Ax-x, AeR™

AER, f(x) =Ax%, f'(x)=2Ax

F(x1,%2) = an1x7 + apxix2 + az1x1x2 + axnx;

_( 2anxitanpxotanxy \ _ T
grad f(x1,%;) = ( appx) +anxy +2anx; ) (A+AT)x
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5.2 Kurven im R™

X1 n n n
f=r1 : =) (ZAinj> xi= Y, Aijxix;

i=1 ij=1

8kf(x) = o Z A; ijXiXj+ ZA ik XiXp + ZAijkxj +Akkxk
i;;éli lsﬁk j;ék

= 0+ ZAlk'xl + 2A Xk + ZAk]xj
laék j;ék

n n
= Y Apxi+ Y Aijx;
i=1 j=1
= gradf(x) = (AT 4+A)x
Bemerkung: Falls A symmetrisch ist in dem Sinn, dass AT = A ist, dann folgt
grad f(x) = 2Ax (vgl. den Falln =1).

Weitere Beispiele zum Gradienten finden Sie in Aufgabe 5.5 und 5.7.

5.2 Kurven im R™

Bisher haben wir uns auf den Fall m = 1 konzentriert. Betrachten wir nun den Fall n = 1
und m > 1 (Vektorwertige Funktionen iiber R, Kurven):

n() il
Betrachte y: R — R” t—y(t) = ] = | | . Dann ist y differenzier-

Yn (1) Ym
bar in ¢, falls y(r + 7) = y(t) + A(t)T + o(7) mit A(r) € R und o(7)/7 — O fir 7 — 0.
Aquivalent erhalten wir

N "
t+7) -1 : | y
_ " " - 1
y(t+7)—7(t) _ v v Vi ﬁbar : (1) =A(t)
T T
i
dh y(t+71)=y0)+Y ()
9/1
wobei ¥ (t) e R™! ein Spaltenvektor ist.
74"
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5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

Bei vielen Anwendungen ist die Variable eine Zeit, deshalb schreiben wir ¢ — y(¢). Die
Ableitung nach der Zeit schreiben wir auch mit einem Punkt:

Notation 5.7 y(t) = (1) = Lv(t)
Interpretation von ¥(¢) als Geschwindigkeitsvektor:

s = Y1) +7(1) (s —1)
(1) ist eine lokale affine Approximation der
Kurve mit einer affinen Geraden im R™.
Den Geschwindigkeitsbetrag zur Zeit ¢

t
7o) an der Position ¥(¢) erhdlt man dann als
7).
Beispiele 5.8 (i)
A
cost

) = ( sint )
. . —sint shnt
" = ( cost ) -

cost
170 = Vsin?t+cos?t = 1

D.h. y durchliuft den Einheitskreis mit Geschwindigkeit 1.

(ii)

Rcost —Rsint
y(t) = Rsint |, 7(t)=| Rcost
t 1

Y(t) ist eine Schraubenlinie; die Kurve beschreibt Kreise mit Radius R und ,, schraubt“
sich dabei bei einer Umdrehung um 1 in die Hohe.

i) 0= (5 ) =30 ) 0= =00}
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5.2 Kurven im R™

Komponentenfunktionen) fiihrt nicht unbedingt

— - D.h. eine glatte Parametrisierung (d.h. glatte
\%/ zu geometrisch glatten Kurven.

Weitere Beispiele zu Geschwindigkeitsvektoren von Kurven finden Sie in Aufgabe 5.1, 5.2
und 5.3.

Betrachten wir nun, wie man mit Ableitungen von Kurven rechnet:

(i) Wie leitet man Skalarprodukte ab?
x:R—R" y:R+—R"

) ¥(0) = 5 O ()4 1)y (1)
=X1y1 +X1Y1 + -+ XYm + XmYm
= ) (0) +x(1) ¥(0)

(i1) Wie verdndert sich der Betrag der Geschwindigkeit?

%
ol y(t)|| = o/ ¥(t) - ¥(z)

y 0 2 vy

v g ol

7= 97y = Beschleunigung (*) = summandenweises Differenzieren

(111) Falls eine Kurve mit konstantem Geschwindigkeitsbetrag (d.h. a = 0) durchlaufen

wird, dann gilt y(¢) - y(t) = 0, d.h. ¥ steht senkrecht auf 7.

Hierzu: |[7]] = ¢ = 7(1) - 7() = & 2 7(0) - 7(6) + 7(0) - 7(6) = 0 = 7(¢) - 7(t) = 0

(iv) Betrachten wir den Abstand zweier Kurven:

3 ((x(t) —y(1)) - (x(r) —y(1)))
2T (0]
B x(1) — (1) y
GO =) L S0 -
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5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

5.3 Vektorwertige Abbildungen vom R" in den R™

Bis jetzt haben wir skalare Funktionen auf dem R” (Fall n > 1,m = 1) und Kurven (Fall
n = 1,m > 1) betrachtet. Nun wenden wir uns dem allgemeinen Falln > 1, m > 1 zu:

x| fl(xl,..,xn)
fiR"—R" x—=fx)<]| @ | — fz(xh:..,xn)
n Sm (X1, xn)
Esgilt: f(y) = f(x)+aly—x)+o(y—x)
fK) fi(x) —Vfi(x)— Y1 — X1
e = N : D | +olr—x)
fm(y) fn(x) —V fin(x)— Yn—Xn

Dem liegt eine komponentenweise Betrachtung

fi(y) = fi(x) + Vfi(x) (y — x) + 0i(y — x)

zugrunde. Damit sehen wir ein, dass die darstellende Matrix A zur linearen Abbildung a(-)
die Gestalt
—V/i(x)—

Df :=A= : (Jacobi-Matrix)
S v/ fm ( x)_
hat. D.h. wenn A = (a;;); j S0 ist a;j = 0y, fi(x); der Zeilenindex gibt also die Komponente
von f an, die abgeleitet wird, der Spaltenindex die Variable, nach der abgeleitet wird.

fi(r)
Fallsn=1, m > 1ist, gilt: Df(t) = 3, f(¢t) = : € RimD
fn(2)
Falls n > 1, m = 1ist, gilt: Df(x) = Vf(x) = (31 f(x), ..., Ouf (x)) e R

Beispiel 5.9 (n =2, m = 2) Es gilt folgende Beziehung:
A

YT x(r,@) =rcos¢

y(r, @) =rsing

Definieren wir die zugehorige Abbildung:

rsin @

f:IR2 — s R?%; (r,@) — ( reoso )
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5.3 Vektorwertige Abbildungen vom R in den R"™

Als Jacobi-Matrix erhalten wir:
% 3—’“ cosQ —rsin@
_ r ¢ — -
Df_(ﬂ ﬂ>_(singo rcosq))
Anwendung: Auswirkung von Storungen im Radius r und im Winkel ¢ auf die Position:

iranaran )= (508 ) (oo remeran ) (5, )

Df(mp)( gr )
I

Der Effekt von Storungen in @ ist von hoherer Ordnung.

y ist sensitiv gegeniiber Storungen in Q.

X ist sensitiv gegeniiber Storungen in r.

Ein weiteres Beispiel finden Sie in Aufgabe 5.14.

Satz 5.10 (Kettenregel) Sei f : R" — R” differenzierbar, g : R* — R" differenzierbar,
dann ist fog: RK —s R™ differenzierbar und es gilt

D(fog)(x) = (Df)(g(x)) Dg(x) (Matrizenmultiplikation).

eRmk eRrmn eRmk
Beweis:
fy+w) = fO)+Dfy)w+or(w)
A
glx+v) = g(x)+Dg(x)v+og(v)
B
= (fog)lx+v) = f(glx)+Bv+og(v))

EY flg(x) +ABY+0(v)) + 07 (Bv+ 0g(v))
= (fog)(x) +ABv+Aoy(v) +0/(Bv+0g(v))

v)

4

S

mit AB = (Df)(g(x)) Dg(x).
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5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

Es bleibt zu zeigen: % 1 0 fiirv — 0. Es gilt:

o(v)  Aog(v) op(Bvtog(v)) 0g(v) o0p(Bvtog(v)) [[Bv+os(v)] v—=0

= = —0

vl vl v il AIBv+o,Il V]
S—— ~~ ~~

g B el

v v
——

<C v—0

—0

Beispiele 5.11 (i)

acost

( bsint )’

¢g:R—R?>, 1—
= /X2 +y2,

f:R? R, (’y‘

(fog)'(t) direkt berechnet:

b
fog:R—R, t — Va2cost + b2 sin’t, /\
(f )’(t) —a?cost sint + b?sint cost “\‘/0
Og =
Va2 cos2t + b2 sint s

Fallsa=b=1: (fog)(t)=1und(fog)(t)=0
(f o g)/(t) mit Kettenregel berechnet:

_ —asint (x,)
pet) =40 = (oot ) DI = Vs =<2
= (60 = I ()2 (rog) 0

(ii)

g:RF—R" gx) = z+Bx mirzeR" Be R"
f:R"—R" f(y) = w+Ay mitweR" AecR™
(fog):RE—R™ (fog)(x) = wHA(z+Bx) = (w+Az)+ABx

/.8, f og sind affine Funktionen und es gilt

D(fog)=AB=DfDg.
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5.3 Vektorwertige Abbildungen vom R in den R"™

Beliebige Richtungsableitungen Betrachte f: R” — R, dann gilt:

o f(x) = af(x+1v)|_g
g(t)=x+tv
(gR—R")

V£(g(0))g(0)=Vf(x)v=gradf-v (Richtungsableitung)

Folgerung 5.12 Seien f,g: R" — R" differenzierbare Abbildungen und f sei die inverse
Abbildung zu g, d.h. (f og)(x) = x; dann gilt

(Df)(8(x) = (Dg(x))~".

Notation 5.13 g~ ! :=f (vgl. Umkehrfunktionen in 1D)

Bemerkung 5.14 Man kann zeigen, dass es geniigt anzunehmen, dass Dg(x) nicht singuliir
ist, um zu folgern, dass fiir eine Umgebung U von x gilt, dass f = g~" auf g(U) existiert
und dass fiir y € g(U) gilt, dass f differenzierbar ist und (Dg(f(x))) = (Df)(g(x))~L. (vgl.
Satz 13.25)

Merkregel 5.15 D(g~ ') = (Dg) !
Achtung: Die Auswertung erfolgt mal im Urbild, mal im Bild.

1 fallsi=j,
0 sonst,

ist Did =1 € R™". Mit der Kettenregel erhalten wir aus 1 = D(fog)(x) = (Df)(g(x)) Dg(x)
die Behauptung.

Beweis: fogistdieidentische Abbildungid: R" — R",x+ x. Da dy;x; =

Beispiele 5.16 (i) ( g ) > ( X(r, ¢) ) = ( reose )
¢ y(r.9) rsin @
Achtung: Diese Abbildung ist nicht global invertierbar (r = 0 ~~ @ ist beliebig,
ferner sind sin und cos 27-periodisch), aber fiir r # 0 ist sie lokal invertierbar.

-1 . —1
r\ x [ cos¢p —rsing
Dvy) < ¢ ) = Dirg) ( y ) N ( sing  rcos )

r 1 rcos@ rsin@ cos @ sin @
= Dy - ) : = Lo 1
’ ¢ r(cos? @ +sin“ @) \ —sin@ cos¢@ —sin@ .cosQ

X Yy
_ ( \/x2+y2 \/x2+y2 >
y X

T2 202
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5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

(ii) Spiegelung, vgl. Beispiele 4.11 (iii)

flay) = x_zvﬁ’i,‘,? = h(x)+(go)(x) (v fest)
(wobei h(x) =x, g(t) = H Hzt I(x)=x-v)
Dxf(x,v) Ketteiregel Dh + VI
= 12 V)= 2™ kv
VI —~— Ivi> '
v

Matrix zu f (linear)

Nun betrachten wir v als Variable und halten x fest:

n
2v; (Zl vjxj>
]:
T I U A
l l [v[[*
Produktregel Ou(v-x)  vixg v,-(v-x)ZVk)
= 0, fi = 0— 2( + —
‘ || 12 HVH2 (v-v)?
(v-x)2va>
D.f = 2(
! v H2 || H2 [v[*
T
= vxl +(v-x)R mitR=1—2—>—
T ) Bk

5.4 Die Geometrie von Funktionsgraphen
Betrachten wir nun genauer die Graphenabbildung: Zu f: R — R ist Gy : R —
R?,G r(x) = ( fzcx) > eine Kurve die den Graphen von f beschreibt. Die Gerade im R?,

die (fiir differenzierbares f) im Punkt < ZC ) ) eine Tangente an den Graphen ist, hat die

f(x

{(fch) )”(f’@))‘“ﬁ}’

( ! ) = G'(x) ist ein Tangentialvektor an den Graphen.

Form

f'(x)
Um dies auf Graphen skalarer Funktionen iiber dem R” zu verallgemeinern, sei f : R" —
R; x — f(x) gegeben. Dann definieren wir

X1
G :R”—>]R"+1;xr—>< ; ) S SN : )
! f(x) x Xy
n f(xl,...,xn)
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5.4 Die Geometrie von Funktionsgraphen

= DGy(x) = e R, ’

Beispiel 5.17

fly) = 2+y%, VExy) = (2x,2y),

1 0
DGy = 0 1
2x 2y

Hier sind die partiellen Ableitungen von Gy (d.h. die Spalten von DGy) die Richtungsvek-
toren der Tangentialebene:

1
Im Punkt (0,0) ist die Tangentialebene  span 0 |, 1 ,
0
1 1 0
Im Punkt (1,0) ist die Tangentialebene 0 | +span 01,1
1 2 0

1 0
Dabei sind | O | und | 1 | sowie alle ihre Linearkombinationen die Tangentialvek-
2 0
toren an den Graphen im Punkt (1,0), die Menge aller Tangentialvektoren ist also der
1 0
Untervektorraum span 0], 1 des R3. Dieser unterschiedet sich von der Tan-
2 0
1
gentialebene lediglich durch die fehlende Verschiebung um den Vektor | 0
1

Allgemein bezeichnet man den affinen Teilraum des R”, der den Graphen in einem Punkt
tangential beriihrt, als affinen Tangentialraum, den Untervektorraum aller Tangentialvekto-
ren (der also durch den Ursprung verlduft) als Tangentialraum.
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5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

Definition 5.18 (Tangentialraum an den Graphen)

([ 1 0 \]
0 :
T(x,£(x))Gf = span : yeees 0
0 1

\ of nf J

ist der Tangentialraum an den Graphen von f im Punkt (x, f(x)), ein n-dimensionalen
Untervektorraum des R,

@ oo X
T ©r = ( £(x) )+T<x,f<x>>Gf

ist der affine Tangentialraum an Gy, ein n-dimensionaler affiner Unterraum des R". Dabei

sind e|,~ fiir i = 1,...,n die Tangentialvektoren (zu den Koordinatenrichtungen). Es
9if
gilt
| | |
AT N I B I S
f(x+ he;) f(x) dif

Tangente an Gy fiir variierendes h

Ein weiteres Beispiel finden Sie in Aufgabe 5.8.

Lemma 5.19 (Normalenvektor) Der Vektor

1 —grad
N(x) — > g’ f
V14 | grad ]
+1

steht senkrecht auf T(, r(,))Gr und hat die Léinge 1.
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5.4 Die Geometrie von Funktionsgraphen

Beispiel 5.20
flry) = P4y
0
N(0,0) = 01,
1
_2
NG
N(1,0) = 0
1
7
Ein weiteres Beispiel finden Sie in Aufgabe 5.8.
Beweis:
Es gilt|[N(x)|| = +/N(x)-N(x) (.- = Skalarprodukt im R"*1)
(—gradf)-(—gradf)+1-1
1+ ||grad f]]2
= 1,
und N (x) ( ¢ ) : (—grad f- e, +1;f)
. — _ e ,
Jif 1+ ||grad f]]? %}—5 l
= 0.
= Beh.
O
Beispiel 5.21 Betrachte
/\ f(xvy) - (x_l)z_(y_1)27 dann gllt
P
// /\\ ) Vf()@y) = (2(x—1),—2(y—1)),
o/ 1 —2(x—1)
O N X, 2(y—1
. (®) V1+Hd(x—1)2+4(y—1)2 (yl )

Im Punkt (1,1) gilt N(1,1) = es.

Lemma 5.22 (Notwendige Bedingung fiir lokales Maximum oder Minimum)
f: R" — R sei differenzierbar und f habe in x € R" ein lokales Maximum oder Mini-
mum, dann gilt:

grad f = 0.
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5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

Beweis: 7 — f(x+1v) hat ebenfalls ein Extremum fiir # = 0 und alle v € R” (= in allen
Richtungen), d.h. aber
df(x+1v)=0 firt =0.

Mit der Kettenregel fiir (fog) mit g(t) =x+tv(g: R — R") folgt:

|
af(x+1v) = (—Vf—) | g(0) | =gradf-v=0
|

fiir alle v (insbesondere fiir v = grad f).

= 0 = grad f - grad f = ||grad f||> = grad f = 0.

O f(x+1v)]—g
(fog)(t)
1%
(]
Beispiel 5.23
Wir suchen unter allen Dreiecken, deren Eckpunkte cos
auf dem Einheitskreis liegen, das mit dem maximalen ( sin¢ )
Flicheninhalt.

Da Drehungen um den Ursprung die Fldche nicht dn-
dern, konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit annehmen, dass ein Eckpunkt auf der x-Achse

liegt, also die Koordinaten (1,0)T hat. Da alle Punk- (

O =
N———

te auf dem Einheitskreis liegen, lassen sich die beiden st
anderen Punkte als (cos @;sin®)” und (cos ;sin0)7 < sin6 )
darstellen. Dabei sind ¢,0 € [0,2).

Die (vorzeichenbehaftete) Fliche ist dann

1 coso—1 sing
A((p,G)—Edet( cos@—1 sin6 )

1

= E(COS(psinG —sin@cos +sing —sin6)
1

= E(sin(@ — @) +sing —sin#).

198



5.5 Stetigkeit und Diftferenzierbarkeit

Als partielle Ableitungen ergeben sich

1
dpA(9,0) = 5(— cos(6 — @) +cos (p),

A (0,0) = %(cos(@ )~ cos).

Da an den Extremstellen dpA(@,0) = dgA(@,0) = 0 ist, muss cos@ = cos0 sein. Da
0,0 € [0,27) liegen, ist entweder ¢ = 0 oder ¢ =21 — 6.

Im ersten Fall ist cos ¢ = cos 0 = cos0. Da ¢,0 € [0,27), bleibt nur ¢ = 6 = 0. Anhand
des Vorzeichens der Funktion A iiberlegt man sich, dass dies ein Sattelpunkt ist.

Im zweiten Fall ist cos(@) = cos(2mw —2¢). Da ¢ € [0,27) liegt, ist 2w —2¢ € (—27m,27].
Damit ergeben sich also die Moglichkeiten

« 2m—2¢ = @: Also ¢ = 37, 6 = 3.

* 2 —2¢ =21 — @: Also ¢ =0, 6 =27, nicht innerhalb des betrachteten Intervalls.
* 2 —2¢ = —@: Also ¢ = 27, nicht innerhalb des betrachteten Intervalls.

« 2m—2¢ =21+ ¢: Also ¢ = 37, 6 = 3.

Damit ergibt sich das gleichseitige Dreieck als Minimal- und Maximalstelle (abhdngig von
der Orientierung der Punkte hat die Fldche dabei unterschiedliches Vorzeichen).

5.5 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Nach diesen konkreten Rechungen betrachten wir noch die allgemeine theoretische Ein-
ordnung mehrdimensionaler Funktionen in die Begriffe Stetigkeit und Differenzierbarkeit:

Definition 5.24 (Stetigkeit) Eine Funktion f : R" — R™ heift stetig in x € R", falls fiir
jede Folge (x(k))k N mit x*) € R" und ||x —x® I 20 gilt
€

1£(x) — £:®)] o,

(Vgl. Definition 2.9 zur Stetigkeit skalarer Funktionen in 1D)

Bemerkung 5.25 (i) Der Stetigkeitsbegriff wird auf den Konvergenzbegriff fiir Folgen
im R" zuriickgefiihrt. Die Konvergenz von Folgen im R" kann man auf zwei Weisen

betrachten:
e X
1 1
« Eine Folge (x)), = : im R" konvergiert gegen x = : |, falls
MO, X,
n k
alle Komponentenfolgen (xgk))k (dies sind gewohnliche Folgen reeller Zahlen)
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5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

gegen die entsprechende Komponente x; von x konvergieren. Diese Variante
haben wir bereits auf Seite 61 verwendet, um stetige Funktionen in hoherer
Dimension einzufiihren.

« Eine Folge (x")), im R" konvergiert gegen x, falls der Abstand ||x'¥) — x| | (eben-
falls eine Folge reeller Zahlen) gegen Null konvergiert. Die obige Definition
verwendet diese Defintion von Konvergenz im R".

Beide Sichtweisen sind gleichwertig.
(ii) Mit beiden Ansdtzen sieht man leicht, dass die Funktion auf Seite 183 in der Tat

nicht stetig ist. Wenn man mit (wie dort vorgefiihrt) verschiedenen Folgen gegen den
Nullpunkt lduft, so ergeben sich bei den Funktionswerten verschiedene Grenzwerte.

Auch in hoherer Definition ergibt sich ein dquivalenter Stetigkeitsbegriff wie folgt:
Fiir x € R" sei

Be(x) :={y e R"||ly—x|| < &} (e-Kugel bzw. e-Ball um x).

Eine Funktion f : R" — R™ heifit stetig in x € R”, falls zu jeder &€-Kugel B¢(f(x)) im
R™ um f(x) eine 8-Kugel Bg(x) im R” um x existiert, so dass

f(Bs(x)) :={y € R" |y = f(x),x € Bs(x)} C Be (f(x))-

Es wird also gefordert, dass es zu jeder Kugel B¢ (f(x))mit Radius € um den Punkt f(x) eine
Kugel Bg(x) mit Radius § existiert, deren Abbildung in den Bildraum von f (“f(Bg(x))*)
innerhalb besagter Kugel B¢ (f(x)) liegt.

Nachweis der Aquivalenz: analog zum 1D-Fall. (v')

Folgerung 5.26 Wir erhalten somit direkt:
» Verkettungen f o g stetiger Funktionen sind stetig.
* Produkte (-, X, Matrix-Vektor) stetiger Funktionen sind stetig.

» Summen stetiger Funktionen sind stetig.

Satz 5.27 (Differenzierbarkeit und Stetigkeit) Eine differenzierbare Funktion ist stetig.
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5.6 Nullstellen nichtlinearer Funktionen in hoherer Dimension

Beweis: Es gilt:

(xe) = f(x)+Df (x) (x — x) + 0(x —x)
= || f(xx) = f(x)] = IDf (x) (xi — x) + 0(xx — x)||
Dreiecksungl.
< (DA =]+ ol =)l
< Clx — x| 20

zB.C=n max |0;fi(x)|
i,j=1,...n

1*270im R

= Falls ||x; —x|| “Z70in R”, so folgt || f(xx) — f(x)

O

5.6 Nullstellen nichtlinearer Funktionen in hoherer Dimension

Sei f: R — R™ gegeben. Gesucht ist die Nullstellenmenge

Ny = xR f(x) = 0}.

Beispiele 5.28

Nr = {x| f(x) = 0} ist die Niveaumenge zum Wert 0.

flx,y) = x? —|—y2 —1 = A% = Kreis um den Ursprung ( 0 ) mit Radius 1.

0

gx,y)=(x—12+y"-1 = Ng = Kreis um <(1)> mit Radius 1.

h(x,y) = (g(;’i)) = N, = Schnittmenge der beiden Kreise.

n=3m=2
0
flyz)=x>+y*+22—1 = N; = Kugelum | 0 | mit Radius 1.
0
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5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

1
gle,y,2)=(x—1)2+y*+22—1 = A;=Kugelum | O | mit Radius 1.
0

h(x,y,z) = ({;) (x,y,2) = Ay, = Schnittkreis der beiden Kugeln.

|
| /‘\
‘ U
(x,y,z) = by + cz (Ebene durch den Ursprung 0 mit Normale ;(O,b, c)l)

e
f

h(x,y,2)=| g | (x,y,2) = A}, = Schnittpunkte des obigen Schnittkreises mit der Ebe-
[

n=3m=3

0

: _ 1
ne durch O mit der Normalen N = N

Betrachten wir nun die Nullstellenbestimmung mittels Newtonverfahren im
R™: Sei f:R" — R"; x — f(x) gegeben. Gesucht ist ein x* € R” mit f(x*) = 0.
Ansatz:

) =f(x)+Df(x)(y —x) +o(y —x)

affine Abbildung

Statt x* mit f(x*) = 0 zu suchen, suchen wir zu einem festen x ein y = y(x) mit

fE)+DfX)(y—x) =0 & Df(x)(y—x)=—f(x).

Nehmen wir an, dass D f(x) invertierbar ist, dann kann das obige Gleichungssystem gelost
werden und die Losung ist

y=x—Df(x)"" f(x).

Wie im skalaren Fall iterieren wir dies:

Schema 5.29 (Newton-Verfahren im R")
Zumeinem Startvektor x° berechne iterativ

xk+1 _ xk _Df(xk)flf(xk)

(Vgl. skalarer Fall: x*1 = xk —

Jg&@)) (siche Abschnitt 2.5)
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5.7 Ubungen

Im Algorithmus: Man berechnet nicht die inverse Matrix, sondern 16st das Gleichungssy-
stem

Df(x)z = —f(x)

S R S (z =¥ ).

5.7 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 5.1 Skizzieren Sie die Kurve

() = ( cost ) t €[0,2m).

sint

/3

Berechnen Sie die Geschwindigkeitsvektoren an den Stellenz =0, 7, 7, %71: und tragen Sie

diese in die Skizze ein.

Anwesenheitsaufgabe 5.2 Skizzieren Sie die Kurve
[ cos(2mt)
1) = ( sin(27r) ) FE ()
113

Berechnen Sie die Geschwindigkeitsvektoren an den Stellen z = 0, 4, 5, 7 und tragen Sie
diese in die Skizze ein.

Anwesenheitsaufgabe 5.3 Skizzieren Sie die Kurve

cos(2mt)

y(t):(Z—t)( sin(27) ) te0,1).
1 1 3

Berechnen Sie die Geschwindigkeitsvektoren an den Stellen = 0, 4, 5, 7 und tragen Sie
diese in die Skizze ein.

Anwesenheitsaufgabe 5.4 Fiir f(x,y) = x3y+exy2 berechne man f, fy, fo foys fros
Jfyx. Dabet ist fy die partielle Ableitung nach x, fy, die zweite partielle Ableitung, wobei
zuerst nach x und danach nach y abgeleitet wird usw.
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Aufgabe 5.5 Gegeben sind die Funktionen
a) f(x1,%) =x1 +x3
b) glx1,x2) = 327 +x3

Zeichnen Sie die 1 —Niveaulinie. Berechnen Sie die Gradienten der Funktionen an den vier
Stellen der Form (x;,0), (0,x;) und an den vier Stellen der Form (x1,x;), (x;, —x;), die auf
der 1—Niveaulinie liegen. Skizzieren Sie jeweils die 8 Gradienten als Vektoren, die in den
zugehorigen Punkten starten.

Aufgabe 5.6

a) Wenn f: R" — R richtungsdifferenzierbar in allen Richtungen x;, i =1, ... n ist, dann
ist f total differenzierbar. jaOd nein O

b) Wenn f: R" — IR total differenzierbar ist, dann ist f richtungsdifferenzierbar in allen
Richtungen x;,i =1,...n. jad nein O

c¢) Wenn f: R" — R total differenzierbar ist, dann ist die Jacobimatrix A € R™! ein
Spaltenvektor. jand nein OJ

d) Wenn f: R" — R total differenzierbar ist, dann ist die Jacobimatrix A € R ein

Zeilenvektor. jad nein O
e) Wenn f: R" — R total differenzierbar ist, dann ist die Jacobimatrix A = 0. jamd
nein O

f) Wenn f: R" — R total differenzierbar ist, dann enthilt die Jacobimatrix die partiellen
Ableitungen. jad nein O

g) Wenn f: R" — R total differenzierbar ist, dann steht in der Jacobimatrix an einer
Stelle 4 und an allen anderen O. jad nein O
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5.7 Ubungen

Aufgabe 5.7 Betrachten Sie die beiden Funktionen

fGxi,x2) = max(|xi], |x2[)

5 (bl +lxe| +lxi] = eaf])  und
glxi,x2) =[x+ |xf.

a) Bestimmen und beschreiben Sie die Niveaumengen
N.(f) = {(x1,x%2) € R?| f(x1,x2) =r} und
Ni(g) = {(x1,%2) €R? | g(x1,x2) =r} .

Fertigen Sie auch eine Skizze einiger Niveaumengen an.

b) Bestimmen und beschreiben Sie den Graphen der Funktionen f und g. Skizzieren Sie
die Graphen ebenfalls.

¢) In welchen Punkten sind die Funktionen f,g differenzierbar bzw. in welchen Punkten
sind sie nicht differenzierbar?

Tipp: Man kann dies anhand des jeweiligen Graphen erkennen!

Aufgabe 5.8 Betrachten Sie die Funktion

flx,y)=+v1—x2—y2, mit X4y <1
a) Worum handelt es sich bei dem Graphen dieser Funktion?
b) Berechnen Sie V f(x,y).

¢) Bestimmen Sie den Tangentialraum T(, , ¢(, )Gy an den Graphen von f in einem
beliebigen Punkt (x,y, f(x,y)).

d) Bestimmen Sie die Normale N(x,y) an den Graphen von f in einem beliebigen Punkt
(x,)-

e) Geben Sie T, f(x))Gr und N(x,y) fir (x,y) = (0,0) und (x,y) = (3,0) an.

Aufgabe 5.9 Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentialebene an den Graphen der
Funktion f : R? — R, (x,y) — f(x,y) = 2ycosx -+ y*x im Punkte (0,1, f(0,1)).
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5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

Aufgabe 5.10 Betrachten Sie die Funktion f : R> — R, die durch f(x,y) = xy definiert
ist.

a) Zeichnen Sie die Niveaumengen von f zu den Werten -1, O und 1.

b) Zeichnen Sie die Graphen der (eindimensionalen) Funktionen, die sich fiir y = x und
y = —x (d.h. als Schnitte entlang der Winkelhalbierenden) ergeben.

¢) An welchem Punkt ist gradf(x,y) = 0?

d) Handelt es sich dabei um ein lokales Maximum, ein lokales Minimum oder keines
von beidem?

Aufgabe 5.11

a) Seien f:R? — R und g : R? — R? definiert durch f(x,y,z) := x> +y> +z> und
g(x,y) := (x* —tan(y),sin(x — y),cos(x — y)). Wo ist & := f o g differenzierbar? Be-
rechnen Sie (f og)’(x,y) sowohl unter Verwendung der Kettenregel als auch durch
direkte Ableitung der zusammengesetzten Funktion A(x,y) := f(g(x,y)).

b) Man berechne mittels der Kettenregel die Ableitung der Funktion 2 = go f an der
Stelle (1,1), wobei:

4x 4x3y3 4 y12
.2 2 e y . y Ty
fag‘R — R ) f(xvy) 0= ( zxyZ ) ; g(xay) 0= ( 3x4 :

c) Seien A := (0,1) x (0,27), g: A — R? und f : R? — R3 gegeben durch

r Cos @ z—y
g(r,p):=1| rsing und fx,y,2) = 2x+3y—4z
(0} 2008xy

Bestimmen Sie (f o g)'(r, @) mittels der Kettenregel. Was stellt g(A) dar?

d) Man berechne mittels der Kettenregel die Ableitung der Funktion 4 = go f an der
Stelle (1,1), wobei f : R? — R3 und g : R? — R? definiert sind wie folgt:

4xy 3 5,12
5
flx,y):= | 5x*+5y g(x,y,2) := ( e 4§3+Z )

2x%y
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5.7 Ubungen

Aufgabe 5.12 Betrachten Sie die beiden Funktionen

rcost
y() = rsint und
ht

d(x1,x,x3) = \/x%—kx%—f—x%,

wobei A, r positiv seien und 0 < ¢ < 67 gelte. Berechnen Sie die Ableitung der Funktion

a) direkt, d. h. indem Sie zuerst f(r) berechnen und danach f(z).
b) mit Hilfe der Kettenregel.
c) Beschreiben Sie die durch y(¢) gegebene Kurve im R3 und skizzieren Sie diese Kurve.

Aufgabe 5.13 Berechnen Sie die Jacobi-Matrizen der folgenden Funktionen:
a) Sei f:R? — R? mit

_ (cos(3xz) +y* +yIn(1 +x)
f(X,y,Z) - ( 3Xy2 —|—4ZSIII(y) :
b) Seig:R> — R mit

g(x,3,2) = (4x*yz+5tan(z)) .

Aufgabe 5.14 Berechnen Sie die Jacobi-Matrix und deren Determinante der Abbildung
F:R’— R,
rsin ¥ cos @

F(r,9,9):=| rsindsing
rcos ¥
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5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

Aufgabe 5.15 Betrachten Sie die Funktion

sin @ cost
y(t) := | sinasint | ,
cos o

wobei o € (0, ) fest gewihlt sei und 7 € [0,27] sei.
a) Zeigen Sie, dass

V() €S*:={(x,5,2) e R? | +y*+ =1}

gilt fir alle ¢ € [0,27].
b) Berechnen Sie ¥/ (¢), Y’(¢) und ¥ (¢) x ¥'(¢).
c¢) Zeigen Sie, dass der Vektor

— sin & cost
N(t):=| —sinasint
—Cos o

fiir alle 7 € [0,27] orthogonal zu ¥/ (¢) ist und, dass gilt N(¢) ist orthogonal zu ¥/ (¢) x y'(¢)
genau dann, wenn @ = % ist.

Bemerkung: ¥(¢) beschreibt einen Breitenkreis der Einheitssphire S? im R? (Aufgabenteil
a)!). Der Vektor N(¢) hat die Linge eins und ist normal an S2, d. h. er steht senkrecht zur
(jeweiligen) Tangentialebene. Ausserdem ist er orthogonal zu ¥'(¢) und damit ebenfalls
normal zur Kurve y(¢) (Aufgabenteil c)!). Die Bedingung

N(®)- (Y (1) x¥'()) =0

aus Aufgabenteil c) charakterisiert Geoditische (oder geoditische Linien). Fazit bzw.
Schlussfolgerung hier: Nur der Aquator (d. h. ¥(¢) fir a = Z) ist ein Breitenkreis und
eine Geoditische von S?!

All dies wird im dritten Semester in der sogenannten Differentialgeometrie ausfiihrlich
behandelt. Dort werden wir dann auch einsehen, dass nur Grosskreise (dies sind gerade die
Kurven, die durch Schnitt der Einheitssphire S? mit einer Ebene durch den Ursprung im
R3 entstehen) Geoditische sind.
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5.7 Ubungen

Aufgabe 5.16 Thema: Differenzierbarkeit

a) Was bedeutet fiir eine Funktion f : R” — R, dass f an der Stelle xo € R" differen-
zierbar ist?

b) Wie hidngen Differenzierbarkeit und Stetigkeit zusammen?

¢) Welche Voraussetzung an die partiellen Ableitungen impliziert die Differenzierbar-
keit?

d) Welche geometrische Interpretation hat der Gradient von f an der Stelle x(?
e) Wie berechnet man den Gradienten?

f) Was besagt der Satz von Schwarz?

g) Was ist eine Richtungsableitung?

h) Was ist ein lokales Minimum bzw. ein lokales Maximum einer Funktion vom R
nach R?

i) Welches Gleichungssystem muss man l6sen, um solche lokalen Extremwerte zu fin-
den?

j) Was ist eine positiv (bzw. negativ) definite (n x n)-Matrix?
k) Was ist die Hesse-Matrix einer Funktion f : R" — R?

1) Was folgt, wenn der Gradient an einer Stelle xo im Innern des Definitionsbereiches
verschwindet und die Hessematrix dort positiv definit ist? Was gilt, wenn sie dort
negativ definit ist?

Aufgabe 5.17 Thema: Differenzierbarkeit bei vektorwertigen Funktionen

a) Wie ist Differenzierbarkeit fiir Funktionen von IR” nach R" definiert?
b) Nennen Sie ein hinreichendes Kriterium fiir Differenzierbarkeit!

¢) Was versteht man unter der Jacobimatrix einer differenzierbaren Abbildung an einer
Stelle xg?

d) Was besagt die mehrdimensionale Kettenregel ?
e) Sind differenzierbare Abbildungen immer stetig?
f) Wie sind Polarkoordinaten im R? definiert?

g) Was sind Kugel-, was Zylinderkoordinaten ?
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5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

Aufgabe 5.18 Konstruieren Sie die Parametrisierung der abgebildeten Kurve. Diese ent-
steht, indem einen festen Punkt auf einem Kreis von Radius 1 markiert, wobei der Kreis
gleichméBig mit Geschwindigkeit 1 die x-Achse entlang rollt. Zur Zeit ¢t = 0 befindet sich
der markierte Punkt im Ursprung.

=

a) Geben Sie zunichst die Parametrisierung der Kurve an, die die Bewegung des Kreis-
mittelpunktes beschreibt.

b) Geben Sie anschlieBend die Parametrisierung der Kurve an, die die Bewegung eines
Punktes auf einer Kreisbahn um den Ursprung beschreibt. Beachten Sie die korrekte
Drehrichtung und den Anfangspunkt.

¢) Geben Sie die Parametrisierung der oben abgebildeten und beschriebenen Kurve an,
indem sie die Losungen aus Aufgabenteil a) und b) addieren.

d) Berechnen Sie den Betrag der Geschwindigkeit.

e) Bestimmen Sie den Wert und die Lage des Maximums und des Minimums der Ge-
schwindigkeit auf dem Intervall [0,47].

Aufgabe 5.19 Bestimmen Sie die Gleichung des Tangentialraumes an den Graphen der
Funktion f : R? — R, ( § ) — f(x,y) = 2x+5y*x im Punkte (2,1, f(2,1)).

Aufgabe 5.20 Gegeben seien die Funktionen

f:R*>— R? (i)wf(x,y)Z( ST )

x> —2y%x
X
In(1+y%) +z
:R3 — R2 —(* .
g > i — g(x,y,2) ( ) Ay

Berechnen Sie, falls existent, die Jacobimatrix D(f o g)(2,0,0) mit Hilfe der Kettenregel.
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Aufgabe 5.21

a) Man bestimme f, und f, fiir f(x,y) = y% — %

b) Man bestimme fyy, fyy, fry und fy, fir f£(x,y) = 2x* — 5xy +y* und f(x,y) =
sin(3x) cos(4y).

Hinweis: Dabei ist f, die partielle Ableitung nach x, fy, die zweite partielle Ableitung,
wobei zuerst nach x und danach nach y abgeleitet wird usw.

Aufgabe 5.22 Fiir f(x,y) = x> + xy + y*> bestimme man nach der Koordinatentransfor-
d af

mation x = 2r+s, y = r — 2s die partiellen Ableitungen of und —

or ds’

Aufgabe 5.23 Geben Sie durch jeweils eine Formel und eine Skizze den groftmoglichen
Definitionsbereich der folgenden Funktionen z = f(x,y) im R? an!

a) z=In(x? —y?) b)z=+vx*+y>—9
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6 Integration von Funktionen in einer Dimension

Fragestellung: Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Wir wollen die Fliche zwischen dem
Graphen der Funktion {(x, f(x)) |x € [a,b]} und der x—Achse bestimmen. Die Anteile von

Bereichen, in denen f negativ ist, sollen mit negativem Vorzeichen gewichtet werden.
fx)

W

i

N\ N

7
7

o

St

a

Spiter werden wir den Zusammenhang zur Differentiation herausarbeiten.

6.1 Definition Gber Riemann-Summen
Wir betrachten eine Zerlegung des Intervalls [a, b):

a=xg<x1<...<x,=b

h= max |x;—x;_1]
k=1,....n

I

In jedem Intervall [x;_1,x;] wihlen wir eine Zwischenstelle &, dann ist der Flicheninhalt
des Streifens
Sk={(xy) |1 <x<x,0 <y <[f(&)I}
gegeben durch
k-1 — x| - [ £ (&)

& & & &
xo=a Xy \‘ yL ‘ X3 b=xy

Den vorzeichenbehafteten Flicheninhalt konnen wir approximieren durch eine sogenannte
Riemann-Summe:

Sp= i J (&) (ke — xi—1)
k=1

Beispiel 6.1 (i) Betrachte

flx) = ¢ (konstante Funktion), dann ist
Sp = clx1—x0)+clxo—x1)+...+clx,—x-1)
= c¢(x,—x0) =c(b—a).
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6 Integration von Funktionen in einer Dimension

b
Wir schreiben.: / cdx=c(b—a)
a

(ii) Betrachte die identische Abbildung

f(x) = X, und wihle
k
& = xx=a+(b— a);, k=0,....n (diquidistante Unterteilung).
& k\ b—
=8y = Z(a—i—(b—a)—) a
k=1 n ,¢
R
alb—a) (b—a)? { [ n(n+1)
= n k k=
n n? kz’] ,;1 2
(b—a)’>n(n+1)
= alb—a)+ 5 "
n—sea (h—0) B (b—a)* 5, b da* 2ab
alb—a)+ 5 =ab a—|—2+2 >
B ¥ a?
- 2 2

(Hier haben wir die Funktion in beliebig viele beliebig kleine Intervalle unterteilt
und so beliebig genau approximiert.)
Wir schreiben

b ¥ a1
/a xdx = 5 —E(a-l-b)(b—a)

Geometrische Interpretation:

Definition 6.2 Eine Funktion heifit integrierbar (Riemann-integrierbar), falls es eine Folge
von Zerlegungen gibt, so dass unabhcingig von der Wahl der Zwischenstellen & die Folge
Sy fiir h — 0 (gegen denselben Grenzwert) konvergiert. Den Grenzwert bezeichnen wir
mit

/abf(x)dx

und nennen ihn das (Riemann-) Integral von f iiber dem Intervall |a,b].
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6.1 Definition iiber Riemann-Summen

Satz 6.3 Sei f: [a,b] — R stetig, dann ist f (auf [a,D)) integrierbar.

Beweis: Zunichst konstruieren zu beliebigem € eine Zerlegung, so dass fiir alle Wahlen
von Zwischenstellen fiir die entstehenden Riemannsummen gilt

S, — Sy <2¢e(b—a).

(Erinnerung: f ist stetig in x < zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0, so dass | f(y) — f(x)| < €
fiir alle y mit [y —x| < J.)

¢ {f(X‘

)

X
“

8
Wiihle also € fest, dann konstruiere eine Zerlegung des Intervalls [a,b] mit
a=xp<x;<...<Xxy
Beginne mit xy = a. Zu bereits gewihltem x;_; finde x; folgendermallen: f ist stetig in
Xi—1, d. h. es gibt &, so dass |f(y) — f(xx—1)| < € fiir alle [y —x;_1| < &:; wihle groft
mogliches &.

Wihle nun x; = x;_1 + %
Entweder ist irgendwann & so groB3, dass x;_| + % > b, dann setze n =k, x,, = b,

oder die Folge der x; bricht nicht ab. Sie ist monoton (da alle &; > 0) und beschrinkt
(durch b), konvergiert also gegen ein x* < b. Da aber f in x* stetig ist, kann man ein
positives §* wihlen, so dass |f(y) — f(x*)| < § fiir [y —x*| < 6*. Da andererseits

X — x*, giltx € (x* — %,x*] fiir geniigend groBes k.

Fiir alle y mit |y —x;| < % gilt auch [y —x*| < 6%, also | f(y) — f(x*)| < §. Ebenso gilt
|xi —x*| < 6%, also |f(xx) — f(x*)| < §. Zusammen folgt daraus |f(x) — f(y)| < €
fiir alle y mit |y — x| < %

Dabher gilt & > % (011 war ja groBtmoglich gewihlt), also

St L & &
Xk+1—Xk+T > X _Z—i_Z—x .

zur Monotonie von (xy).

Nun haben wir eine Zerlegung und auf jedem Intervall [x;_1,x;] gilt | /(&) — fx_1)| < €
fiir alle Zwischenstellen &, € [xx—1,%xk]. Betrachten wir also zwei verschiedene Zwischen-

stellen & und &, so gilt | £(&) — F(&)| < 2e.

215



6 Integration von Funktionen in einer Dimension

Das heilt aber, dass fiir zwei Riemannsummen Sy, S, dieser Zerlegung mit unterschiedli-
chen Zwischenstellen &, &, fiir k= 1,...,n gilt:

S, — Sy| < 2e(b—a)

Fiir jede Verfeinerung einer solchen Zerlegung (durch Anwenden des obigen Verfahrens
auf alle Teilintervalle [x;_1,x;]) und deren Riemannsummen S;; mit 4’ < h gilt ebenfalls:

|Sh - Sh/| < 2€(b — Cl)
Konstruieren wir nun eine Folge von Zerlegungen fiir € — 0 durch schrittweises Verfeinern,

so konvergieren die Riemannsummen demzufolge unabhingig von der Wahl der Zwischen-

stellen.
O

Bemerkung 6.4 Die Funktion

g:la,b) — R mit g(x) = f(&) auf [Xg—1,%)

heif3t Treppenfunktlonsapprox1mat10n zuf.

I s

Betrachten wir nun Regeln fiir das Integral und integrierbare Funktionen f, g auf
[a,b]:

(1) Linearitit (Addition):

/abf(x)dxnt/abg(x)dx: /abf(x)jtg(x)dx
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6.1 Definition iiber Riemann-Summen

(i1) Linearitit (Multiplikation mit Skalar):

[ erwar=c [ ras
/acf(x)dx—i—/cbf(x)dx:/abf(x)dx fira<c<b

(ii1) Additivitat:

(iv) Monotonie:

flx) <g(x) firallexé€[a,b] = /abf(x) dx < /abg(x) dx

Beweis: folgt direkt aus der Definition.

Satz 6.5 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Zu einer stetigen Funktion f : [a,b] — R und einer stetigen, nicht negativen Funktion
p:la,b] — R gibt es ein & € [a,b], so dass

[ repa=1@) [ ptoas

[pzlz /af<x>dx=f<é><b—a>}

Beweis: Sei m = min{f(x)|x € [a,b]},M = max{f(x)|x € [a,b]} (diese existieren, da f
stetig ist), dann

m< f(x) <M = mp(x) < f(x)p(x) < Mp(x)

:>m/ = /abmp(x)dx

< [
< bM p(x)dx
= M ’ p(x)dx

Falls [ f p(x)dx=0:| = alle Integrale in obiger Ungleichungskette verschwinden

-~ /abf(x)p(x)dx:o:f(g)/abp(x)dx fiir jedes & € [a, b].
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6 Integration von Funktionen in einer Dimension

Nun sei |, ab p(x)dx #0:|(dh. [ : p(x)dx > 0, also kann man die Ungleichungen dadurch
dividieren ohne das sich das Ungleichheitszeichen umdreht)

[ rea
/abp(x)dx -

N J/
-~

:;Q

Nach dem Zwischenwertsatz (vgl. Seite 57) gibt es eine Zahl &, so dass

= M dh Qe [mM].

1@=0 = 5@ [ o= [ rwpax

Fiir p = 1 hat die Zahl Q einen besonderen Namen:

Notation 6.6 Sei f : [a,b] — R eine integrierbare Funktion, dann bezeichnen wir

1

fi= b—a

b
JGLE
a
als (Integral-) Mittelwert von f auf [a, D).

Bemerkung 6.7 Ist f stetig, so gibt es ein & € [a,b], so dass f(&) = f.

Definition 6.8 Sei f integrierbar auf [a,b|, dann definieren wir:
a b a
/ Fx)dx = —/ A, / A)dx=0.
b a a
Damit gilt dann auch allgemein:
c b b
| t@ax+ [ rxax= [ rix)ax
a C a

6.2 Zusammenhang Integration und Differentiation

Betrachten wir nun den Zusammenhang zwischen Integration und Differentiation.

Sei f eine stetige Funktion auf einem Intervall |a,b] und xq eine feste Zahl aus dem Inter-
vall. Dann definiert

Flx) = / 0 F(t) dt
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6.2 Zusammenhang Integration und Differentiation

eine Funktion F : [a,b] — R. Wir nennen F eine Stammfunktion zu f.

Satz 6.9 (Zusammenhang Differential- und Integralrechnung) Die Funktion F ist dif-

ferenzierbar und es gilt

F'(x) = f(x)

Beweis: Betrachten wir den Differenzenquotienten

F h)—F 1 x+h X

(x+h) —F(x) _ —(/ f(t)dt—/ f(t)dt>
h 1\ s, s
1 X+h
= A ( / f (t)dt) (Integralmittel von f auf [x,x+ h])

X

B k 6.7
CMETMED T rE)  furein € € [vx+hl.
Fiir h — 0 konvergiert & = &(h) — x und wegen der Stetigkeit von f gilt

f(8) = f(&(h) = f(x).

Damit existiert aber der Grenzwert des Differenzenquotienten, also ist F differenzierbar

und es gilt F/(x) = f(x).

Satz 6.10 Sind F und G Stammfunktionen von f auf [a,b], d.h. F' = G’ = f, dann gibt es
eine Zahl C € R, so dass

F(x)=G(x)+C fiir alle x € [a,b].

Beweis: (F —G)'=F —G' = f— f = 0; mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
folgt, dass (F — G)(x) = C. Andernfalls gibe es ein & € [a,b] mit (F —G)’' # 0.

Bemerkung 6.11

F(x):/:f(t)dt, G(x):/bxf(t)dt - (F—G)(x)z/abf(t)dt

Notation 6.12 Wir schreiben F = [ f(t)dt (unbestimmtes Integral) (festgelegt bis auf eine
Konstante C) fiir eine beliebige Stammfunktion von f.
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6 Integration von Funktionen in einer Dimension

Satz 6.13 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Sei f : [a,b] — R eine
stetige Funktion und F : [a,b] — R eine Stammfunktion von f, dann gilt:

Beweis: F,(x) = [ f(t)dt ist nach obigem Satz Stammfunktion, also gilt F (x) = F,(x)+C
fiir alle x € [a, b]. Es folgt:

/abf(t)dt = F,(b) = F,(b) — Fy(a) = (F(b)+C) — (F(a) —C) = F(b) — F(a).

——
=0
U
6.3 Weitere Integrationsregeln
. xOt1
o [x%dx= fi 1
/x Y= ir o #
. /exdx: e, /cosxdx: sinx, /sinxdx: —CcosXx
1 1
. /x dx:/—dx:ln|x|
X
hierzu:
Erinnerung (Ableitung der Umkehrfunktion): (f~! (x))/ = ﬁ x=f()
In=exp ' (Umkehrfunktion) =0y (x) r=exply) _1 — 1
exp(y) x
\ ( = (infal)' = (n(—2)' = (1) =~
- —x X

/ dx .
. = arcsinx,
1 —x2

wobei arcsin die Umkehrfunktion zur Sinusfunktion auf (—7%, 7] ist.

hierzu:
siny = cosy = /1 —sin’y

1 1 x:iiny 1

sin'y  \/1—sinfy V1%

= arcsin’x =
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6.3 Weitere Integrationsregeln

dx arctan
. — X,
1+ x2
wobei arctanx die Umkehrfunktion zu tanx = 2= auf (—%, g) ist.
hierzu:
siny p cos? y+ sin? y )
tany = —— =tan'(y) = ————— = | +tan"y,
cosy cos-y
_ _ 33 T 7T
x=tany < y=arctan(x) firye (-%,5%),
1 1 - 1
= arctan’(x) = = > y=arctan(x) ;.
tan’(y)  1+tan®(y) 1+x

Weitere Integrale berechnen Sie in den Ubungen 6.1 und 6.6.

Folgerung 6.14
= 1

Es gilt Z — = oo,
n=1"

Eine Ahnliche Uberlegung finden Sie in Aufgabe 6.8.
Beweis: Betrachte
N—soo0

N+ ]
/ Sdr=In(N+1) Il =In(N+1) o
1

N 1 N+1
ferner gilt: Z -1 = / f(t)dt, wobei
n 1

n=1
f(t)=1fire e [n,n+1).
Insbesondere gilt f(7) > % und damit

N

1 N+1 N+1 .
Z‘:/ f(f)dtz/ ;dtzln(N—Fl)NiMx,.
n=1" 1 1

Damit folgt dann aber

N—roo
—> oo,

S| =

>
n=1
Siehe auch Beispiel 1.45.

Satz 6.15 (Substitutionsregel) Sei f : [c,d] — R eine stetige Funktion und ¢ : [a,b] — R
eine stetig differenzierbare Funktion mit ¢([a,b]) C [c,d]. Dann gilt

b ¢(b)
[rtowyewa= [ ris)as
¢ ¢(a)
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6 Integration von Funktionen in einer Dimension

Beweis: Sei F eine Stammfunktion von f, dann gilt

F(0() = F(0()e 1)
H tsat (P(b 7
B f(5)ds = F(p(6) ~ F(9la) = [ F(0(0)g' ().
o(a) “

D.h. hinter der Substitutionsregel verbirgt sich die Kettenregel aus der Differentiation.

Merkregel 6.16 Merke: s = ¢(t) = % = ¢/(t) = ,,ds = ¢/ (t)dt .

Beispiele 6.17

o(b)
1 1
/ —ds mit Substitution
¢(a)
b)|—In|@(a)| =In(b* +1) —In(a®> +1)

/b

= Info(

2t

dt =In(t*+1
= /t2+1 n(e+1)

(i)

—x B 1 . oo y =o(x)=1-x
= dx = 2\/_dy mit Substitution dy ——2xdx

/
= Vo) - Wp \/1—b2 Vi-a?
/
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6.3 Weitere Integrationsregeln

b cosb
. 1 : o s = cost
(iif) /smtcostdt =— / sds = —=(cos>b —cosa) mit Substitution | 4 :
2 I = —sint
a cosa

. 1
= /smtcostdt = —Ecoszt

. . . o s = sint _
(iv) Die alternative Substitution [ ds ] ergibt:
a = St
b sinb
. 1 . 2 .2
sintzcostdt = | sds= E(sm b —sin”a)
a sina
1, 1 1
= sintcostdt = —sin“t = ——cos“t + =
/ 2 2 2
~~
1 (sin*t-+cos?1)

=sin
) /ﬂdx _ / MCosydy mit Substitution [ )fz_x _ co);y }

dy
_ 2
= /cos vdy

(Additionstheorem: cos2y = cos®y — sin®y = 2cos*y — 1 = cos’y = %(cos(Zy) +1))

1 1
= §/cos(2y)+1dy: Zsin(2y)+%

(Additionstheorem: sin(2y) = 2cosysiny)

1 —siny 1
= E(cosysiny-l—y) = 3 (x 1—x2+ arcsinx) .
Anwendung:
Flache des Halbkreises: m Hmmm\
Xy =1 = y=V1-x*=

F - /jmdxé |
- 16-(D)-3 |

Weitere Beispiele finden Sie in den Ubungen 6.2 und 6.7.

(0+arcsin1 —0 — arcsin(—1)) {

Bemerkung 6.18
@ beschreibt eine Deformation des Integrationsintervalls. Falls ¢ monoton ist (¢’ > 0),
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6 Integration von Funktionen in einer Dimension

" reprisentiert @' (x) ~ @(x+h)—@(x)

( (:p die Transformation von Strehckenele-
FONT / menten (d.h. der Breite der Rechtecke
- - " der Riemann-Summe) aus dem In-
¢+ tervall |a,b] mittels der Deformation

(p(x+h)—@(x) =~ @' (x)h). Wenn man
bk xn B im Urbild integriert, muss man dies durch

g Anpassung der Grenzen beriicksichtigen.

Notation 6.19 Wir schreiben F(b) — F (a) = F(x)|2 = [F (x)]2 = F (x)[*=4.

Satz 6.20 (Partielle Integration) Seien f,g : [a,b] — R differenzierbare Funktionen und
f', g seien stetig, dann gilt

b

b
[ £ @gtds= - [ 1) 0 dx+ el

a

Beweis: Setze /i(x) := f(x)g(x), dann gilt

b b
s =l = [ W) dx= [ £@)g(x)+ F()g/ () dx = Beh.

a

D.h. hinter der partiellen Integration verbirgt sich die Produktregel aus der Differentiation.

Beispiele 6.21
o Jew (e[S 0]

— —/exdx+[xex]2: [ex(x—1)]2=>/xexdx:ex()€—1)-

a

f(t) =—cost, g'(r)=—sint

(if) /sintcostdt (setze [ f(tr) =sint,  g(t) =cost D

= —/(—cost)-(—sint)dt+(—cost)-cost = —/sintcostdt—coszt

. ) 1
= 2/smtcostdx: —coszt, /smtcostdx: —Ecoszt.
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6.3 Weitere Integrationsregeln

(i) /h “““’x:/b i (“”“H'(fcx))::x’, ﬁ'(g;l?xD
b

X

= —/ xl dx+ [xln(x)]z = [xIn(x) —x]z = /lnxdx:xln(x) —X.

x
Y
(iv) /arcsinxdx (serze | f(x) =x, g(x)=arcsinx |)
1
= — [ x———=dx+xarcsinx = xarcsinx+ /1 —x2.
/ V1—x2
/ _
da: (\/ 1 —x2> =7 a > (Substitution s = 1 —x%)
—x

Weitere Beispiele finden Sie in den Ubungen 6.2 und 6.7.

Anwendung der bisherigen Ergebnisse auf das Integrieren rationaler Funktionen:

Betrachte p(x) = ao+arx+axx® + ...+ apx”,
g(x) = bo+bix+bux*>+ ...+ by

Gesucht: / @ d
q(x)
m=0 /p(x)dx:aox+%x2+2—2x3+...+nj’_11x"+1
= y ix"“ (Polynome)
=i+l
n>m Mit Polynomdivision erreichen wir:
&: plx) + rx) mitre &, l<mund p € Z,_p,
q(x) = 4
— A
m=0
n<m

Damit haben wir den zweiten Fall auf die beiden Fille |m = 0 {und | n < m | zuriick-
gefiihrt. Es geniigt also noch den Fall zu betrachten.
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6 Integration von Funktionen in einer Dimension

Wichtige Fallbeispiele:

1
/ dx = In|a+x|

a-+x
/bixdx = —In|b—x| :lnm
/1—1x2dx - /(2(11+x)+2(11—x)>dx:%ln ii
/lj—cxz dx = /idy mit Substitution {%::12—;)6; s Ly }
= %ln(l—{—xz)
/1fx2dx = —%ln|1—x2|
/ 1_;)62 dx = arctanx vgl. Seite 221

Im Fall allgemeiner rationaler Funktionen zerlegt man nun die Funktion in eine Summe
dieser einfachen Funktionen:

Beispiele 6.22

(i) Nennerpolynome ohne reelle Nullstellen:

2x+1
—_——dx =?
/x2—4x+7 o
(x—2)%

Esist x> —4x+7=(x—2)>+3=3 ( 3+ 1>, d.h. wir wahlen fiir die Substitution

t:x;Z.
ek

(*—4x+7) = 3(2+1),

2x+1 2t 5 1
e I I e et
/x2—4x+7x 2+1 +\/§ 2 +1

5
= In(1+?*)+ —=arctant

v
= In (1 + (x—32) ) +%arctan (x;\/;) .

(ii) Nennerpolynome mit unterschiedlichen Nullstellen:

j—)’c :\%,x:\/gt—kZ,

2x+1=2V3t+5

/ 2x+5 de — / 2x+5 dx—/— 9 n 11 dx
2-5x+6 ) x-2)x-3) " J x-2 x-3

= —9ln|x—2|+11ln|x—3|

226



6.4 Ubungen

(iii)

Bestimmung der Koeffizienten A, B:

2x+5 B A . B
(x—2)(x—3) x—=2 x-3
x—3 x—3
2) A(x—3) +B:2X+5 x=3 B=11
x—2 x—2

Die obigen Konstanten A und B existieren und sind eindeutig festgelegt, da x —2 und
x — 3 eine Basis des (zweidimensionalen) &7\ sind, sich 2x+ 5 also eindeutig als
Linearkombination dieser beiden Polynome schreiben laesst.

Nennerpolynome mit doppelten Nullstellen: Das Vorgehen unter (ii) funktioniert so
nicht, wenn eine Nullstelle doppelt vorkommt. (Dann bilden die Linearfaktoren keine
Basis.) In diesem Fall muss man den doppelten Linearfaktor gemeinsam behandeln:

3x+2 x+2 A . B
x2—2x+1 (x—1)2 (x—1)2 x-1

mit A =5 und B = 3. Diese alternative Zerlegung ist moglich, da x — 1 und 1 eine
Basis von &1 bilden. Man erhdlt somit
5 3
——d / —d
/(x—1)2 e

5
———+3Injx—1|
x—1

/ 3x+2 d
———dx
x2—2x+1

Weitere Beispiele finden Sie in Ubung 6.4.

Bemerkungen 6.23 Analoge Zerlegungen existieren auch fiir rationale Funktionen, bei
denen der Nenner einen hoheren Grad als 2 hat.

6.4 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 6.1 Welche der folgenden Gleichungen sind richtig?

1 1
a) / W+ 2x——dx=0
1 3

1
b) / X+ 2xdx=0
—1

jad

jad

nein O

nein O
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6 Integration von Funktionen in einer Dimension

Aufgabe 6.2 Berechnen Sie die Integrale:

! 2
X
*d b /
) [reidx, b [
0

Tipp: a) mit partieller Integration, b) mit Substitutionsregel, c) mit partieller Integration

dx, c¢) /\/}dx.

1
oder unter Verwendung von /x = x2.

Aufgabe 6.3 Berechnen Sie folgende Integrale mit Hilfe partieller Integration:
b/
T
a) / ¢“sin (3x)dx, b) / sin*xdx ,
, 0
T 9
c) / sin’ xdx , d) / sin® xcos”xdx .
—T 0

Aufgabe 6.4 Berechnen Sie mit der Methode zum Integrieren rationaler Funktionen, die
in der Vorlesung beschrieben wurde, die Integrale

2x—1 2x—1
d
)/ e )/ g L

Aufgabe 6.5 Welche der folgenden Gleichungen sind richtig?

a) / sin (2x) dx = (sinx)? jaO nein O
b) / cos? (x) +sin? (x)dx = x jamo nein O
c) /Zxcosxdx = sin (x?) jaOo nein O
d) /x-exdx:x—ex jad nein O
e) / sin (2x)dx = = cos (2x) jaOd nein O
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6.4 Ubungen

Aufgabe 6.6 Welche der folgenden Gleichungen sind richtig?

T
a) / x*sinxdx =0 jad nein O
-7
b) / al dx=0 ja 0 nein [J
X =
_11+x? :
C) / al d 0 ja O nein O
X =
1142 ]
T
d) / x> cosxdx =0 jad nein O
—T

T
e) / V1+x2sinxdx =0 jaOo nein O
-7

Hinweis: Veranschaulichen Sie sich die zu integrierenden Funktionen und deren Symme-
trieeigenschaften. Es ist nicht sinnvoll, die Integrale jeweils explizit auszurechnen.

Aufgabe 6.7 Berechnen Sie die Integrale:
a) [F=dx,
b) [ 5z dx,

2T sinxcosx
C) f 1+0052 Troos2r X

Tipp: a), b) mit Substitutionsregel, bei c) betrachten Sie die Ableitung von 1+ cosx

Aufgabe 6.8 Zeigen Sie, dass die Reihe
I
n=1 n?

konvergiert. Vergleichen sie dazu fozz niz mit dem Integral |, IN édx.
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6 Integration von Funktionen in einer Dimension

Aufgabe 6.9 Berechnen Sie die Integrale:

T
a) [sinxcosxdx

1
c) [x*e“dx
0

Aufgabe 6.10 Berechnen Sie die folgenden Integrale:
a)
/ 2 2x+3
—————dx
0 x>+3x+2

2
/ (2x+3)(x* +3x+2) dx
0

b)
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7 Taylorentwicklung, Interpolation und numerische
Integration

Die Ableitung einer Funktion ist verkniipft mit einer affinen Approximation der Funkti-
on in der Umgebung des Punktes, an dem die Ableitung gebildet wird. In diesem Kapitel
beschiftigen wir uns mit der Approximation von Funktionen durch Polynome hoherer Ord-
nung, die sogenannten Taylorpolynome. Basierend auf diesem Werkzeug konnen wir uns
der Interpolation von Funktionen durch Polynome und der numerischen Approximation
von Integralen zuwenden.

7.1 Taylorentwicklung

Erinnerung: f : R — R ist eine differenzierbare Funktion : &

f) = fO+F@)-x)  Foly—x).

N S

affine Approximation von f
in der Néhe von x

Frage: Kann man f durch Polynome hoheren Grades besser approximieren?

Dies geht fiir hinreichend glatte Funktionen (die geniigend oft differenzierbar sind).

Satz 7.1 (Taylorentwicklung) f : [a,b] — R sei (n+1) mal differenzierbar mit stetiger
(n+1)-ter Ableitung "), dann gilt fiir x,y € la,D]:

f'x)
2

o
G—xPt..+L n,( )(y—X)”+Rn+1(y)

f0) = fEO+FE0-x)+
17
mitR,1(y) = m/(y—t)”f(’”rl)(t)dt (Restglied)

X

Man bezeichnet diese Darstellung von f(y) als Taylorentwicklung um den Punkt x.

Bemerkungen 7.2 » Es gilt folgende Abschdtzung:

y
1
Reat) < o [l=at [0
n. N——

X <|y—x|n
D kg |0 9)

y

1
“ly—y|n (n+1)
< b= sren[%]f (S)‘ /df
_ n+l
< wmax ’f(nJrl)(s)‘

n! s€la,b]
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7 Taylorentwicklung, Interpolation und numerische Integration

s n=1:f0) = f0)+ 1 (D)0 —x) +Ra(y)

— Ry(y) = o(y — x) aus der Definition der Differenzierbarkeit.

e n>1 : Falls f hinreichend oft differenzierbar, dann ist f in der Nihe von x mit
einem Polynom vom Grad n bis auf ein Restglied R, 1 1(y) approximierbar und es gilt
IRus1(y)| < Cly —x|"*1. Der Fehler wird also insbesondere nur klein, falls y nahe
genug bei x liegt.

(k)
* p€ Py p(y) = p)+p () (y—2) + .+ B (x) (y = 1) +0
(Das Restglied verschwindet, da p(k“) =0).

» f=exp: Wihle x =0, dann ergibt sich

exp” (0 exp®) (0
1) = exp(0) +exp(O)y+ S22 O g
23 k
y y y
= 1"’)"*‘54‘54'---4'5 +Ri41(y) .

Fartialsumme der Exponentialreihe

[— e k=1 k-2 —k-3

Beweis: [von Satz 7.1 durch vollstdndige Induktion iiber ]

y
f) - f(x) Satz6.13 /lf’(t)dt (damit ist die Beh. fiir n = 0 bewiesen)
X

partielle y
Integration
S ) O [ 0
—
=0-f'(x)(x-y) "
y
- f/(x)(y—x)+/(y—t)f”(t)dt (= Beh. firn = 1)

-~

Ry(y)

! (n+1) .
2.2. R, 1(y) = (]:hq)!(x)(y—x)’”rl + R, 42(y), hierzu:

232



7.1 Taylorentwicklung

1
RinG) = o [0 ar
X f/ g
partielle o+l y Y o pntl
Integiatlon _l (y [) f(n+1)(t) +l (y t) f(n+2) (t) dt
n'| (n+1) . n! (n+1)
X g/
f
1 n n 1 n n
_ o 1)!f( 1) (x)(y —x)" ! /(y—t) 1 0142) (1) g
Ria(y)
O
: FEtr(E) P NP -
Folgerung 7.3 Es gilt R, (y) = W(y —x)""" fiir ein & zwischen x und y.

Beweis: Wir nehmen zunichst an, dass y > x. Es gilt nach dem Mittelwertsatz der Inte-
gralrechnung 6.5:

ue6s FOTD(E) T (n+1)
S :65f n‘(é)/(y_t)ndt:f(n—’_l()é‘)

n+l1

Ry1 () (y=2)"",

X
wobei (y — )" eine nicht negative Gewichtsfunktion ist. Im Fall x > y miissen wir zu-
nichst das Vorzeichen (—1)" der Gewichtsfunktions aus dem Integral herausziehen, dann
den Mittelwertsatz anwenden und anschlieBend das Vorzeichen wieder ins Integral hinein-
multiplizieren.

Notation 7.4 Wir schreiben fiir R, ,1(y) auch O(|y — x|"*1).

allgemein: Schreibe f(s) = O(s"*!) wenn es positive Konstanten C und sy gibt, so dass
|£(s)| < Cls|"*! fiir alle s mit |s| < so.
Bemerkung 7.5

* 0,0 sind universelle Symbole (auch Landau-Symbole). Sie stehen fiir eine beliebige
Funktion, fiir die die entsprechende Abschdtzung gilt, insbesondere bezeichnen sie

auch innerhalb einer Rechnung keineswegs immer die gleiche Funktion.
Es gilt beispielsweise O(s") — O(s") = O(s") # 0.

233



7 Taylorentwicklung, Interpolation und numerische Integration

» Es gelten die Rechenregeln
- s"=0(s"),
= O(s")O(s™) = O(s"™),
= 0(s")/0(s™) = O(s"™™),
= O(s") £ 0(s") = O(smn ),
- KO(s") = O(s") fiir Konstanten K € R.

» Unter Beriicksichtigung dieser Regeln kann man mit o, O rechnen, z.B.

. 03
sin(x) _ x+0(x%) _ 1+0(x2) — 1 fiirx — 0,
X

x
sin(x) —exp(x) +1 _ x+0(x) — (1+x+3522+0(x")) — 1
x? B x
1.2 3
_ x+0(x) 1 1 .
—x—z——§+0(x)—>—§furx—>0.

* Das Verhalten einer Funktion wie O(|y —x|%) mit o > 1 impliziert das Verhalten wie
o(ly —x]).

* Falls g differenzierbar ist und g(x —y) = O(|]x —y|**1),
dann gilt g’ (x—y) = O(|x —y|").

* Die Abschitzung muss fiir alle kleine Werte von s gelten (|s| < so). In anderen Kontex-
ten (z.B. wenn es um die Abschdtzung der Laufzeit von Programmen geht), verwendet
man die Notation f(s) = O(s""') auch, falls die Abschditzung fiir groe Werte von s
(d.h. |s| > so) gilt.

Da normalerweise aus dem Kontext klar wird, ob grofie oder kleine Werte von s
interessant sind, schreibt man dies in der Regel nicht dazu.

Die Rechenregeln gelten weiterhin, allerdings ist O(s") £ O(s™) = O(s™*{nm}),
Die Regel fiir die Ableitung und der Zusammenhang mit o gelten nicht.

Das Umgehen mit universellen Symbolen iiben Sie in Aufgabe 7.9.
Aufgabe 7.11 enthilt eine Anwendung der Taylorentwicklung in der Geodaisie.

Folgerung 7.6 Es gelte fiir eine Funktion f : R — R, dass

fO)=ao+ai(y—x)+ar(y—x)>+... + ax(y —x)" + O((y —x)"*"),

dann folgt ay = f(x),a; = f'(x),...,ar =
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7.2 Differenzenquotienten

Beweis: Wiihle y = x, dann folgt direkt ap = f(x). Um a; zu bestimmen, leite die Glei-
chung einmal nach y ab

f') = a1 +2a2(y —x) +3a3(y = 2)* + ..+ nan(y —0)" "+ O((y —x)"),
und setze wiederum y = x, woraus direkt a; = f’(y) folgt. Erneutes Ableiten ergibt
£"(v) = 2a2 +6a3(y = x) +12a4(y = 2)* + ... 41+ (= Dan(y )" > +0((y—x)" 1),
[ (x)

d.h. mit y = x erhélt man a; = 51, USW.

O

Bemerkung 7.7 Die Taylorentwicklung fiihrt auf Partialsummen von Potenzreihen, falls
die Funktion eine Potenzreihe ist (siehe auch Bemerkung 7.2 (v)).

Beispiel 7.8 Um die Taylorentwicklung von f(x) = In(x) um den Punkt 1 zu berechnen,
bendotigen wir die Ableitungen von f an dieser Stelle:

£(x) = Inx) f(1)=0
f(x) = }C =x! (=1
f'x)=—x7? (1) =-1

() = 25 (=2

D) = 2.3 fH)y=-2-3

fP ) = (=) =1 1) = (1) (n—1)!

Damit ergibt sich die Taylorentwicklung

£ = (= D=2 o= 2 = 1 = e e L o (1),

und man erhdilt z. B. den Néiherungswert In(1,1) =~ 0,095308.

7.2 Differenzenquotienten

Betrachten wir die numerische Berechnung von Ableitungen. Hierbei ist der Ansatz der
gleiche, wie bei der Definition von Ableitungen iiber Differenzenquotienten: Sei f : 1 —

R, x— f(x); I = [a, b] eine differenzierbare Funktion, dann betrachte
fx+h)—f(x
f/(x) ~ ( ZL ( )
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7 Taylorentwicklung, Interpolation und numerische Integration

Wir wissen bereits iiber den Fehler:

0~ EER I )~ (7047 )

o(h)

Frage: Konnen wir eine genauere Aussage machen?

Ist f zweimal stetig differenzierbar (d.h. f’, f” existieren und f” ist stetig), dann gilt:

Taylor- "
fx+h)—f(x) entwicklung % (f(x) +F ()h+ fz_(!é)hz B f(x))
— f’(x)—i—%h firein & €1,
P T
<C

Wir sagen: Vorwirtsdifferenzenquotienten <w> sind eine 1. Ordnung Approxi-

mation der Ableitung, der Fehler verhilt sich wie O(h').

) = flx—h)
h

Ganz analog ist auch (Riickwirtsdifferenzenquotient) (nur) eine 1. Ord-

nung Approximation.

Wie sehen bessere Approximationen aus?

) | f
Betrachten wir den zentralen Differenzenquotienten: fleen
Wir fiihren eine Taylorentwicklung fiir f(x+ /) und
—h) mit £, ET € I durch: oy
fx—h)mitE~ & urc -t
xlh )L x}+h
fx+h)—fx—h) ! / ') fM(ET) )
2h A A A TR T
/! /1! —
2! 3!
_ 2f'(x)h | Ry 1 — W
= 0+=0 = +0+ 2 (f"(EN)+"(E) 5
1 _
= PO (ED ENR

= |f'(x) - < Cw.

f(X+h)—f(x—h)’
2h
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7.2 Differenzenquotienten

Wir erhalten: Zentrale Differenzenquotienten sind fiir 3-mal stetig differenzierbare Funk-
tionen eine 2. Ordnung (d. h. Fehler O(h?)) Approximation der Ableitung.

In Ubung 7.10 untersuchen Sie den Unterschied zwischen Approximationen erster und
zweiter Ordnung. Einen weiteren Differenzenquotienten zur Approximation der ersten Ab-
leitung betrachten Sie in Ubung 7.8.

Zur Approximation zweiter Ableitungen:

Ansatz: Differenzenquotienten von Differenzenquotienten (jeweils zentral)

_ / hy_pt( R
/./ f”(x) ~ f(x+ 2>hf(x 2)
\\ foth)—fx)  fx)—flx—h)
~ - h h

~ h
xjh xig i xjrg XLh f(x+h> - 2f('x> +f('x_h)
h2

Vermutung: Dies ist eine Approximation 2. Ordnung. Um dies zu zeigen, verwenden wir
wieder Taylorentwicklungen fiir f(x-+ /) und f(x—h):

1
2

see L <f<x>+f'<x>h+

(f(x+h) =2f(x)+ f(x—h))

1) 5 ) 5 fPET)
> h” + 5 h” + 4 h™ —

70 - P on Ly L0 SUET) h4)

2f(x)

oy

2 6 24
2

=040+ /() 10+ o (F9(EN) +9(E)).

Damit folgt fiir Funktionen f die vier mal stetig differenzierbar sind, dass

- LA LI0) g

O

Statt mit der Darstellung des Restgliedes iiber die Ableitung kann man hierbei auch einfach
mit der Form O(h”) rechnen, wenn man sich nur fiir die Ordnung des Fehlers interessiert.
Bei genauerer Betrachtung des Restgliedes (wie hier) kann man jedoch auch eine Aussage
iber die GroBe der Konstanten machen.
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7 Taylorentwicklung, Interpolation und numerische Integration

7.3 Interpolation von Funktionen

Betrachten wir nun die Aufgabe, beliebige Funktionen (schwierig auszuwertende) durch
einfache Funktionen darzustellen (z.B. durch Polynome):

(P) Zu einer Funktion f : [a,b] — R ist ein Polynom p € &, (Polynome vom Grad < n)
gesucht, so dass an (n + 1) paarweise verschiedenen, vorgegebenen Punkten (auch Knoten
genannt) xo,x1,...,X, € |a,b] gilt

\
pe P,
f(x) =p(x) firi=0,...,n. K
(Interpolationsaufgabe) Y
N
Satz 7.9 Das Interpolationsproblem (P) ist eindeutig losbar.
Beweis: Wihle eine Basis des Polynomvektorraums &,: {x = 1,x = X,x X%, x> x”},

dim &, = n+ 1. Gesucht ist p(x) = apl + ajx+ ... + a,x" (Linearkombination der Mono-
me) mit

f(xo) = a01+a1xo+...+anx8
fx1) = apl+ax;+...+aux!|

fxn) = apl+aix,+...+ayx,.

Dies ist ein lineares Gleichungssystem von (n+ 1) Gleichungen mit (n+ 1) Unbekannten
ap, ..., qp.

2
Ixo xp o xp ao f(x0)
L oxy x oo ) an J(xn)
~ P - —_————’
AR+t Koeffizientenvektor

zur Monom-Basis

Zu zeigen: A ist invertierbar.

Aus der linearen Algebra wissen wir: Eine lineare Abbildung von einem Vektorraum V
nach V (dargestellt durch eine quadratische Matrix) ist dann invertierbar, wenn Ker = {0}.
Dies folgt aus dimV = dim Ker 4 dim Bild.

D.h. wir iiberpriifen, ob der Kern der zu A gehorigen linearen Abbildung [ trivial ist:
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7.3 Interpolation von Funktionen

Die lineare Abbildung ist gegeben durch:

ao ao ag+aixo+ ... +apx; p(x0)
LRI R s | =A | = : —
an an ap+ayx, + ...+ apx! p(xn)
mit p(x) = ag+ a1 x+ ... + ax".
Also gilt
Ker (1) = {0} < p(xo) = p(x1) = ... = p(xa) = 0.

D.h. p € Ker (/) ist ein Polynom n-ten Grades mit (n+ 1) Nullstellen. Aber Polynome n-ten
Grades haben hochstens n Nullstellen, es sei denn, sie sind identisch 0. Im Kern liegt also
nur das triviale Polynom p(x) = 0. Also ist A invertierbar.

O

Bemerkung 7.10 In der praktischen numerischen Umsetzung beobachtet man beim Losen
des Gleichungssystems fiir grofsere n immer stéirker den Effekt von Rundungsfehlern.

Betrachten wir deshalb eine geschickt gewihlte Basis, die sogenannten Lagrange-Polynome

Definition 7.11 (Lagrange-Polynome) Zu {x;}i—o, ., (paarweise verschieden) sind die
Lagrange-Polynome gegeben als die Polynome L; € &, mit

1 fallsi=j,
Li(xj )= 6ij - { 0 sonst.

Die Lagrange-Polynome sind eindeutig bestimmt, da fiir festes i die Vorgabe der Funkti-
onswerte 0;j(j = 0,...,n) an den Stellen x; eine Interpolationsaufgabe vom Typ (P) ist.

Notation 7.12 (Produktsymbol)

[16=Bi-Bo-..cBy

Lemma 7.13 Die Lagrange-Polynome lassen sich schreiben als

(v —x;))

=0 (xi — Xj )’
i

Li(x) =

n
und p(x) = Z f(xi)Li(x) lost das Interpolationsproblem (P) zur Funktion f.
i=0
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7 Taylorentwicklung, Interpolation und numerische Integration

Beweis:

- . - 0 ;i#k (ein Faktor 0)
Esgilt:  Li(x) = {1 ;i=k (alle Faktoren 1) ’

und damit  p(x;) = Y f(xi)Li(x) = f(x)-
=0 Oik

Beispiel:
o o Kubische Lagrange-Polynome mit
N/ \/ SRV xo=1,x1 =2,x =3,x3 =4, d.h

Um die Funktion f(x) = 2* an den Knoten xo = 0, x; = 1 und x, = 2 durch ein quadratisches
Polynom zu interpolieren, berechnen wir die zughorige Lagrange-Basis:

x—1x=-2 1

Lo() = g—1p—3 = 7@ ~3x+2)
x—0x-2

Li(x)= ) = —(x* —2x)
x—0x—-1 1

La() = 35771 = 2@ %)

Als Interpolationspolynom erhélt man

1 1
p(x) = Lo(x) + 2Ly (x) +4Ly(x) = Exz +—x+1.

2
. s-
0.8 / / \\\ 47

0.6 1

0.4 \
// \\
21
024 / \
/ \
/ \\
0 05 M\\\ % .
Of \ -05 0 0.5 1 L5 2 2.5
X
0.4 \ 1 1 2
' 2X 1+ —x+—-X
—L, L L,| 2 2
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7.3 Interpolation von Funktionen

Weitere Beispiele finden Sie in Ubung 7.13 und 7.14.

Wie groB ist nun der Fehler, den man bei der Interpolation von f durch p macht?

Satz 7.14 Sei f : [a,b] — R eine n+ 1-mal stetig differenzierbare Funktion und p € &,
die Losung der Interpolationsaufgabe (P) zu den Knoten x¢,xy,...x, € [a,b).
Dann gibt es zu jedem x € [a,b] ein & € [a,b), so dass

£ p0) = 7 PO [T ).

(=]

Insbesondere

1769~ P)] < Gy ma. £ D(E) b=

f(x) =p(x) = 0((b—a)"™).

Beweis: Zunichst definiert man

fiir eine beliebige Konstante .

Falls x = x; fiir irgendeinen der Knoten x;, so ist (wegen der Interpolationsbedingungen)
f(x) = p(x) und daher nichts zu zeigen. Andernfalls ist [T/, (x —x;) # 0, also kann man
(fiir festes x) o so wihlen, dass g(x) = 0.

Nun hat g also auf [a,b] die n+ 2 (paarweise verschiedenen) Nullstellen xg, xy, . ..x, und
x. Zwischen je zwei dieser Nullstellen liegt nach dem Satz von Rolle 2.35 ein Punkt, an
dem die Ableitung g’ Null wird. Also hat g’ im Intervall [a, b] mindestens n + 1 Nullstel-
len. Analog hat g” mindestens n Nullstellen, und so weiter. SchlieBlich muss g("+1) noch
mindestens eine Nullstelle in [a, b] haben, diese bezeichnen wir mit &.

Nun ist "
V@) =) - P ) —a g [T —xle:
=0 =0, da pPESy — ~~ d
=(n+1)!
also muss o = m FH () sein. Dabei war o so gewihlt, dass
g(x) = f(x) = p(x) —a] J(x—x) =0
i=0
Also gilt
1 n
_ _ (n+1) _
f(X) p(X) (I’l + 1)'f (g) l:()(x xl)
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7 Taylorentwicklung, Interpolation und numerische Integration

Bemerkung 7.15

e Dies bedeutet insbesondere, dass der Fehler dann klein wird, wenn die Intervallbreite
b —a klein ist.

o Falls x weit von den Knoten entfernt liegt — oder gar aufSerhalb des Intervalls |a,b]
— wird der Fehler sehr schnell grofs.

* Die Interpolation durch Polynome hohen Grades ist nur dann sinnvoll, wenn die
Funktion f entsprechend oft differenzierbar ist.

* Der Fehler m FOED(EVT o (x — x;) entspriiche dem Restglied der Taylorent-
wicklung aus Folgerung 7.3, wenn alle Knoten x; gleich wdren, und man an dieser
Stelle aufser dem Funktionswert auch entsprechend viele Ableitungen vorgdbe.

Diesen Fall haben wir bei der Lagrange-Interpolation ausgeschlossen, in der Tat
gibt es aber die Moglichkeit, bei der Interpolation aufler Funktionswerten auch Ab-
leitungen vorzugeben (siehe Kapitel 7.4).

Die Interpolation von Kurven, also Abbildungen von einem Intervall in den R¢, kann man
direkt auf die Interpolation eindimensionaler Funktionen zuriickfiihren. Wie das funktio-
niert, zeigen die Ubungen 7.16 und 7.17.

Wie erreicht man nun, dass die Intervallbreite klein wird, und damit auch der Inter-
polationsfehler?

Man zerlegt das Intervall [a,b] in N Teilintervalle [t;,7; 1| mita=1ty <t; <tp) < ... <ty =b,
z.B. in gleich grofBe Teilintervalle mittels

b_
ti=a+ihfiri=0,1,...Nmith=-——2.

Nun interpoliert man f auf jedem Teilintervall [¢;,7; ;] separat durch ein Polynom p; € £2,,.
Dann ist der Interpolationsfehler (auf jedem Teilintervall, und da der maximale Fehler auf
irgendeinem Teilintervall realisiert wird auch der Fehler auf ganz [a,b]) von der Ordnung
O(K"*!). Wenn man die Unterteilung immer mehr verfeinert, kann man nun z — 0 er-
reichen, und damit konvergiert die Interpolierende gegen die Ursprungsfunktion auf dem
ganzen Intervall [a, b] mit der Ordnung O(A"+1).

Die Gesamt-Interpolierende ist dann definiert als g(x) = p;(x) falls x € [t;,;11), ist also
nur auf den einzelnen Intervallen ein Polynom. Auf [a, D] ist g zundchst noch nicht einmal
stetig.

Stetigkeit kann man erzwingen, indem man auf jedem Teilintervall [¢;,7;; ] sowohl #; also
auch #;;1, d.h. linke und rechte Intervallgrenze, als Interpolationsknoten wéhlt. Dann ist
pi—1(t;) = f(t;) = pi(t;), also hat die zusammengesetzte Funktion g an den Intervallgrenzen
keinen Sprung.
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7.3 Interpolation von Funktionen

Beispiel 7.16 (Stetige, stiickweise affine Interpolation)

Weéihlt man auf allen Teilintervallen t;,t;+1] genau zwei Interpolationsknoten, néimlich t;
und t;11, so liegt die Interpolierende auf jedem Teilintervall in &1, d.h. sie ist dort eine
affine Funktion. Insgesamt erhdilt man eine auf ganz |a,b] stetige, auf jedem Teilintervall
[ti,tiv1] affine Interpolation (d.h. einen Polygonzug), der an den Knoten t; mit f iiberein-

stimmt.
A

8

\j

An den Interpolationsknoten auf den Teilintervallgrenzen ¢; gibt es stets zwei Basisfunk-
tionen, die dort den Wert 1 annehmen, eine auf dem linken Intervall [f;_;,#;] - die im Punkt
t;i—1 Null ist - und eine auf dem rechten Intervall [¢;,7;,1] - die im Punkt #;; Null ist. Da
jede Funktion nur auf ihrem Intervall betrachtet wird, kann man die beiden Funktionen zu
einer stiickweise affinen Basisfunktion zusammensetzen:

Beispiel 7.17 (Hiitchenbasis)

1_‘_ O
X—ti_
i X E [t
_ X—1;
(Pl'()C) - ti—li—ti’ X c [tiatH—l]?
0, sonst. | | | -
fi—1 i fit1

Dann gilt ¢(t;) = &;j, also ldsst sich die stiickweise affine Interpolation

N
g(x) = ;)f(fi)fpi(x)

wie bei der gewohnlichen Lagrange-Interpolation direkt als Linearkombination der Basis-
funktionen schreiben.

Ein Beispiel fiir dieses Vorgehen finden Sie in Ubung 7.2.

Analog kann man auch Basisfunktionen hoheren Grades verwenden. Wenn man stiickweise
mit quadratischen Basisfunktionen interpoliert (sieche oben), so gibt es zwei Typen von
zusammengesetzten Basisfunktionen:
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7 Taylorentwicklung, Interpolation und numerische Integration

|
| | I
t; tit1 ti_;\/ t; \/t‘i_‘_]

Wie interpoliert man Funktionen, die auf dem R? (oder Teilmengen des R?) definiert
sind?

Im einfachsten Fall betrachtet man Funktionen f : [a,b]* — R. Dann kann man die Inter-
polation direkt auf den eindimensionalen Fall zuriickfiihren.

Wir interpolieren eine solche Funktion durch ein Polynom n-ten Grades in zwei Variablen
von der Form

n
pxy) =) apexy?.
p,q=0

Die Lagrangeknoten erhélt man nun, indem man Knoten #; € [a,b] wihlt und dann alle
Kombinationen (t;,¢;) € [a,b]? betrachtet. Es ergibt sich ein kartesisches Gitter von Inter-
polationsknoten:

m=2

[2%)

il

fo

fo f n

a

Nun seien L; die eindimensionalen Lagrange-Basisfunktionen bzgl. der Knoten #; € [a, b].
Die zweidimensionalen Lagrangebasis-Funktionen ergeben sich dann als Produkt zweier
eindimensionaler Basisfunktionen:

L j(x,y) = Li(x)L;(y)
Dann hat L; ; am Knoten (#;,¢;) den Wert Eins, an allen anderen Knoten (#,#;) den Wert

Null.

Beispiel 7.18 (Bilineare Interpolation)
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7.3 Interpolation von Funktionen

! Es seity=0,t; = 1,[a,b] = [0, 1], d.h. wir betrachten die

bilineare Interpolation auf dem Einheitsquadrat.

0 Dann ergeben sich folgende Basis-Polynome:

0 1
Lio)(xi,x2) = (1—x1)(1—x2),
Ligy(x1,x2) = xi(1—x2),
Loy(x,x) = (1-x1)x,
Liyn(xx) = xix.

Beispiel 7.19 (Biquadratische Interpolation)
Um die Funktion f(x,y) = sin (%(x—i—y)) auf [0;2]? durch biquadratische Polynome mit
den Knoten ty = 0,11 = 1,t, = 2 zu interpolieren, stellt man zundchst
f(070) :f(ovz) :f(zvo) =f(2,2) :f(171) =0,
f(L,0)=f(0,1)=1, f(1,2)=rf(2,1)=-1

fest, man benotigt also nur die Basisfunktionen

Lag(oy) = —3xr=20-10-2)  Loy(ny) = —5 (e~ Dx-2)(-2)
Lap(oy) = —gxe=250-1)  Loy(oy) = —gelr—y(r-2)

Insgesamt ergibt sich das Interpolationspolynom

p(x,y) = L1 0y(x,¥) +Lo,1)(%,¥) = L(12)(x%,¥) = L2.1)(x,)-

i) plxy)

Analog zu 1D kann man das Interpolationsgebiet auch hier in Teilquadrate unterteilen, auf
diesen interpolieren und dann eine Interpolierende zusammensetzen, die nur stiickweise
ein Polynom ist.
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7 Taylorentwicklung, Interpolation und numerische Integration

Man kann sich auch hier iiberlegen, das die zusammengesetzte Interpolation stetig ist, wenn
das Interpolationsgitter bis zu den Riindern des Quadrates [a, b]? reicht.

Weitere Details sowie die Verallgemeinerung auf hohere Dimensionen finden Sie im Kapi-
tel 7.4.

Wie interpoliert man Funktionen auf komplizierteren Teilmengen des R??
Komplizierte Gebiete & C R kann man zur Interpolation nur schlecht in Quadrate oder
Rechtecke zerlegen. Ein Ausweg ist hier die Zerlegung in Dreiecke.

Definition 7.20 Die Menge
T = {xe R? |x = Agag + Aar + Aran, A >0, Ao+ A+ Ay = 1},

d.h. die Menge aller Konvexkombinationen von drei Punkten in der Ebene ist das Dreieck
mit den Eckpunkten ag,ay,a;.
A = (Ao, A1, A2) heifien baryzentrischen Koordinaten.

Beispiele 7.21
A = e;j(€ R?) (i-te Komponente 1, sonst 0) ~ x = a,

(1 1 1) ag+a1 +ap
A‘: =

3'3°3 3 (Schwerpunkt),

Ai=0 ~o xliegt auf der Seite gegeniiber von a;

Lemma 7.22 (Berechnung baryzentrischer Koordinaten)
(A1,42) lost das Gleichungssystem

| | 1
(a1 —ao) (az—ao) ') =(x—a)
| | (%)

AcR2:2

undes gilt \p=1—11 — A

Beweis:
x = ap+a M +arks
= aplo+aiM +axAr +ag (1 — M- ;Lz) —aploy
—_——

I
= 0—|—(a1 —ao))tl —|—(a2—ao)7L2 +agp
= Behauptung
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7.3 Interpolation von Funktionen

O

Das Gleichungssystem ist eindeutig 10sbar, falls es vollen Rang hat, die Spaltenvektoren
also linear unabhingig sind. Wenn die Spaltenvektoren linear abhédngig sind, liegen diese
beiden Seiten des Dreiecks (und damit auch die dritte) auf einer Geraden, es ist also kein
,,echtes* Dreieck.

Bemerkung 7.23 Teste, obx €T <  Teste, ob Ai(x) >0 fiirallei=0,...,m.

In Ubung 7.19 betrachten Sie solche Berechnungen.

Die Lagrange-Basisfunktionen auf Dreiecken kann man nun sehr einfach mit Hilfe der
baryzentrischen Koordinaten angeben:

Beispiel 7.24

Lineare Basisfunktionen: Die Lagrange-Knoten seien die Eckpunkte des Dreiecks. Die
baryzentrische Koordinate A; hat nun genau die Eigenschaft, im Eckpunkt a; Eins zu sein,

auf der gegeniiberliegenden Kante (die die beiden anderen Knoten enthdlt) Null.
Ao

L(100) = 20,L0,1,0) = M, Loo,1) = A2

Quadratische Basisfunktionen: Knoten sind hier die Ecken und die Seitenmitten des Drei-
ecks. Es ergeben sich entsprechend zwei Typen von Basisfunktionen:

A 47(411' mit i 75 Jj undA — )4(2/'\,,' — 1)
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7 Taylorentwicklung, Interpolation und numerische Integration

Aj

a; a;
A=A =1
:>4l,'i,‘ =2l

A 471,,'1,’

A /L-(Zit,-f 1)

Wenn man das Interpolationsgebiet in Dreiecke zerlegt, erhilt man in beiden Féllen eine
auf dem ganzen Gebiet stetige zusammengesetzte Interpolierende.

7.4 Exkurs: Interpolation von Ableitungen und
mehrdimensionale Interpolation

Hermite-Interpolation: Wie interpoliert man neben Funktionswerten auch Ableitun-
gen an Knoten?

Notation 7.25 a<xp<x1 <0 <...<x,<b

Wir interpretieren k gleiche Knoten hintereinander so, dass f(x;), f'(xi), ..., f* D (x;) in-
terpoliert werden sollen (p(j) (xi) = ) (xi),j=0,...k— 1). Definiere hierzu

di::max{j|x,~:x,~_j} (Oﬁdiﬁk—l)
Fiir f € €% sei ;(f) == 1% (x;)
(P) (Hermite-Interpolationsaufgabe)

Gesucht ist p € &, so dass W;(p) = w;(f) fir i =0,...,n. p heiBt Hermite-Interpolation.
Bemerkung 7.26 Lagrange-Interpolation: u;(p) = f(x;). D.h. di =0 fiiralle i =0, ... ,n.

Satz 7.27 Sei f € € ([a,b]), wobei d = max;—o . d;, dann existiert genau eine Hermite-
Interpolation zu f.

to(p)
Beweis: u: %, — R, p— ... ist eine lineare Abbildung, wobei

ta(p)
dim &, = dimR""!. Es gilt Ker(u) = {0}, denn u(p) =0 = p hat (einschlieBlich
mehrfacher Nullstellen) (n+ 1) Nullstellen:
Wenn an der Stelle x; der Funktionswert und alle Ableitungen bis zum Grad d; Null sind,
so liegt dort eine d; + 1-fache Nullstelle vor,

p(x) = (x—x;)%*'g(x) mit Polynom g € &, 4,
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Dies gilt fiir alle Knoten x; und fiir die dazu gehorigen maximalen Grade d;. Nun betrachten
wir nacheinander alle unterschiedlichen Knoten und erhalten schrittweise schliesslich eine
Zerlegung von p in Linearfaktoren. Damit folgt dann

px) =a(x—xp)(x—x1)(x—x2) - (x —xp).
Damit hat p aber (einschlieBlich mehrfacher Nullstellen) n + 1 Nullstellen. Somit muss
gelten p=0 v

Weiterhin gilt dimBild (1) + dimKer (¢) = dim &, =n+1,
=0

= dimBild (1) = n+ 1 = dimR"*! = p invertierbar.

D.h. aber zu jeder Vorgabe von Werten und Abbildungen geschrieben in einem Vektor des
R™*+! gibt es ein p, so dass u(p) gleich dieser Vorgabe ist.

O
Definition 7.28 Eine Basis {H;}j—o, . des &, mit u;(H;) = 0;j nennen wir Hermitebasis.

Beispiel 7.29 (X() = 0,x1 = O,XZ = I,X3 = 1)
d.h. wir interpolieren Funktionswerte und 1. Ableitung jeweils in O und 1:

Hy = (x—1)x*
Hy = (1-x)*(1+2x) Hy=x(1—x)?

Hy =x*(3 - 2x)

0 b x 0 1 x 0 b x

Um damit zum Beispiel die Funktion

f(x) = sin(mx) 051

zu interpolieren, berechnet man 1
0.4

f(0>:07 f/(O):TL', f(l):(), f/(l):—TL'; 0.2

also ergibt sich fiir die Interpolierende 02 04 06 08 1R 12

(Fnf)(x) = wH) (x) — TH3(x)
=1 — 2% +x— (= x?))

= m(x —x%). [sinnx—x (=0

Eine spezielle Hermite-Interpolationsaufgabe finden Sie in Ubung 7.1, ein weiteres Bei-
spiel in Ubung 7.15.
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7 Taylorentwicklung, Interpolation und numerische Integration

Tensorprodukt-Interpolation
Betrachte f:Q— R mit Q=[aj,b] X [az,bs] X ... X [am,bpy] C R™.
Tensorproduktansatz

Sei ohne Beschriankung ax = a, by = b. Auf [a, b] sei die Knotenmenge {#;};—o, .., gegeben.
Ziel: f(t;,...,t;,) zu interpolieren fiir i; € {0,...,n} und j =0,...,m.
(Lagrange-Interpolation)

Definition 7.30 (Polynomraum auf dem R)

@,ﬁ”:{p:Rm—HR

plx) = Z agxy' x5 .. xpm o= (0,0, .., Ol ), 0 € lNo}
o;<n

(o nennt man Multiindex)
dim ' = (n+1)"

n = Grad des Polynoms

m = Dimension des Urbildraums des Polynoms

Beispiel 7.31

(bilineare Polynome)

p(x1,x2) = a(,0) + a1 0)X1 +a,1)X2 +a( 1)xX1x2

affine Funktion

Bilineare Polynome (eigentlich miissten sie bi-affin heifsen) sind affin beziiglich einer Va-
riablen, wenn man die andere als konstant auffasst:

p1(x1) == p(x1,¢) = a) +ap et (ag0) T agn,ne)x

—b —m

=mx;+b

Wie man jedoch oben sieht, sind sie keine affinen Funktionen von R? nach R, da sie den
zusdtzlichen Term a(y 1yx1xp enthalten.

(trilineare Polynome)

Man erhdilt eine Basis durch Multiplikation aller Kombinationen der 1D-Basispolynome
beziiglich aller Komponenten x;. Hier erhdlt man:

{x = 1, X1,X = X2, X — X3,X > X]X2,X > X]X3,X — XpX3,X — X]XpX3 }
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(biquadratische Polynome)

p(x1,x2) = ago)+ag okt +ag X2 +ag XX +apox +

2 2 2 2.2
a(0,2)X%2 +aep 1)X1x2 + a1 2)X1X3 +a 2)X1X3

Wir schreiben auch: 22" = c@" RLyR...® @@ (Tensorprodukt)

m Faktoren

Eine alternative Interpretation ist die folgende:

n .
p= Z a;j(x,...,%,)x] mit a; Tensorproduktpolynom in x», . .., x;.
j=0

Definition 7.32 (Lagrange-Basis) Seien o, B Multiindizes mit a0 = (04,00, ...,0,),f =
(B1,B2s-- - Bn), tP = (tg,+t,,-- - +1p,,) ein beliebiger Knoten, an dem f zu interpolieren ist.
Die Lagrange-Basis {Lq }o;<n besteht aus aus (n+1)" Polynomen aus &)}, die durch

1 falls o; = B; fiirallei=1,...,m,
La(tﬁ):Saﬁ ::{ 0 ];onstl &

definiert sind. Man kann die Lagrange-Polynome als Produkte aus 1D-Lagrange-
Polynomen berechnen:

(= Xi—1j m
L) =[1I1-— €7
i=1 j?é%i @ J
j=

In 2D erhilt man fiir Polynomgrad 1 und 2 die Basisfunktionen aus Beispiel 7.18 und 7.19.

Simpliziale Interpolation

a = a

ap,a,az,a3 € R?

ap,ag eR! ao,al,azéRz a

ap ao ao

ai
a

Auch wenn wir zunéchst Simplizes mit m + 1 Eckpunkten im R definieren, so 146t sich
diese Definition direkt auf Simplizes im R” mit n > m tibertragen, d.h. wir betrachten auch
1-Simplizes (Streckenstiicke) im R? oder R? und 2-Simplizes (Dreiecke) im R>:
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7 Taylorentwicklung, Interpolation und numerische Integration

Definition 7.33 Sei m < n. Die Menge

T:{xG]R"

d.h. die Menge aller Konvexkombinationen von (m+ 1) Punkten im R", heifst m-Simplex
mit den Eckpunkten ay, . ..a,, € R".

A = (o, ..., A) heiffen baryzentrischen Koordinaten.

m
x=MAao+Aa+...+Anam, A; >0, Z)Lizl},
i=0

Im Umgang mit Simplizes sind die folgenden KenngréBen oft sehr hilfreich:

Definition 7.34 h(T) = max||a; —aj|| (Durchmesser),
l

)

p(T)=2sup{r>0| esgibtxeT,B.(x) CT} (Inkugeldurchmesser).

Hierbei ist 2(T') die typische GroBe fiir Fehlerabschitzungen und p(7) beschreibt die Re-
gularitit, oder den Degeneriertheitsgrad eines Simplex. Insbesondere ist % ein Ma fiir
die Degeneriertheit unabhingig von der Groe des Simplex.

Lemma 7.35 (Berechnung baryzentrischer Koordinaten) Fiir A : R" — R"™! x —
A(x) gilt:

(M1, .., Am) LOst das Gleichungssystem

(al;ao) (am'—ao) :(x—ao)

AeRmm

m
und es gilt Ao =1 — Z)ui.
i=1

Beweis: Wie in Lemma 7.22 fiir Dreiecke.

|

Bemerkung 7.36 Der Rand eines Simplex im R besteht wieder aus Simplizes der Dimen-
sion (m-1).

Definition 7.37 (Simplizialer Polynomraum)

@,T:{p:RmHR

p)= Y cax{? . xp }

o +...+0,,<n
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7.4 Exkurs: Interpolation von Ableitungen und mehrdimensionale Interpolation

Man kann diese Polynome auch in baryzentrischen Koordinaten schreiben:

p(x) = ¢(A(x)) mitg:R™!' — R  Polynom,
gr) = Y bgAl Al b

ﬁ0+-~~+ﬁm§n

Der Polynomgrad bleibt dabei gleich.
(ohne Beweis)

Beispiel 7.38
m=1

,@11 = {p:R—R|p(x)=co+c1x}
= {q:R2—>IR|q(7Lo, \)»}/):(Co—FClao))(o—F(Co—l-Clal))Ll}

=(1-)
m=72
P? = affine Funktionen auf R*( damit auch auf T)
{p:R* — R|p(x) =co+cix| +coxa}
; # P
; q(Ao, A1, 42) = plao)o+ plai)di+ p(az)2s

’Analogﬂ't’r m=73 ‘

P} ={p: R — R|p(x) = q(A(x),...,43(x)) = plao) Ao+ ...+ plaz) A3}

Die obigen Rechnungen funktionieren in dieser Art natiirlich nur fiirn = 1.

Notation 7.39 (Lagrange-Knotenmenge)

12 n—1 4L
A 0,—,—,... 1 Ai=1
]G{vnany ) n I }7;)] }

J

M(T) = {x= i)ﬂ,jaj

J
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7 Taylorentwicklung, Interpolation und numerische Integration

s !
Esgilt: dim2)' = (m—i—n) (m+n)!

n  m!n!
Begriindung: Auswahl von bis zu n Faktoren aus xp,...x,,
entspricht der Auwahl von genau n Faktoren

aus den m + 1 Moglichkeiten x1,. . .x;,, oder unbenutzt

card A(T) = ("”")

n

Begriindung: Verteilung von n Stiick ,,%“ auf m—+1
baryzentrischen Koordinaten Ay, ..., A,

Im folgenden skizzieren wir die Knotenmengen in Abhingigkeit von der Dimension des
Simplex m und dem Polynomgrad n:

m=73

Y,
£

3
I
)

\\Mk\i
N
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7.4 Exkurs: Interpolation von Ableitungen und mehrdimensionale Interpolation

Satz 7.40 (Lagrange-Basis) In baryzentrischen Koordinaten definieren wir die folgende
Basis von 2)':

La(lﬁ) :5(Xﬁ
wobei 0 = (0, ..., 0n), Y o0 =n, B=(Bo,....Bn), Lty Bi =n,

Ap = (@,&,...,ﬁ—’") ,dh xg= i%%

j=0

Dann gilt La(Ag) = 8ap-

Beweis: Wir miissen die Basiseigenschaft nachweisen. Da dim &2 = (m;”) = card.A,(T)
geniigt es zu zeigen, dass Ly (Ag) = 0. Hierzu betrachten wir:

a=PB: A= b — % =- Behauptung.

n
o # B: Esgibteini € {0,--- ,m} mit f; < o; (da Yo Bi=Y" )
= Es gibtein j € {0,...,0,— 1} mit j = 5
= A= % = £ = ein Linearfaktor = 0

= Lg(Ag) =0.

In 2D erhilt man fiir Polynomgrad 1 und 2 die Basisfunktionen aus Beispiel 7.24.

Bemerkung 7.41 (i) Die Interpolationsschemata wendet man auf eine Zerlegung des
Gebietes Q in Teilintervalle (m = 1) oder Quader, bzw. Simplizes an (m > 1).

(ii) Auf jeder dieser Zellen (Intervalle, Quader, Simplizes) geht man dann wie oben be-
schrieben vor.

(iii) Die Gesamtinterpolation ist global stetig, falls to,t, die Intervallgrenzen sind (bei
Intervall- oder Quaderzerlegungen); bei Simplizes erhdlt man durch die oben einge-
fiihren Lagrangeknoten automatisch Stetigkeit.

Hierzu: Die Riinder der Quader oder Simplizes sind niederdimensionale Quader
oder Simplizes, dort miissen deshalb die Interpolationspolynome von beiden Seiten
gleich sein.
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7 Taylorentwicklung, Interpolation und numerische Integration

(iv) Im Allgemeinen sind die Interpolationen nicht global differenzierbar (Knicke!), auch
wenn die zu interpolierende Funktion glatt ist.

(v) Auch in mehreren Dimensionen erhdlt man fiir n+ 1-mal stetig differenzierbare Funk-
tionen und deren Interpolation durch Polynome n-ten Grades einen Fehler der Ord-
nung O(h"1).

7.5 Numerische Integration

Betrachten wir nun die approximative Berechung von Integralen. Hierbei werden wir auf
die Interpolationsergebnisse zuriickgreifen.

b
Problemstellung: Oft kann man / f dx nicht exakt berechnen.
a

Ziel: Eine numerische Approximation des Integrals:

[ rax =~ - gwiﬂxi)

(o; Gewichte, f(x;) Knotenauswertungen)

Idee: Statt das Integral exakt auszurechnen, bestimmt man eine Interpolierende p und in-
tegriert diese. Das heisst man definiert eine Ndherung des Integrals durch

b b
/ fdxm/ pdx,
a a

wobei p die eigentlich zu integrierende Funktion f interpoliert.
Es bietet sich an hier die Polynominterpolation zu wihlen, da sich Polynome leicht inte-
grieren lassen.

Beispiel 7.42 n=0,x) = # (Schwerpunktintegration, Rechteckregel, Mittelpunktsregel)

/abfdx%/abf(a;b) dx:f(a;rb) (b—a)

n=1,x90 =a,x; = b (Trapezregel)

b
/a fdx =~ (b—a)+
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7.5 Numerische Integration

Allgemein gilt nun:

plx) = iLj(x)f(xj) (Lagrangebasis)

j=0
:>/abpdx - /abji‘bl'j(x)f(xj)dx
- ];)f(xj)\(bia/abLj( )dx)J(b a)

Satz 7.43 Fiir eine vorgegebene Knotenmenge {xo, ...,x, } auf dem Intervall [a,b] erhalten
1

wir mit der Wahl w; = - / L;(x) dx eine numerische Integrationsformel, die exakt ist
—a Ja

fiir alle Polynome vom Grad < n.

Beweis: Falls p € &7,, und wir interpolieren durch Polynome in &7, so ist p seine eigene
Interpolierende.

O

Satz 7.44 Sei f : [a,b] — R eine (n+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion, dann gilt

n

b
[ £wdx= Y (b-ajo;xp)| <t
a j:O
Beweis: Sei p die Interpolierende zu f.
b
LS. — f( X)dx| < / ) = p)|dx < [ dx max [f(x) = p(x)|
a x€la,b]
< hChi’H—] — ChI’H-Z
O
Bemerkung 7.45

* Der Integrationsfehler ist von der Ordnung n+ 2,
der Interpolationsfehler von der Ordnung n+ 1.

o Zerlegen wir ein Intervall [a b) in Teilintervalle [y;,yiy1) mit y; = a+ 2% mit i =

0,...n—1, dann ist h = 2= - (wn—bh“).
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7 Taylorentwicklung, Interpolation und numerische Integration

Der Fehler, der sich bei numerischer Integration ergibt, ist dann abgeschdtzt durch
die Summe der Integrationsfehler auf den Teilintervallen:

n Ch"™"2? = (b—a)Ch"!

b—a
h

Ein Beispiel fiir eine solche Zerlegung des Integrationsintervalls betrachten Sie in Aufgabe
7.3 sowie (einschlieBlich einer Implementierung in MATLAB) in Aufgabe 7.20.

Beispiel 7.46
b a + b 3
=0 / fydx—b-a)f (52)| < cn
a
Achtung: Nach obigem Satz erwartet man nur Ch?, dies ist hier sogar besser, denn
die Integrationsformel ist exakt auf &,
b b
n=1 f()c)dx—(b—a)w‘gaz3
a
L, Ohne Beschrdnkung: a =0,b =1
— L Lo(x) = (1 —x)(1—2x) = 1 — 3x+2x2

Li(x) = 4(1 —x)x = 4x — 4x?
Ly(x) =x(2x—1) =2x> —x

1

} 3
x—|— 3¥ =1-=
0 2
2
3

+

SN

1
6

4
2x% — ¥ 3} -2

Wl

(wegen Symmetrie)

=
|
[ La(dx = é

Dabei ergibt sich fiir den Fehler der numerischen Integration:

a3 ) e

Diese numerische Integrationsformel nennt man auch Keplersche Fassregel.

(Die erzielte Ordnung ist hier wieder besser als nach obigen Satz zu erwarten, da die
Integrationsformel exakt fiir Polynome vom Grad 3 ist.)
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7.5 Numerische Integration

Bisher haben wir eine feste (meiste gleichverteilte) Knotenmenge betrachtet. Durch ge-
schickte Wahl der Knoten kann man die Giite der numerischen Integration wesentlich ver-
bessern. Dies fiithrt auf die sogenannte Gau3-Quadratur:

n+1 Knoten

n+1 Gewichte } 2n 4 2 Freiheitsgrade

Frage: Kann man durch Wahl von Gewichten und Knoten Polynome vom Grad 2n + 1
(2n+ 2 Zwangsbedingungen) exakt integrieren?

Satz 7.47 (GauB-Quadratur) Zu einem Intervall [a, D] gibt es Knoten xy, ..., x, € |a,b] und
Gewichte @y, ..., @y, so dass die Quadraturformel

(b—a) éwif(xi)

exakt ist auf Polynomen vom Grad 2n+ 1 und der Integrationsfehler von der Ordnung
2n+3 (< Ch*"H3) ist.

(Ohne Beweis hier).

Bemerkung 7.48 Ublicherweise betrachtet man die Gauf3-Quadratur auf dem Intervall
[—1,1]. Die Knoten x; fiir i = 0,1,...n sind dann die Nullstellen des n+ 1-ten Legendre-
Polynoms P, . Die Legendre-Polynome sind eine Folge von Polynomen P, € &y, die

1
/_lPi(t)Pj(t)dt:() fiir i

erfiillen und deren fiihrender Koeffizient 1 ist. Man kann mittels partieller Integration zei-
gen, dass
k'odko L,
P(t)= ———("—1)".

Die ersten Legendre-Polynome sind

Die Gewichte ergeben sich wie bisher iiber die Integrale der Lagrange-Basisfunktionen zur
jeweiligen Knotenmenge.
Die Knoten x; und die Gewichte ®; kann man fiir verschiedene n auch in Tabellen nach-
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7 Taylorentwicklung, Interpolation und numerische Integration

schlagen:
n=20 X():O (x)():l
] 1 1
n= X0 = — — [
0 3 ®=3
1 ® 1
x| = — S
: 3 )
—5 B 3 )
n= =73 T
8
x1—0 wl—ﬁ
B 3 5
2= 5 T

Bendtigt man die Werte fiir ein anderes Intervall [a,b|, so kann man sie einfach mittels

~ a+b+b—a
X= —_—
2 2

Xi, a; = w;

umrechnen.

Um beispielsweise zu beweisen, dass die Formel fiir n = 1 auf &3 exakt integriert, geniigt
es, dies fiir eine beliebige Basis von &?3 nachzurechnen. Da sowohl das Integral als auch

die numerische Integrationsformel linear sind, folgt daraus die Exaktheit fiir alle in dieser
Basis darstellbaren Polynome.

) : gt 2

flx)=x _]f(x)dx—3x ‘—l_i
! 1/1 1 2
2i:§()wlf(Xl):2 5 (g—f—g) _E
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7.6 Ubungen

7.6 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 7.1 Betrachten Sie die Hermite-Interpolationsaufgabe, bei der
£(0), £'(0), £"(0), £ (0) und £ (0) vorgegeben werden.

a) Geben Sie die dazu gehdrende Hermite-Basis an.

b) Wie sieht die Basis aus, wenn f(xo), f'(x0), f"(x0), f"(xo) und f*(xo) fiir ein
beliebiges xp € R vorgegeben werden?

¢) Schreiben Sie das Polynom p, das die Funktion f interpoliert, als Linearkombination
der Basis-Polynome.

Anwesenheitsaufgabe 7.2 Betrachten Sie die folgende Interpolationsaufgabe:
Gegeben ist eine stetige Funktion f : [0,1] — R. Zur Interpolation wird das Intervall [0, 1]
in vier gleichgroBe Teilintervalle [x;,x;+1] mit x; = }l zerlegt. Auf jedem dieser Teilinter-
valle soll f durch eine affine Funktion p; (d.h. ein Polynom ersten Grades) interpoliert
werden, die beiden fiir die Lagrange-Interpolation notigen Knoten sollen stets auf den In-
tervallgrenzen liegen. D.h. p;(x;) = f(x;) und p;(xi11) = f(xit1)-

Geht man davon aus, dass jede dieser interpolierenden Funktionen p, nur auf dem jewei-
ligen Teilintervall definiert ist, so kann man sie zu einer Funktion p zusammensetzen, die
auf dem ganzen Intervall [0, 1] definiert ist.

a) Zeichnen Sie eine Skizze der Situation.
b) Gilt p(x;) = f(x;) fir j=0,1,2,3,4?
c) Ist p stetig, ist p differenzierbar?

d) Wie sieht die Interpolierende ¢, aus, wenn f(x;) = 1 und f(xg) = f(x1) = f(x3) =
f(x4) = 0 vorgegeben wird?

e) Definieren Sie analoge Funktionen ¢; fiir die anderen Knoten x; und interpretieren
Sie diese als Basis fiir stiickweise affine Interpolation.
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7 Taylorentwicklung, Interpolation und numerische Integration

Anwesenheitsaufgabe 7.3 Gegeben sei eine stetige Funktion f : [0,1] — R, die wir
auf dem Definitionsbereich numerisch integrieren wollen. Dazu teilen wir das Intervall
[0,1] in vier gleichgroBe Teilintervalle [x;,x;;1] mit x; = % auf und approximieren f auf
jedem Teilintervall durch eine affine Funktion.

a) Berechnen Sie die Integrale der Lagrangepolynome iiber die Teilintervalle. (Welche
Integrale miissen gleich sein?)

b) Bestimmen Sie basierend darauf eine numerische Integrationsformel.

Anwesenheitsaufgabe 7.4 Gegeben sind die Punkte xo = 1,x; = 2,x; = 3. Bestimme
das Interpolationspolynom zu den Werten yg = 2,y; =4,y, = 8:

a) In der Monombasis

b) In der Lagrangebasis

Anwesenheitsaufgabe 7.5 Bestimmen Sie die Taylorentwicklung 4. Ordnung von

f(x) = —In(1-3)

um den Entwicklungspunkt xo = 0.

Anwesenheitsaufgabe 7.6 Bestimmen Sie das Taylorpolynom dritter Ordnung von

£(x) = sin(x)

an der Stelle xp = 0.

Aufgabe 7.7 Berechnen Sie einen Naherungwert fiir 7 = 0,7854... durch numerische

Approximation des Integrals fol 11’; 5. Teilen Sie dazu das Intervall [0, 1] in vier Teilinter-

valle und verwenden fiir jedes Teilintervall dieselbe Quadraturformel, nimlich

a) die Trapezregel bzw.

b) die Keplersche Fassregel.

Vergleichen Sie die Ergebnisse.
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7.6 Ubungen

Aufgabe 7.8

a) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Taylor, dass

lim (—f(xo+2h) +4f(xo+h)—3f(x0))

h—0 2h =f I (xo)

gilt, fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion f : R — R.

b) Zeigen Sie, dass mit der Differenzenquotienten - Formel aus a) Polynome vom Grad
2 exakt differenziert werden.

Aufgabe 7.9 Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte mit Hilfe geeigneter Potenzrei-
henentwicklungen:

) 2 3
. x—sinx . xlog(l+x°) —x
a) lim — T b) lim 8( 5 ) ,
x—0 sin’x x—0 X
. tanx—sinx . x—tanx
c) lim — d) lim — .
x—0 X x—0 X —SInx

Tipp: Schreiben Sie die Restglieder jeweils mit Hilfe des universellen Symbols O(...).

Aufgabe 7.10 Differenzieren Sie die Funktion f(x) = x* = exp(xInx) numerisch an der
Stelle xo = 3 mit dem zentralen Differenzenquotienten und dem Vorwirtsdifferenzenquoti-
enten fiir # = 10~', A = 1072, h = 1073, Vergleichen Sie Ihre numerischen Ergebnisse mit
dem exakten Wert f'(3) = 3%(In3 + 1). Tragen Sie die Fehler fiir die verschiedenen Werte
von & in eine Tabelle ein.
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7 Taylorentwicklung, Interpolation und numerische Integration

Aufgabe 7.11 Zwischen geographischer Breite B und reduzierter Breite 3 besteht der

Zusammenhang
B = arctan(\/1 — €2 tanB),

wobei € =1/1— (2)2 die numerische Exzentrizitit des Erdellipsoids mit Halbachsen a
und b ist.

Entwickeln Sie die Differenz 8 — B nach & mit einem Fehlerterm O(&*).
Anleitung: Betrachten Sie den Zusammenhang als Verkettung zweier Funktionen

B(w) = arctan(w),
w(e) = V1—¢€2wy,
wo = tanB=w(0).

» Entwickeln Sie 8(w) um wy bis zum Fehlerterm O(|w — wo|?).
» Entwickeln Sie w(&) um den Punkt 0 bis O(&*).

* Setzen die beiden Entwicklungen zusammen, um eine Darstellung von 8 — B =
B(w(e)) — B(wp) zu erhalten.

Aufgabe 7.12 Berechnen Sie fo] (x* +3x% — x+ 1) dx einmal direkt und einmal numerisch
mit Hilfe der Kepler’schen Fassregel

Kyi= (f(a>+4f (;”) +f(b)> ,

wobei a =0, b= 1und f(x) = x> +3x*> —x+ 1 ist.

Aufgabe 7.13 Bestimmen Sie das Polynom p(x) dritten Grades, das die folgenden Werte
annimmt:
x| 0] 1] 3] 4

1] 3
yil] 2] 4] 5] 10

a) Bestimmen Sie das gesuchte Polynom p(x) iiber ein lineares Gleichungssystem.

b) Bestimmen Sie das gesuchte Polynom p(x) unter Benutzung von Lagrange-
Polynomen.

¢) Wie éndert sich p(5), wenn y, = 5,02 statt y, = 5 gesetzt wird?

264
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Aufgabe 7.14 Bestimmen Sie ein quadratisches Polynom p(x), das in 0, 7 und 7 mit
f(x) = sinx iibereinstimmt.
Rechnen Sie den Fehler |f(x) — p(x)| in x = 7 explizit aus.

Aufgabe 7.15

a) Bestimmen Sie nach Hermite das Polynom p(x) fiinften Grades, das die folgenden
Werte annimmt:

Xi 0 1
Pi 0 1
pi| 0] O
Pl 0 1

Setzen Sie dazu
p(x) =Ax’ +Bx* +Cx> + Dx* + Ex+F

an, stellen das zugehorige Gleichungssystem auf und 16sen es.

b) Wie lauten zu dieser Interpolationsaufgabe die beiden tatsdchlich bendtigten
Hermite-Basisfunktionen? Berechnen Sie damit erneut die Losung zu Aufgabenteil

a).

Aufgabe 7.16 Betrachten Sie die Kurve

0.4 B2,y =( 10 ) = (G
rioal R = (10 ) = (i
Interpolieren Sie die beiden Funktionen ¥;(¢) und 9»(¢) durch Polynome p; und p, mit den

Stiitzstellen 0, 1, 2, 3 und 4.
Nun definieren wir die Kurve

P 0.4 5 RE plt) = ( Z;Eg )

SIS

In welchen Punkten schneiden sich die beiden Kurven y und p?
Ist p eine geschlossene Kurve?
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Aufgabe 7.17 Zeichnen Sie die beiden Kurven

y:[0,4] = R? () = ( 4 ) - ( Cos(g%tt)) )

(1) sin(
und (1) 1.4, 4,3 17,2 , 2
. 2 . pll o —gf +§f _Ft +§t+1
p: 0,4 = R% - plr) = ( 1210 ) o < %(t3—6t2+8t)
mit MATLAB.

Aufgabe 7.18 Interpolieren Sie die Funktion

f(x,y) = sin(7mx) sin(7y)

auf [0, 1)? mittels bikubischer Polynome (m = 2, n = 3). Wihlen Sie dazu geeignete Knoten
und berechnen Sie nur die Lagrangepolynome, die Sie tatsidchlich benétigen.

Aufgabe 7.19 Gegeben sei ein Dreieck mit den Eckpunkten ag = < é ), ay = ( 471 )

und a; = ( g ) . Berechnen Sie die baryzentrischen Koordinaten der Punkte p; = < 43 6 )

und pp; = < ;’Z ) beziiglich dieses Dreiecks. Liegen p; bzw. p; im Innern dieses Drei-

ecks?
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Aufgabe 7.20 Schreiben Sie eine MATLAB-Funktion
TrapezIntegration (a,b,h), welche das Integral iiber eine gegebene Funkti-
on f : [a,b] — R mit der Trapezregel

fla) '\ A
Th)=h|—= h)+——=
(h) ( 5+ ; fla+ih)+ 3
berechnet. Die Argumente a, b sind die Intervallgrenzen, h ist die Feinheit der Intervall-
zerlegung. Verwenden Sie bitte folgendes Programmgeriist:

function value = TrapezlIntegration( a, b, h )
Berechnet das Integral einer gegebenen Funktion
mit der Trapezregel.

Argumente a,b sind die Intervallgrenzen,

h ist die Feinheit der Intervallzerlegung.

o® o o

o\

% Hilfsfunktion: Funktion f auswerten
function £ = evaluateF( x )

end

e

% Hauptprogramm:

end
Testen Sie Ihr Programm mit der Funktion f(x) = x> auf dem Intervall
[a,b] = [0,1]. Erstellen Sie eine Konvergenztabelle fiir die Gitterfeinheiten

h = 0.1,0.05,0.025,0.0125,0.00625, d.h. berechnen Sie zu diesen Feinheiten den
Fehler zwischen dem berechneten und dem exakten Wert des Integrals.

Aufgabe 7.21 Berechnen Sie die Taylorentwicklung der Funktion f: R\ {1} — R mit

um den Punkt x = 0 bis zu einem Fehlerterm der Ordnung O(|y|®).
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Aufgabe 7.22 Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Taylor den Grenzwert

L FGR) = 20() + f(x— B)

h—0 h? ’

wobei f : R — R dreimal stetig differenzierbar ist.

Aufgabe 7.23 Geben Sie die Formel fiir die Taylorentwicklung dritter Ordnung einer
Funktion f : R — R im Punkt x = 1 an. Wenden Sie diese Formel auf f(x) = sin(mx).

Aufgabe 7.24 Gegeben sei die Funktion

fiEL =R, f@)=Vi-a2
sowie die Knoten xo = —1, x; =0und x, = 1.
a) Berechnen Sie die Lagrange-Basis zu den oben angegebenen Knoten.
b) Berechnen Sie die Lagrange-Interpolation der Funktion f(x) zu diesen Knoten.

¢) Geben Sie die Quadraturformel (numerische Integrationsformel) zur Approximation
eines Integrals von —1 bis 1 mit den Knoten xo = —1, x; =0 und x, = 1 an.

d) Wenden Sie die Quadraturformel zur ndherungsweisen Berechnung des Integrals

/11 f(x)dx

e) Welche geometrische Figur beschreibt der Graph der Funktion f?

f) Geben Sie den exakten Wert des Integrals

/_11 f(x)dx

an. (ohne Rechnung)
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7.6 Ubungen

Aufgabe 7.25
* Berechnen Sie die Taylorentwicklung der Funktion

X

2
f R—=R, f(x) =exp (—5)

um die Stelle 0 bis zur Ordnung 4, das heiflt mit Restglied fiinfter Ordnung.

» Welche RegelméiBigkeit ldsst sich erkennen? Stellen Sie eine Vermutung fiir die wei-
teren Terme der Entwicklung auf.

* Stellen Sie die zu approximierende Funktion f sowie alle errechneten (und vermu-
teten) Taylor-Polynome aufsteigender Ordnung graphisch mit Hilfe eines geeigneten
Programms dar.

Aufgabe 7.26 Betrachten Sie die Funktion
fiEL=R, f)=E -1

a) Berechnen Sie das Integral

/_ 11 f(x)dx.

b) Betrachten Sie die Quadraturformel mit vier gleichmifBig verteilten Knoten (n = 3)
auf dem Intervall [—1;1], d.h.

1
x=—-1, x1=—=, x=

3 x3=1.

1
3 )
Berechnen Sie die zugehorigen Gewichte.

Verwenden Sie die Quadraturformel zur Approximation des Integrals aus Teil a).

c) Betrachten Sie die Gau-Quadratur mit drei Knoten auf dem Intervall [—1;1].
Berechnen Sie das Legendre-Polynom dritten Grades

3! 43

_ 2 3

P3(x)

Berechnen Sie die Nullstellen von P; — d.h. die Knoten der Gau3-Quadratur.
Berechnen Sie die zugehorigen Gewichte.

Verwenden Sie die Quadraturformel zur Approximation des Integrals aus Teil a).
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7 Taylorentwicklung, Interpolation und numerische Integration

Aufgabe 7.27 Betrachten Sie die Funktion

1

f(x):ma XE[—I,l]-

a) Bestimmen Sie die Interpolationspolynome vom Grad m
[003) = @83 +ap X"+ tax+ao

bzgl. f(x) fiir m = 4,8, 16 mit den Stiitzstellen
2.0

xi=——1, i=0,....,m.
m

Nutzen Sie zum aufstellen und I6sen des Gleichungssystems Matlab. Zeichnen Sie
die Graphen der Funktionen f(x) und py,(x).

b) Bestimmen Sie die stiickweise affine Interpolation s,,(x) bzgl. f(x) mit den Stiitz-
stellen
20

xi=——1, i=0,....,m.

fir m = 4,8, 16 mittels Matlab. Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen f(x) und
Sm(x).

¢) Vergleichen Sie die Ergebnisse der beiden Verfahren.

Aufgabe 7.28 Berechnen Sie [y (x* + 3x% — x+ 1) dx numerisch mit Hilfe der Gauss-
Quadratur aus der Vorlesung. Berechnen Sie sowohl die 1-Punkt als auch die 2-Punkt
Gauss-Quadratur (d.h. n =0 und n = 1), wobei a =0, b = 1 und f(x) = x> +3x>2 —x+1
ist. Vergleichen Sie Thre Ergebnisse mit der exakten Losung.
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8 Komplexe Zahlen

Die Gleichung x> = —1 hat keine reelle Losung. Fithren wir zunichst formal eine neue
Zahl ein, die diese Gleichung 16st, und nennen wir diese Zahl i (imagindre Einheit):

i*=-1
Als neue Zahlenmenge betrachten wir nun die Zahlen
a+ib mit a,b e R.

Mit obiger Annahme und einem Umgang mit i wie mit reellen Zahlen folgt fiir die Summe
oder das Produkt der Zahlen:

(a1 +iby)+ (ap +iby) = (ar+a2)+i(by+by),
(a1+ib1)(a2—|—ib2) = (a|a2+i2b1b2)+i<a1b2+azb1)
= (alaz—blbz)+i(a1b2+a2b1).

Konkret rechnen wir dann zum Beispiel
B+i)2—i)=6+2i—3i—i>=6—i+1=T7—i
oder durch Erweiterung von Zihler und Nenner

3+2i  (3+2)(2—-i) 6+i+2 8 1,

2+i  t)e—i) 241 373"

Zur rigorosen Rechtfertigung betrachten wir im folgenden Abschnitt die Definition des
Korpers der komplexen Zahlen.

8.1 Der Korper der komplexen Zahlen

Definition 8.1 (Komplexe Zahlen) Unter der Menge der komplexen Zahlen C versteht
man den R? mit den Rechenregeln + und x:

(a1,b1)+ (az,b2) = (ay+az,b1+b2) (wie im Vektorraum ]RZ),
(a1,b1) *(az,b2) = (ajax—biby,a1by+azxby).

Satz 8.2 (C,+,x) ist ein Korper.

Beweis: Zu den Axiomen im Einzelnen:
Addition:

271



8 Komplexe Zahlen

(A1) Assoziativitit

(A2) Kommutativitit

(A3) Nullelement (0,0).

(A4) Negatives Element zu (a,b) ist —(a,b).

Da die Addition der in R? entspricht, folgen diese Axiome aus den entsprechenden Eigen-
schaften der Vektorraum-Addition.

Multiplikation:

(M1) Assoziativitat

(M2) Kommutativitit
(M3) Einselement (a,b) % (1,0) = (a,b).
(M4) Inverses Element: Es soll gelten

nachrechnen

(a,b)* (x,y) = (1,0) < ax—by=1,
bx+ay=0.
( Gleichungssystem )

a a’
Annahme b # 0 : X=—yy = (—?—b>y:1
Loy b _a
YT T2 YT a2ap
Der Fall a # 0 verléduft analog.
a b

= (a,b)”! = ( ) falls (a,b) # (0,0).

a2 +b2 a>+b?
(D) Distributivgesetz: nachrechnen
O

Definieren wir nun i = (0, 1), dann sehen wir, dass i*i = (—1,0). Die reellen Zahlen konnen
wir nun mittels der Zuordnung R 3 a — (a,0) € C in die komplexen Zahlen einbetten.
Dann konnen wir fiir z = (a,b) € C auch schreiben

z = a + ib,
I 0
(a,0) (0,b)

um eine komplexe Zahl z in der Basis {1,i} = {(1,0), (0, 1)} darzustellen. Nun kénnen wir
wieder so rechnen, wie in der Motivation fiir die komplexen Zahlen. Wir lassen nun das
Multiplikationssymbol wieder weg und schreiben

UN* =220 fiir z1,zp € C.
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8.1 Der Korper der komplexen Zahlen

Wir schreiben auch z ! = —.

Definition 8.3 Zu 7z = x + iy definiert 7 := x — iy die konjugiert komplexe Zahl.

z
Weiterhin definiert

2| := Vzz = V/*% +?

den Betrag von z.

z

Ferner heiffen Re(z) = x =
und Im(z) = y =

(z4+7Z) derRealteil von z,
(z—Z) der Imaginirteil von z.

=) —

Eigenschaften: Fiir alle z,7;,2, € C gilt:

7 = g
21+ = Z1+22,
2122 = (v —iy1)(x2 —iy2) = (x1x2 — y1y2) — i(x1y2 +x201) = 7122,
lz122] = \/(X1X2—y1yz)2+ (x1y2 +x21)?
= B DE+3) = [l .
Re(z)] < [z],
Im(z)] < |z,

R,|z| >0 —0 & z=0
| €R,[2[ =0, (|| z=0) ] - |Z|:H<$;EZ)) ist Norm auf R?,

|z1 + 22| < |z1|+|z2| (Dreiecksungleichung)

Zur Konvergenz komplexer Zahlen: Es gilt

zn — 2 falls |z, —z) — 0 < ||z, — 2| gz — 0 < Rez, — Rezund Imz, — Imz.

Beispiele 8.4

(i)
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8 Komplexe Zahlen

(ii) Seiz =1 dann gilt

2
14i 1 L ,
d = =—VI+1=1, S R
“ V2l V2 7
1+i 1+i 1 izt :
2 2 . . ‘ ’
T = —-—z—(l—i—z —|—2l):l, B=P=1
3 2 1+ il, i—1 Z
prm— prm— prmm— . 7
V2§ V2

(iii) Betrachte das Produkt

— 5i
Q+D)Q2i+1) = 4i+24i-2i+i |
= 5i4+2-2=75i )
dann ist |5i = 5=+/5V5 T 2
= [2+il2i +1]. h 2+
I .

Weitere Beispiele fiir das Rechnen im Komplexen finden Sie in Aufgabe 8.1. Ubung 8.4
zeigt, wie man die Assoziativitit der Multiplikation nachrechnet. Eine wichtige Eigenschaft
des komplexen Konjugierens finden Sie in Aufgabe 8.8.

8.2 Die komplexe Exponentialfunktion

Die Definition der Potenzreihen exp(-),sin(-),cos(-) kann man auf die komplexen Zahlen
erweitern. Konvergenz ist durch das Majorantenkriterium (wie im reellen Fall) gesichert.

Wir erhalten:
exp(z) = ZOE: SRR TR R
n—=
= 1 2,2 2 . _ 2 2 7
cos(z) = —2—!+I!—6—|-..., Sln(z)_z—§+§_ﬁ+“”
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8.2 Die komplexe Exponentialfunktion

Esgilt: |exp(ip) =cos@+ising| fir ¢ € R.

Beweis:
2 3 4 5 6
. . o ¢ ¢ .0 %
CXP(I(P) = 1+l(p—7—l§+m+l§—a—
2 4 6 3 5 7
_ o 0 Q . Q ¢ 0
= (1—74‘?—54—) +l(§0—§+§—ﬁ+...)
= cosQ+ising@.

Ferner gilt: exp(z1 +z2) = exp(z1) exp(z2)

Beweis: [Skizze] Z.z. gentigt exp(x + iy) = exp(x)exp(iy). Denn daraus folgt:

exp(z1) exp(22) = exp(x1 +iy1) exp(x2 + iy2)
= exp(x1) exp(xz)(cosy; +isiny;)(cosyz +isinyz)
= exp(x; +x2) ((cosyj cosy, —siny; siny)
+i(siny; cosy, + siny; cosy; ))

Add.Th /S
dd.Theorem exp(x; +x2)(cos(y; +y2) +isin(y; +y2))

= exp((x1 +x2) +i(y1 +y2)) = exp(z1 +22).

Zu obiger Aussage (exp(x+iy) = exp(x)(cosy+isiny), dhnlicher Beweis wie im reellen
Fall &7 = e*e? ):

Definiere v(t) := exp(x+it), v(0) = exp(x). Da v(r) komplex ist, existiert eine Darstellung
v(t) =vi(t) +iv2(¢) und es gilt

v(t)=iv(t) < vi+ivp=ivi—v.

Vergleicht man Real- und Imaginirteil, so ergibt sich ( “;1 ) = ( —vvz > -
2 1

Dies ist ein gewohnliches DGL-System mit Anfangswerten
v1(0) = exp(x) und v2(0) = 0, welches folgende Losung be-

( exp(x) ) sitzt:
(1) =)

0
Die Eindeutigkeit dieser Losung wird im Kapitel iiber gewohnliche Differentialgleichun-
gen bewiesen.

= exp(x+it) = exp(x)(cost +isint) < Beh.
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8 Komplexe Zahlen

Weitere Folgerungen: | exp(z) # 0 fiiralle z € C

Hierzu: 1 = exp(0) = exp(z) exp(—z) = exp(z) # 0.

Weiterhin gilt: exp(z) = exp(z)

Hierzu: exp(z) = exp(x) (cos(—y) + isin(—y)) = exp(x) (cosy — isiny) = exp(z).

Geometrische Interpretation:

(i) z=|z|/(cos@ +isin@) =|z=re?,

wobei r = |z|, cos¢@ =

: Imz
S @ = |T’

€z
)
kd
212
Seien z; = r1€'?, 70 = re'?, A

dann ist| 7120 = r e @11 | rir

D.h. die ,,Multiplikation komplexer Zahlen ent- P2 21
spricht der Multiplikation der Betrdge und der w
Addition der Winkel*“ (vgl. Beispiel rechts). P+ P1

y

(i1) Multiplikation mit i = Drehung um 90° (%) nach links in C:

T S o+ T . :
i=e2, iz=ire® =re*T2) = r(icos @ —sing).

Betrachten wir nun als eine Anwendung den folgenden Satz:

Satz 8.5 (Kosinussatz)

In einem Dreieck mit Seitenldngen a,b,c gilt

a ¢? = a®> +b*> —2abcos Ys

b wobei Yy der Winkel zwischen den Seiten der Lingen a
und b bezeichnet.
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8.3 Der Fundamentalsatz der Algebra

Beweis: [mittels komplexer Zahlen] Wihle z; = ae'?", zp = be'”, dann gilt

A = |z —2)* = |ae'® —be'?|?

1 Y
—

= |e'?)? |ae’((p1 —¢) —b|)? = |ae — b|?
= (ae'" —b)(ae " —b) = a* TV —ab(e + V) + b
= a*>+b* —ab(cosy+isiny+cosy—isiny)

a® +b* —2abcos Y-

8.3 Der Fundamentalsatz der Algebra

Betrachten wir zunéchst das Losen quadratischer Gleichungen:

Esgilt \/E:\/rei :\/;\/ei :\/;ei%’

umdz?=—-1 < z=i oder z=—i:
Da — 1 =¢® =37  ist z=¢'? =joderz= P
Allgemeiner:
2 2
Z+pitq=0 < (Z+pz+ (g) )= (g) —q
—_——— -
(z+5)?
p_ [P
& =—Z*+\/—— e C.
21,2 > 4 q, PD.q
Beispiel 8.6
Gleichung: 2+42z4+10=0

21 = —1xv1-10=1+£3i

= z1=-1-3i 2 =—143i.

Gleichung: 2 —Bi+2)z—1+43i=0
3i+2 \/(3i+2)2 .3, \/5 . .
= + 1-3i=Zi4+1+4/-= 1—
212 > 1 + i 21+ 4+3z+ 3i

3 [ 1 3 1
= Zit+lEy/——=1 ~Et= i
21+ 1 +<2 2)1,

= z1=1+1, 2=1+2i

Satz 8.7 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom p(z) = ap+ a1z + @+ ...+
an?* mit a; € C fiir i = 0, ...,n, das nicht konstant ist hat mindestens eine Nullstelle auf C.
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8 Komplexe Zahlen

(Hier ohne Bewesis.)

Folgerung 8.8 Jedes Polynom p(z) der obigen Form mit a, # 0 hat genau n Nullstellen
auf C.

Beweisidee: Linearfaktoren abdividieren. Man erhilt p(z) = a,(z—z1)(z—22) - (2 — zn)
mit (ggf. mehrfach vorkommenden) Nullstellen z1, 22, ... Z,.

Beispiele 8.9 (i) Sei p(z) = z* + 1, dann hat p folgende Nullstellen:

X2 X1

i+1 i—1
= = ==
1 NG

—i—1 —i+1

3 = —, UY=——".:
: V2t

Diese Nullstellen treten als komplex konjugierte Paare auf und man erhdlt

o = () (-5 (-2 6-3)
= (Z-V2z+ 1)@ +V2z+1).

X3 X4

(ii) Sei p(z) = 2> + 1, dann ergeben sich die Nullstellen von p als:

T iz
l 13.

u=-1, nn=¢€3, m=e¢

Wiy

Das Rechnen mit der komplexen Exponentialfunktion, insbesondere das Wurzelziehen im
Komplexen, iiben Sie in den Aufgaben 8.5, 8.7, 8.9 und 8.10.

8.4 Vektorraume uber C

Wir haben Vektorraume bereits iiber beliebigen Korpern K kennengelernt (vgl. hierzu De-
finition 3.3). Bisher praktisch aber immer iiber reellen Vektorrdumen gearbeitet mit I = R.
Nun wollen wir uns mit dem Fall von Vektorrdaumen iiber C (IKX = C) beschiftigen. Hier
tritt eine wichtige Besonderheit erst bei der Einfithrung von Skalarprodukten auf (vgl. die
Definition des Skalarprodukts g(-, -) tiber R-Vektorraumen in Definition 8.10). Wiirde man
fiir IK = C genauso verfahren, so ergibe sich auf dem C” fiir einen Vektor v = (vy,...,v;,):

gvv)=vivi+vava+ ...+ v,

aber (v;)? # |v;|? fiir v; € C. Damit wiirde man nicht auf eine sinnvolle Norm /g(v,v) sto-
Ben. (Siehe auch Aufgabe 8.2.) Aber es gilt v;7; = |v;|%. Deshalb definieren wir
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8.4 Vektorrdume iiber C

Definition 8.10 Auf einem C-Vektorraum'V ist eine Abbildung
g:VxV —=C; x,yr— g(x,y) ein Skalarprodukt, gdw. fiir x,y,z € V, a € C gilt:

(G1)  g(x,x)€R, g(x,x) >0, gx,x)=0&x=0
(G2)  g(xy)=gx)

(G3)  gx+yz) =gx2)+8(2)

(G4)  glox,y) = ag(x,y)

Als kanonisches Skalarprodukt auf C" erhalten wir somit
gv,w) = viWwr + vy + ... v, W,

fiir Vektoren v = (vy,...,v,) und w = (wy,...,w,). Hierfiir schreiben wir auch wieder v -
w = g(v,w). Damit ergibt sich fiir die durch das Skalarprodukt induzierte Norm

vl =+vv-v= \/Re(v1)2+lm(v1)2+ .+ Re(vy)2 +1Im(vy)?,

da |v;|> = vi%; = Re(v;)? + Im(v;)*. Dies entspricht der euklidischen Norm, wenn wir den
C" als R*" betrachten.
Auch fiir dieses Skalarprodukt konnen wir wie im Reellen die Cauchy-Schwarzsche Un-
gleichung

vewl < [Py fIwl]
beweisen. Das kanonische Skalarprodukt kdnnen wir analog zu dem im R" auch schreiben
als

Vow=wly.

Nun haben wir auf reellen Vektorrdumen die transponierte Matrix kennengelernt. Fiir A €
R™ mit A = (Ajj)i j—1,..n gilt AT = (Aji)i,j=1,..n ist die Matrix bei der wir die Rolle von
Zeilen und Spalten in A getauscht haben. Damit ergibt sich im Zusammenhang mit dem
kanonischen Skalarprodukt auf dem R”

n n n n
Av-w= Z(ZA,'J'VJ')W,' = Z Vj(ZA,‘jW,’) = V'ATW.
i=1 j=1 j=1 =1
Wollen wir nun die gleiche Transformation iiber komplexen Matrixen aus C"" durchfiihren,

so ergibt sich auf Grund der obigen Definition des kanonischen Skalarprodukts auf C":

Av-w =

[\j:

Agjv)wi = Y () i) (17)

N
I
_
~
Il
_
~
Il
-
~
|
-

~
|
—_
~
|

I
1=
=
E

I

<

S

H

S

279



8 Komplexe Zahlen

Hier haben wir verwendet, dass 7 22 = Ziz2 fiir z1,z2 € C und dass Z fiir z € C. Ferner
notieren wir mit
_T SR
A = (A ji) .

i,j=1,...n

die Entsprechung der transponierten Matrix im Fall komplexer Vektorrdume C" mit kano-
nischem Skalarprodukt. Man bezeichnet diese Matrix auch als die adjungierte Matrix.

8.5 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 8.1 Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke:

a) (4+3i)+2(6—2i) =?

b) (44 3i)(6—2i) =?

c) ﬁ+li3—‘7 Interpreti ie di isch!
5 +5i) =7 pretieren Sie dies geometrisch!

Anwesenheitsaufgabe 8.2 Wir betrachten den Vektorraum C? iiber dem Kérper C und

versuchen darauf mittels
21 C1
=z1C c

ein Skalarprodukt zu definieren. Welche Eigenschaften (G1)-(G4) eines Skalarproduktes
werden nicht erfiillt?

Anwesenheitsaufgabe 8.3 Seien a,b € C beliebig, z=1+1i € C.

a) Geben Sie die Formel zur Berechnung des Produktes ab zweier komplexer Zahlen
a,b € C in der Darstellung x + iy an.

b) Geben Sie die Formel zur Berechnung des Produktes ab zweier komplexer Zahlen
a,b € C in der Darstellung re'? an.

¢) Geben Sie z in der Form z = re'® (mit » >0 und 0 < ¢ < 27) an.
Skizzieren Sie die Lage von z in der komplexen Ebene.

Zeichnen Sie in Ihre Skizze die Koordinaten r und ¢ (bzgl. der Darstellung re'?)
sowie x und y (bzgl. der Darstellung x + iy) ein.

d) Geben Sie —z in der Form re’? (mit r > 0 und 0 < ¢ < 27) an.
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8.5 Ubungen

Aufgabe 8.4 Weisen Sie das Assoziativititsgesetz fiir die Multiplikation komplexer Zah-
len nach:

(a-b)-¢c = a-(b-c) Va,b,ceC,

Aufgabe 8.5 Losen Sie die folgenden Gleichungen in C. Geben Sie die Losungen in der
Form z =x+iy mitx,y € R an.

a) 2=—8
b) 22 =i
c) *=-16
d) z=34

Achtung: Berechnen Sie alle Losungen!

Aufgabe 8.6 Berechnen Sie die Losungen der folgenden quadratischen Gleichungen in
C. Geben Sie beide Losungen in der Form x = a + ib mit a,b € R an.

a) > +(1-3i)x—2-2i=0

b) x2+2v2x—23i=0

SfS

Tipp: cos (%) = in (%) = 4. cos (£) =sin (%) =

Aufgabe 8.7 Welche der folgenden Gleichungen sind richtig?

a) ¢'? = —i. jad nein O
b) €' =i. jaO nein O
c) et = —Vi. jaOd nein O
d) ot = Vi. jad nein O
e) ei%:%\/i(l—i—i). jaO nein O
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8 Komplexe Zahlen

Aufgabe 8.8 Beweisen Sie: Bei einem Polynom mit reellen Koeffizienten treten echt
komplexe Nullstellen immer als konjugierte Paare auf, d.h. falls p(z) = 0 dann auch p(z) =
0.

Tipp: Beweisen Sie p(z) = p(z) und folgern Sie daraus die Behauptung. Was ist 7 fiir
reR?

Aufgabe 8.9 Berechnen Sie alle Losungen der Gleichung

& =—16.

Aufgabe 8.10 Skizzieren Sie die Losungen der Gleichung
F=1 fir k=2,4,8

in C. Wie sehen alle Losungen der Gleichung

in C aus?
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9 Eigenwerte und Diagonalisierung von Matrizen

In diesem Kapitel werden wir uns mit Eigenschaften von Matrizen beschiftigen. Wir wer-
den sehen, dass es besonders ausgezeichnete Richtungen gibt, in denen das Verhalten von
Matrizen besonders einfach — eine Streckung oder Stauchung — ist. Dies wird ein besseres
Verstindnis der mit den Matrizen verbundenen linearen Abbildungen ermoglichen.

9.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Es sei A eine n X n Matrix iiber einem Korper K (K = R, C).

Definition 9.1 Eine Zahl A € K heifit Eigenwert der n X n Matrix A, wenn es einen Vektor
x # 0 gibt mit Ax = Ax. Der Vektor x heifst Eigenvektor zum Eigenwert A.

Beispiele 9.2

0

(i) A= 1 hat die Eigenwerte 2,—1,3 zu den Eigenvektoren ey, e;, e3.

S O
W o O

0

(ii) Die Matrix Q € R™" sei folgendermafien definiert:

Q0 = 1-2ww! fiirweR" mit|w|| =1,
1 —-2wiw; —2wiw» —2wiwy,
_ —2wiwy
B : —2W,_1Wy
—2wiwy, —2Wh_1wy, 1 —2w,w,

Wir erinnern uns, dass Q eine Spiegelung an einer Ebene mit Normale w darstellt. Q
hat den Eigenwert 1 mit Eigenvektoren v € R" und v 1. w und den Eigenwert —1 mit
Eigenvektor w, denn

Ov = v=2ww v =y,
w-v=0
Ow = w—=2ww w=—w

-2 6
6 7

(iii) Es sei A = (
das Gleichungssystem hat also mehr als eine Losung. Dann hat (A — A1) Rang< 2,

), und es soll gelten Ax = Ax = (A — A1)x = 0 fiir ein x # 0,

283



9 Eigenwerte und Diagonalisierung von Matrizen

d.h. det(A— A1) =0.

—2—-2) 6
= det(( 6 (7=1)

5 /25 5 /225 5 15
it Lo =+4+—4 — = — 4+ _ = — 4+ —
mit Losungen A o +2 7 +50 3 ] S+

= Eigenwerte A = 10, A, = —5.

) — —(7-A)(2+A) ~36= A2~ 52 - 50,

Wir berechnen die zugehorigen Eigenvektoren:

—12 6

A (A—A41)x= ( 6 -3

1
)x:O:>x1:§x2

= span{ ( ; ) } sind alle Eigenvektoren.

2 Ao (A—?Lz]l)x:(3 6

6 12 )x:0:>x1:—2x2

= span{ ( _12 ) } sind alle Eigenvektoren.

Beobachtung: ( ; ) 1 < _12 )

cosQ —sin@

(iv) Es sei A = ( .
sing  cos@

) (Drehung um Winkel @).

Wir machen den gleichen Ansatz wie oben:

det(A—?L]l):det( cosg—A  —sing ):0 C
sing  cosp—A A

= A% —2cos QA +cos> @ +sin @ =0
—_———

-1 -
Adip = cos@Ey/cos?p—1 ’\\M

= cos@++y/—11/1—cos2@ =cosp+ising =e=?.
Falls sin(¢@) = 0, so ist A =1 und damit sind alle Vektoren Eigenvektoren zum Eigen-
wert 1. Also nehmen wir jetzt an sin(@) # 0. Nun berechnen wir die Eigenvektoren:
( cosp —smng ) ( <l ) =cos@ tisin@ ( <l )
sin@  cos@ 22 2

—sin@z; = =isin@Qz N -2 = Zig
sin@z; = Zisin@z 71 = =iz
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9.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Damit ergeben sich (falls sin @ # 0) Eigenvektoren ( —1i ) ( 1 ) zu den Eigen-
werten cos ¢ +isin @, bzw. cos @ —isin Q.

Falls wir als Korper nur die reellen Zahlen betrachten, hat A fiir sin(@) # 0 keine
Eigenwerte.

Bemerkung 9.3 Die Menge aller Eigenvektoren zu einem Eigenwert A (einschliefflich des
Nullvektors) ist der Kern von A — A1, also ein Untervektorraum. Wir nennen diesen Eigen-
raum.

Definition 9.4 P(A) = det(A — A1) heift das charakteristische Polynom von A. Nullstellen
des charakteristischen Polynoms sind Eigenwerte von A und es gilt P € &,.

Hierzu betrachten wir nicht triviale Vektoren im Kern von (A — A1), d.h. x € K" mit (A —
Al)x = Ax — Ax = 0 mit x # 0. Wenn es diese gibt, so heifit dies, dass A — A1 nicht vollen
Rang hat. Demnach ist det(A — A1) = 0 eine notwendige und hinreichende Bedingung.

Wir kénnen bestimmte Koeffizienten von P(A) einfach ausrechnen:

ain—A  an atry
a ay — A
P(A) = det 2o
: an—1,n
anl T npn—1 Anppn — A

= (=1)"A"+ (=D)" A" Yay +an +... +apm) + ... + detA.

Dies sieht man wie folgt: Nach dem Entwicklungssatz fiir Determinante betrachten wir
die Entwicklung aller auftretenden Determinanten jeweils nach der 1. Spalte. Die maxi-
male Potenz von A - ndmlich 7 - tritt nur dann auf, wenn wir jeweils den ersten Term all
dieser Entwicklungen betrachten. Dadurch ergibt sich als ein Summand (aj; — 4)(ax —
A) -+ (ap, —A). In diesem Term ist nach Ausmultiplikation der fithrende Koeffizient (—1)"
vor A". Dies begriindet den Term hochster Ordnung. Der Term niedrigster Ordnung ergibt
sich als P(0) = detA. Wenn man nun bei der Entwicklung jeweils nach ersten Spalten ein-
mal nicht das oberste Element abgreift, so muss man ab dann diese Zeile streichen und
streicht damit gleich ein weiteres mal das Auftreten eines Terms mit A. Dann ensteht aber
nur eine maximale Potenz n — 2. Damit ergibt sich auch der Term der Ordnung n— 1 in A
direkt aus dem Produkt (a;; —A)(axp —A) -+ (ap, — A ). Dieser ist dann aber offensichtlich
(=) Yaj +an+-am).

Wir definieren: trA := ay; +az + ... + ay, als die Spur von A [tr = trace (Spur)].

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat das charakteristische Polynom P(-) n Nullstel-
len inklusive mehrfacher Nullstellen.
Achtung: Die Vielfachheit der Nullstelle sagt im Allgemeinen nichts iiber die Dimension
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9 Eigenwerte und Diagonalisierung von Matrizen

des Eigenraums aus. (Die Dimension des Eigenraums kann kleiner oder gleich der Viel-
fachheit der Nullstelle sein.) Ein Beispiel hier zu ist die Matrix

11

01 )"
Das charakteristische Polynom P(A) = (1 — 4)? hat die doppelte Nullstelle 1 aber der Ei-
genraum zu diesem Eigenwert ist span{e; }.

Ist A € R™" so gilt: A Eigenwert = A Eigenwert (vgl. Bsp. oben), wie Sie in Ubungsauf-
gabe 8.8 beweisen.
Weitere Beispiele finden Sie in den Ubungen 9.5, 9.9 und 9.10.

9.2 Symmetrische Matrizen

Betrachten wir nun speziell symmetrische Matrizen A € R™". Wir werden sehen, dass die
Struktur dieser Matrizen sehr gut iiber die Eigenwerte und Eigenvektoren erfasst werden
kann.

Lemma 9.5 Sei A € R™" eine symmetrische n x n Matrix und Ay, Ay € R zwei verschiedene
Eigenwerte, dann sind die zugehorigen Eigenvektoren und damit die Eigenrdume zueinan-
der orthogonal.

Beweis: Sei u ein Eigenvektor zu A; und v ein Eigenvektor zu A;, dann gilt

Au= Au, Av= 2Ly
= lMuv=Auv=u-Alv=u-Av=u-Lyv=Lu-v

= (A —lz)wv:Ollélqu_v.

a

Lemma 9.6 Sei A € R™" eine symmetrische n x n Matrix und A = min{Ax-x|||x|| = 1},
dann ist der Vektor u auf dem das Minimum angenommen wird Eigenvektor zum Eigenwert

A.
Beweis: Definiere f(x) = Ax-x, dann ist f stetig und S = {x € R"|||x|| = 1} ist abge-
schlossen und beschrinkt. Damit nimmt die Funktion f auf der Menge S ihr Minimum an.
Sei u € S die Minimalstelle, d.h.

flu)=A=Au-u<Ax-x furallexecsS.
Sei y € R,y # 0 ein beliebiger Vektor, dann gilt

A.
ZZHy—HGS:>AZ~ZZA:>%Z7LZ>AY')’Z7W'Y
y y
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9.2 Symmetrische Matrizen

Weiterhin definiere B:=A — A1 = By-y=Ay-y—Ay-y>0und Bu-u = 0.
Betrachte nun y = u + €x:

0 < By-y=B(u+éx)-(u+e€x)
Bu-u+SBu-x—|—SBx-u+Esz-x
= 042eBu-x+€&*Bx-x

Nun dividieren wir durch € und erhalten O < 2Bu - x + €Bx - x. Nun betrachten wir € — 0
und erhalten schlieBlich
0<2Bu-x.

Nun wihlen wir x = —Bu und folgern 0 < —Bu - Bu = —||Bul|>. Damit schlieBen wir Bu =0
und somit Au = Au.

O

Lemma 9.7 Sei A eine symmetrische n x n Matrix undV ein Unterraum des R" mit Ax € V
fiirxeV
A =min{Ax-x| ||x|| =1,xe V}

und das Minimum werde fiir den Vektor u € V.angenommen. Dann ist u Eigenvektor zum
Eigenwert A.

Beweis: Der Beweis verlduft wie in Lemma 9.6, nur spielt sich alles im Unterraum V ab.
Wir erhalten genauso wie dort Bu - x > O fiir alle x € V. Da Bu = Au— Au folgt Bu € V,
somit konnen wir x = —Bu wihlen und erhalten wie oben —||Bu|| > 0 und somit Bu = 0.
Damit folgt schlieflich wiederum Au = Au.

Ein Beispiel dazu finden Sie in Ubung 9.1.

Satz 9.8 Eine symmetrische n x n Matrix hat n Eigenwerte Ay < Ay < ... < A, mit zuge-
horigen orthonormierten Eigenvektoren uy, ..., u,.

Beweis:
(1) Wir suchen das Minimum von
flx)=Ax-x

unter der Nebenbedingung g(x) = ||x||*> = 1. Lemma 9.6 zeigt, dass das Minimum
den Wert A; hat und fiir den Eigenvektor u; angenommen wird.
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9 Eigenwerte und Diagonalisierung von Matrizen

(i) Wir bestimmen nun up = x als Losung des Minimumproblems unter der Nebenbe-
dingung ||x||? = 1 im Unterraum
Vi={xeR"|x-u =0}.

Aus x-u; =0 folgt Ax-u; = x-Au; = ALx-uy =0, d. h. die Matrix A bildet V; in
sich ab. Lemma 9.7 zeigt, dass A, Eigenwert mit Eigenvektor x = u; ist. Wir setzen
das Verfahren fort und bestimmen im k-ten Schritt das Minimum von f(x) unter der
Nebenbedingung x-x = 1 im Unterraum

Vici =A{x|x-uy=...=x-u_ =0}.

und wir erhalten A; als Eigenwert mit Eigenvektor uy, der nach Konstruktion ortho-
gonal zu uy...,u;_ ist. Das Verfahren kann fortgesetzt werden bis k = n gilt. Es
ergibt sich eine der Grofle nach geordnete Folge von Eigenwerten.

O

Die orthonormierten Vektoren uy,...,u, (u;-u; = 6;j, ||u;|| =1 fir i, j € {1,--- ,n}) sind
linear unabhiéngig, bilden also eine Basis des R". Jeder Vektor x ldsst sich als Linearkom-
bination

X=0uy+...+ ou,
mit
oa=x-u,i=1,....n

schreiben (diese Darstellung der ¢; erhilt man, indem man auf beiden Seiten das Skalar-
produkt mit u; bildet, vgl. orthogonale Projektion im nichsten Kapitel).
Es folgt

Ax=Aoqu;+...+ A, 00u,

und
n 2 n 2
Ax-x YL Aap o

- o P .
xx o Yhof L Y of

i=1

Dies ist ein gewichteter Mittelwert der Eigenwerte, muss also zwischen dem kleinesten und
dem grofBten liegen.

Folgerung 9.9 Der RAYLEIGH-Quotient

Ax-x
r(x) = o
geniigt der Ungleichung
A < I’(X) <A

und nimmt sein Minimum fiir x = uy und sein Maximum fiir x = u, an.
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9.2 Symmetrische Matrizen

Beispiel 9.10 Betrachten wir die Matrix

b

I
VR
STETIo
DO L] —
N~

dann ergibt sich fiir den Rayleigh-Quotienten

A (i) ' (§> (3 2xy+3y?) |

Xtyr o 2(2 4y

r(x7y> =

Die notwendige Bedingung fiir ein Minimum oder Maximum ist Vr(x,y) = 0. Wir berechnen
nun
(6x+2y,2x+6y) (x* +y*) — (3x% +2xy + 3y?) (2x,2y)
2(x2+y?)?
303 4 3xy? + yx? +y° — 3x° — 2x%y — 3y%x T
X3 4 xy% +3yx? 4 3y° — 3x%y — 2xy% — 3y3
(2 +)?)°
OO =), x(x* —»%))
(2 +%)°

Vr(x,y) =

Da r(0,0) nicht definiert ist, erhalten wir fiir Vr(x,y) = 0 die notwendige Bedingung
y? = x%. Hierfiir gibt es genau zwei Losungen, y = —x oder y = x. Diese beiden Losun-
gen bestimmen zwei eindimensionale Unterriume, jeweils zum minimalen und maximalen
Eigenwert. Wahlen wir als Lédnge dieser Vektoren 1 so erhalten wir bis auf das Vorzeich-
nen den Vektor (=, — )T und den Vektor (=, )T, Diese beiden Vektoren sind also die

V2 V2 V2’ V2

Kandidaten fiir Eigenvektoren zum grofiten und zum kleinsten Eigenwert. Wir berechnen

(5 () -0 D0 )
() (8) 50 D)()-

T
Damit erhalten wir den minimalen Eigenwerte A| = 1 mit Eigenvektor (\/Li, —%) und

DL = DL —

T
den maximalen Eigenwerte Ay = 2 mit Eigenvektor (\%, \%) . Schlieflich priifen wir noch
die Eigenwerte duch Nullstellenbestimmung des charakteristischen Polynoms P(A) = A? —
3A +2. Wir erhalten A, , = % + % —2 und somit Ay = 1 und A, = 2.
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9 Eigenwerte und Diagonalisierung von Matrizen

Diagonalisierung symmetrischer Matrizen. Wir fassen jeden Eigenvektor der Ma-
trix A als Spaltenvektor auf und bilden die Matrix U aus den Eigenvektoren als Spalten. Es
folgt

ai;p -+ a Uil e Uy Auir ... Augy

Anl ... Qun Upl .. Uppy Mgl .. Aty
Ui o Ul M 0
Upl .. Unn 0 An

oder in kiirzerer Schreibweise
AU =UD (18)

mit einer Diagonalmatrix D, die die Eigenwerte von A als Diagonalelemente enthilt. Auf-
grund der Orthonormiertheit der Eigenvektoren folgt

vl =1.

Solche Matrizen nennt man orthogonale Matrizen. Wir fassen dies in einer Definition zu-
sammen:

Definition 9.11 (Orthogonale Matrizen) Eine Matrix U € R"™" heifst orthogonal, falls
Ul =u-1,dnvtu=0UT =1.

Allgemein nennen wir eine Matrix diagonalisierbar, falls eine nichtsingulidre Matrix B
existiert, so dass

D=B"'AB

eine Diagonalmatrix ist (vgl. hierzu Definition 9.20). Wir werden diesen allgemeinen Fall
bald vertiefen. Nach unseren obigen Uberlegungen ergibt sich fiir symmetrische Matrizen
somit:

Satz 9.12 Jede symmetrische n x n Matrix A ist diagonalisierbar. Es gilt
A=UDU"
mit einer orthogonalen Matrix U und einer Diagonalmatrix D.

Beweis: Aus UTU = 1 folgt U~! = UT. Aus AU = UD ergibt sich dann durch Multipli-
kation von rechts mit U7 = U~! direkt A = UDUT.
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9.3 Positiv definite, symmetrische Matrizen und das Skalarprodukt

Fiir die Matrix aus Beispiel 9.10 erhalten wir (je nach Wahl und Anordnung der Eigenvek-
toren) die folgenden Diagonalisierungen:

3 1 1 1 1 1
(g g>: 7 ﬂ>(2 0)<ﬁ ﬁ)
3 1 1 01 1 1
73 i TV i TV
1 1 1 1
(3 269 T
i i) \0 2\ s
1 _ 1 1 1
(3 )69 (0 )
v i) \0 2\~ 5

Weitere Beispiele zur Diagonalisierung finden Sie in den Aufgaben 9.7 und 9.13, zu ortho-
gonalen Matrizen in Ubung 9.4.

Die Matrix D stellt also in der Orthonormalbasis uy,...u, aus Eigenvektoren die selbe
lineare Abbildung dar, wie die Matrix A beziiglich der Standardbasis ey, ...e,.

301 . L
Wiihlen wir im obigen Beispiel A = <% %) ,D= (3 (1)> Uy = (\@) und up = ( \/il ) ,
S 2 2 V2 V2
so ergibt sich das folgende Bild. Beziiglich der Basis u;,u; (rechts, rot) wird die erste Ko-

ordinate verdoppelt, die zweite bleibt gleich (Eigenwerte 2 und 1).

o D e

9.3 Positiv definite, symmetrische Matrizen und das
Skalarprodukt

Quadratische Formen. FEin Ausdruck der Form

x Ax = Ax-x

291



9 Eigenwerte und Diagonalisierung von Matrizen

mit einer symmetrischen Matrix A heifit quadratische Form. Wir betrachten zunéchst den
Fall, dass A = 1 (Einheitsmatrix) gilt. Durch

x-x=1

wird fiir x € R” eine Kugel mit Radius 1 dargestellt (fiir x € R? ergibt sich der Einheits-
kreis). Setzen wir y = rx fiir eine Zahl r > 0, so erhalten wir eine Kugel (einen Kreis) mit
Radius r mit der Gleichung

2 2
=1 < <)£> —|—<)2> =1 < y-y:rz.
r r

N I
N I

Setzen wir
Yi = aiX;

mit positiven a; > 0, so erhalten wir die Gleichung eines Ellipsoids (einer Ellipse) mit den
Halbachsen a; fiir i = 1...,n (fir n = 2 eine Ellipse). Wir konnen uns eine Ellipse durch
Streckung des Einheitskreises mit dem Faktor a; in x;- Richtung entstanden denken. D.h.

1\?, 1\?,
— — -1
(al) y1+<a2) NG}

ist die implizite Darstellung einer Ellipse mit Halbachsen a; und a;. Das kdnnen wir auch

schreiben als Dx-x = 1 mit
aiz 0
a3

Der folgende Satz zeigt, dass fiir jede symmetrische Matrix A mit positiven Eigenwerten
iiber die Gleichung Ax - x ein Ellipsoid definiert wird.

Satz 9.13 (Hauptachsentransformation) Ist A eine symmetrische n x n Matrix mit der
Diagonalisierung A = UDUT und U orthogonal, dann gilt mity = U x bzw. x = Uy:

M

n
Ax-x= /'ka%, falls D=
k=1

Falls alle Eigenwerte Ay positiv sind, beschreibt also
{xe R"|Ax-x=1}

ein Ellipsoid, dessen Halbachsen die Lingen ﬁ haben und in die Richtung des zugeho-
k

rigen Eigenvektors zeigen.
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9.3 Positiv definite, symmetrische Matrizen und das Skalarprodukt

Beweis: Wir setzen y = U”x, d. h. die Vektoren x und y gehen durch eine orthogonale
Transformation hervor. Es folgt

x=Uy

und

n
Ax-x=xTAx=y'UTAUy =y" Dy = Z My
k=1

Dabei haben wir verwendet, dass sich Gleichung (18) in der Form U TAU = D oder A =
UDUT schreiben l4Bt. Fithren wir iiber die Beziehung y = U’ x neue Koordinaten y ein
(Basiswechsel), so konnen wir die urspriinglichen Koordinaten mit x = Uy erhalten (um-
gekehrter Basiswechsel). Es folgt

Ax=UDU"x,

d. h. wir konnen das Bild von A erhalten, indem wir zuerst transformieren, dann eine Dia-
gonalmatrix anwenden und schlielich die Riicktransformation ausfiihren.

Fiir eine quadratische Form
xTAx =1
mit einer symmetrischen Matrix A und A = UDUT und U orthogonal folgt mit
y=UTx
die Beziehung
yIDy =yTUTAUy = (Uy)TAUy = xTAx = 1.

Wir sehen, dass im Fall A; > O fiir i = 1,...,n durch eine orthogonale Abbildung, z.B. eine
Drehung oder Spiegelung eine Ellipse (Ellipsoid) mit den Achsen

erhalten wird.

Beispiel 9.14 Gesucht sind die Hauptachsen der Ellipse
5x2 +8xy+5y° =1.

Wir schreiben die Gleichung in Matrizenform
x\' /5 4 X\
y 45 )\y/)
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Die zugehorige Matrix hat die charakteristische Gleichung

0

5-1 4
det< A 5_/1):/12—107L+9:(7L—9)(/1—1)

mit den Eigenwerten Ay = 1 und A, = 9. Die Matrix der orthonormierten Eigenvektoren

lautet
U— L 11 _ cqs% sin% .
V2 -1 1 —sinf cos%

Da A =UDUT, ergibt sich mit der Transformation
(3)=v(5)
y n

Erom*=1. Iy

die Gleichung

S ,
Wir erhalten eine Ellipse mit Hauptachse 1 in Richtung

1 1 1 1. ) X
U( 0 ) = ﬁ( 1 ) und Hauptachse 3 in Richtung Q

0y_ (1
v(1)=5(1)

Beispiel 9.15 Die Konfidenzellipse fiir die wahre Punktlage X (bei geschdtzter Punktlage
x = 0) ist gegeben durch

X li<y,

wobei x das entsprechende Quantil der y*-Verteilung ist und

s o2 Oy
‘XX — G 0_2
Xy y
die Kovarianzmatrix.

Gesucht sind also die Halbachsen der durch
1
—r lxx=1

X

definierten Ellipse.
Wenn nun A ein Eigenwert von Ly, ist, so ist A = XL)L ein Eigenwert von %Z;xl. Die Halb-

achsen der Ellipse sind also ﬁ =/ xA.

Das charakteristische Polynom von X, ist

2 2 2 2 2, 2 2.2 2
(0y =A)(0y —A) — 0y, = A" — (0; + 0;)A + (0,05 — 0yy),
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9.3 Positiv definite, symmetrische Matrizen und das Skalarprodukt

und man erhdlt die Nullstellen
1
h=> <<;3 +07)+ /(02— 02 +4a)2w>

und damit die Halbachsen

1
Vak =[xk (o2 o)\ flo? o7 +403).

cosO sin6
—sin@ cos6
hung um den Winkel 0 ist. Dann ist D = U Ty U die Diagonalmatrix zu X (deren Eigen-
vektoren gleich denen von L) sind).
Durch Ausmultiplizieren der Matrizenprodukte ergibt sich fiir die Nebendiagonal-Eintriige
von D (die ja Null sein miissen) sin 0 cos 6 (o2 — 0'y2) + (cos? 8 — sin® 0) 6y, und daraus

Zur Bestimmung des Drehwinkels nimmt man an, dass U = ( ) eine Dre-

20y, 2sin 6 cos 6 sin(20)
= = =tan(26).
Gy2 —02  cos20—sin?@ cos(20) (26)

Man erhdlt also die aus dem geoddtischen Rechnen bekannten Formeln fiir Linge und
Richtung der Halbachsen

o= \/(GXZ —07)?+403,

1
Azzxi(o'f%—oyz)%—w),

1 20,
0 = — arctan 5 ald 5
Oy — Oy

Weitere Beispiele finden Sie in den Aufgaben 9.2, 9.3 und 9.11.

Definition 9.16 Eine symmetrische Matrix heifit positiv definit, falls Ax -x > 0 fiir alle
Vektoren x € R" mit x # 0.

Lemma 9.17 Ist A € R™" (symmetrisch und) positiv definit, so definiert g(v,w) := Av-w
fiir alle v,w € R" ein Skalarprodukt.

Beweis: Wir iiberpriifen die Eigenschaften eines Skalarprodukts:

gvw) = Avw=v-ATw=v.Aw=Aw-v
= g(w,v) = g symmetrisch.
g(-,") bilinear v
g(v,v) = Av-v>O0firalleve R" v#0,,=" gdw.v =0« A ist positiv definit.
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|

Lemma 9.18 Zu jedem Skalarprodukt g : R" x R" — R gibt es eine positiv definite sym-
metrische Matrix A mit g(v,w) = Av-w fiir alle v,w € R".

Beweis: Definiere A;; := g(e;, e;), dann gilt fiir A = (a;;);; die Beziehung
g(ej,ei) = a,'j :Aej-e,-.

Die Matrix A ist symmetrisch, da a;; = g(ej,e;) = g(ei,ej) = aji. Aus den Darstellungen
v=Y"  vie;,w=Y"  wie; und der Bilinearitit von g(-,-) folgt

gvw) = Zg(ei,ej)viwj = Zajiviwj' =Av-w.
i’j lv]

Zu zeigen bleibt, dass A positiv definit ist. Aber da Av-w = g(v,w) ist, folgt aus der positiven
Definitheit von g(+,-) auch die positive Definitheit von A.

Eine analoge Darstellung ist natiirlich auch beziiglich anderer Basen moglich.
Satz 9.19 Sei A € R™"" positiv definit und symmetrisch, dann gelten:

(i) Alle Eigenwerte von A sind positiv.

(ii) Alle Hauptunterdeterminanten det : : sind positiv.

Akl - Gkk

Beweis:
(i) Sei A ein Eigenwert von A und u # 0 ein Eigenvektor dazu, dann gilt
Au-u=Au-u.
Da A positiv definit ist, gilt Au-u > 0. Da andererseits u - u = ||u||> > 0, folgt A > 0.
(i) Die Matrix A lésst sich diagonalisieren, d.h. es gilt
A=UDU" =  detA = detUdetDdetU"
= (detU)*Ay-...- Ay Yo
——

=1, da (detU)? =det(UUT) = detl = 1.
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Nun zu den Unterdeterminanten: Sei

X
apy - a x|
k k ~(k Xk
Ak — , 0 — ’ k) — 0 :
axl - Okk Xk .
0
dann ist

k
AP 6 = Y g = AR 50,
ij=1

also ist A% positiv definit, da A positiv definit ist:
AWK 0 > 0 falls x*) £ 0.
Wie fiir die Matrix A folgt daraus detA®) > 0.

O

Darstellung des Skalarproduktes beziiglich verschiedener Basen. Wir betrachten auf
dem R? das Skalarprodukt

. 5 4
glvyw) =Av-w mit A—(4 5).

Wir suchen nun eine Basis des R?, die beziiglich g orthonormal ist.
Der erste Vektor muss lediglich (beziiglich g) Lange 1 haben, wir beginnen z.B. mit e¢; und
normieren ihn. Da ||e; ||, = \/g(e1,e1) = /5, ergibt sich u; = % ( (1) )

Der zweite Vektor muss senkrecht auf dem ersten stehen. Wir beginnen mit e, und entfer-

_4
nen den Anteil in Richtung u, also ey — g(ep,u;)u; = ( 15 > Normieren wir nun, so
erhalten wir uy = W 5

Schreiben wir diese beiden Vektoren nun als Spalten in eine Matrix U, so ergibt sich

=350 3)

Der Vektor x enthalte die Koordinaten des Vektors v beziiglich der Basis u;,u;, also gilt
v = Ux. Wenn wir analog fiir den zweiten Vektor w = Uy annehmen, so ist

gvw)=Av-w=AUx-Uy=UTAUx-y.
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9 Eigenwerte und Diagonalisierung von Matrizen

Da die Basis beziiglich g orthonormal ist, muss die darstellende Matrix zu g beziiglich
dieser Basis die Einheitsmatrix sein, vgl. Lemma 9.18. Es muss also U TAU =1 sein, was
man auch leicht nachrechnet. Mit

1 5 4
gyl
o= (0 3)
ergibt sich also A = BT B.
Auf diese Art ldsst sich zu jeder symmetrischen, positiv definiten Matrix A eine Zerlegung

A = BT B mit einer invertierbaren Matrix B berechnen.

Darstellung des Skalarproduktes beziiglich verschiedener Basen am Beispiel von Polynom-
Vektorriumen. Betrachte den Vektorraum der stetigen Funktionen (1) auf dem Intervall
I = [a,b]. Wir definieren nun eine Bilinearform g : ¥ x € — R mittels

gluw) = [l dx.
Dann ist g(.,.) ein Skalarprodukt, denn

) gvw) = (),

(i) glow+Bzw) = [ (ovl) + Bal) wi)d

/ dHB/ x)dx = og(v,w) + Bg(z,w),

(iii) g(v,v) = /vz(x) dx>0, ghv)=0v=0.
1

Nun betrachten wir den Unterraum der linearen Polynome &2; C €°(I). Als Basis von &,
wihlen wir {x — 1,x — x}, dann erhalten wir die darstellende Matrix A zu g(.,.) auf &

mit
ay; a
A — 11 an :
a; ax

b
ay = /l'ldx:(b—a),
a

wobei

b
ap = /al'xdx:(b—a) > = 5 =asi,

ay = x“dx= ,
a 3

298



9.3 Positiv definite, symmetrische Matrizen und das Skalarprodukt

Fiir b = 1,a = 0 erhalten wir

Q=09 —
N——

Bf—= —

und fiir b = 1,a = —1 ergibt sich

2 0
A—(o%)

Wie berechnet man nun das hier gegebene Skalarprodukt unter Verwendung der dar-
stellenden Matrix A ?

Betrachte die Abbildung R? — 2;; < ) — (x — v1 +vpx), dann ist

V1
V2

A <v1) . (Wl) = g(x—= v +vax,x = wi +wox)

V2 w2

b
= / (v1+vzx)(w1+wzx)dx
a

b —a? »—ad

= (b—a)viw; + (viwa +vowy) +

Vow).

Fragen wir nun nach einer Orthonormalbasis {u;,u;} von Funktionen uy,u; € & beziig-
lich des Skalarproduktes g(.,.):

b 1 i=j
[utma={ g L

Fiir den Fall des Intervalls [—1,1] (b = 1,a = —1) ergibt sich:

uz

Damit ist

ui

denn:
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9 Eigenwerte und Diagonalisierung von Matrizen

Die Matrix A des oben definierten Skalarprodukts Idsst sich nun folgendermallen schreiben:

A 1OBB B v2 0
vew = 0 1 v-Bw, =1 2 =

GOV G (V)
Lo v3) |

Darstellung des Skalarprodukts E

BT - .
in der neuen Basis

Hierbei ist B die Transformation von der Monombasis (x — 1,x — x) in die orthogonale
Basis.

Fiir den Fall des Intervalls [0, 1] (b = 1,a = 0) ergibt sich:

(11

Um hierzu eine Orthonormalbasis zu bestimmen, wihlen wir zunichst ein beliebiges Poly-
nom (nicht Null) und normieren dieses, z.B. x > 1.

Q= —

Das zweite Basispolynom muss nun

/011-(mx+b)20

erfiillen, als Losungsmenge ergeben sich alle Vielfachen von x — 2x — 1. Aus

1

1 1
/ (2x—1)%dx = 8(2x—1)3
0 0

folgt, dass x — v/3(2x — 1) normal ist (Linge in der Norm zum Skalarprodukt ist 1). Damit
istdann {x+— 1, x> /3(2x—1)} eine Orthonormalbasis von &7|. Aus

wrtb=o" (Va(e-1)) +(5+0)1

folgt die explizite Transformation der Monombasis in die orthonormale Basis:

(x—1) = (x—=1)
(x—x) = %(le)—l—%(xH\/g(Zx—l))
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9.4 Diagonalisierbare Matrizen

1 1
Schliesslich ergibt sich somit fiir die Basistransformation B = 0 i ) von der Mo-
2V3

nombasis in die orthogonale Basis die folgende Darstellung der Matrix A:

(D
(HE)GD0 L)

Achtung: Die bei dieser Darstellung A = BT 1B = B’ B vorkommende Matrix B ist in der
Regel nicht orthogonal, da die Vektoren ja nur beziiglich des Skalarproduktes g (und nicht
beziiglich des Standard-Skalarprduktes) orthonormal gewihlt wurden.

Man sieht jedoch, dass sich jede symmetrische, positiv definite Matrix a auf diese Weise
als A = BT B mit einer invertierbaren Matrix B schreiben lisst.

Ein weiteres Beispiel finden Sie in Aufgabe 9.17.

W= —

Nl = R

9.4 Diagonalisierbare Matrizen

Wir haben gesehen, dass jede symmetrische Matrix A € K’*" diagonalisierbar ist (hier:
K = R oder C):

A
A=UDUT mit D= und UT =U 1.
An

Nun betrachten wir allgemeine Matrizen und deren Diagonalisierbarkeit. Hier definieren
noch einmal allgemein, wann Matrizen iiber einem Korper K diagonalisierbar sind.

Definition 9.20 Eine Matrix A € IK™" ist allgemein diagonalisierbar falls es eine Diago-
nalmatrix

M
D—
An

gibt, sowie eine invertierbare Matrix B € IK'"" mit
A=BDB™!  (AB=BD).

Die A1,..., A, sind dann die Eigenwerte von A und die Spalten von B die Eigenvektoren:

B=\| b ... b, : AB=BD <& Ab;=Ab;.
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9 Eigenwerte und Diagonalisierung von Matrizen

Satz 9.21 Eine n x n-Matrix ist genau dann diagonalisierbar, wenn sie n linear unabhdn-
gige Eigenvektoren besitzt.

Beweis: B ist genau dann invertierbar (hat vollen Rang), wenn die Spalten b; (die gewéhl-
ten Eigenvektoren) linear unabhéngig sind.

|

Beispiel 9.22 Nicht jede quadratische Matrix A € IK"™" mit n > 1 ist diagonalisierbar (vgl.
die Diskussion des gleichen Beispiels weiter oben):

11
=(s1)
-2 1

0 1-2
(doppelte Nullstelle). Die Eigenvektoren losen also die Gleichung:

( 00 > (X2) N (0) & xa2=0,x) beliebig.

. . .o . . Satz 9.21 , . . . .
Damit spannt ( O) einen eindimensionalen Eigenraum auf YL A st nicht diagonali-

Hierzu: det(A — A1) = det = (1 —2)?>=0= 1 ist einziger Eigenwert

sierbar.

Lemma 9.23 Sind by,...,b, Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten
My ..., Ay, dann sind die by, . .., by linear unabhiingig.

Beweis: Wir betrachten die Gleichung
aibi+...+oubr =0

und zeigen zunichst o = 0. Dazu multiplizieren wir diese Gleichung mit A — 4,1 von
links und erhalten

o (M — )by + 0 (A — A)by + .+ 0y (Ak—1 — M) b1 + o (A — M) b
= o1 (M = A)b1+ (A — A)ba+ .. A o1 (M—1 — A )by = 0.

Nun multiplizieren wir mit A — A;_11 ebenfalls von links und es ergibt sich

(04] ()Ll — lk—l)(ll — )Lk)bl + OCQ()LQ — Ak—l)(lz — )Lk)bz 4...
02 (M—2 = Ak—1)(Ak—1 — A ) b2 +0=0.

Weiteres Multiplizieren mit den Faktoren A — A;_»1,... ,A — A1 ergibt letztlich
(04 (l] — /12) ce (l] — lk_l)(/l] — lk)bl =0.

Da die Eigenwerte paarweise verschieden sind und b # 0 folgt @; = 0. Analog erhilt man
m=...=q,=0.
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9.4 Diagonalisierbare Matrizen

O

Satz 9.24 Jede Matrix A € IK"™" mit n verschiedenen Eigenwerten ist diagonalisierbar.

Beweis: Folgt direkt aus dem vorangegangenen Satz und dem Lemma.
O

Die Diagonalisierung ist ein wichtiges Werkzeug, wenn man Potenzen von Matrizen aus-
rechnen mochte. Betrachten wir hierzu eine diagonalisierbare Matrix A = BDB~! wobei B
invertierbar ist und D eine Diagonalmatrix mit

A
D=
An
Dann gilt
A2 — BDB_]BDB_] :BD]IDB_] :BDDB—] :BDZB—] |teri£lon
Ak = AA*'—BDB 'BD*'B~! = BDD"'B~! = BD*B .

Hierbei ist

DF =

Wir erhalten also den folgenden Satz.

Satz 9.25 Sei A € IK™" eine diagonalisierbare Matrix mit A = BDB~!, wobei B € IK™"
invertierbar und D eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintriigen Ay, - - , A, sei. Dann gilt

AK=B B!
)Lk

n

Dieses Ergebnis kann man unter anderem im folgenden Beispiel einsetzen.

Beispiel 9.26 (Explizite Darstellung der Fibonacci-Zahlen) In folgende werden wir ein
Beispiel diskutieren, bei dem die Diagonalisierung von Matrizen es uns erlaubt eine expli-
zite Formel anzugeben fiir die Berechnung von Gliedern einer Zahlenfolge, die eigentlich
durch eine iterative Vorschrift beschrieben werden:

x0=0 x1 =1,
Xp+1 = Xn+Xp—1 fiirn=0,1,2,...
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9 Eigenwerte und Diagonalisierung von Matrizen

Dies fiihrt auf die Zahlenfolge: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...

Um nun eine explizite Formel fiir die x, angeben zu konnen, stellen wir die Iterationsvor-
schrift als Matrixoperation dar:

1
Xn 10 Xn—1 0
—— ——

=:Yn+1 =:Yn

Um nun A" direkt zu berechnen berechnen, diagonalisieren wir A:

3 -1 1\ _ . B R A
det(A—)L]l)-det( : _)L>_7L “A-1=0 & Ap=oky +l=sEm

Als ndichstes berechnen wir die Eigenvektoren:

-2 1 B
( : )Li)bi—o

(1—=A)bi1+bpn = 0 | 2qL A
bn—hibp = 0 = 1= Aibiz
= 1. Gleichung: (1 — A;)Aibin +bip = —bp (liz —Ai—1)=0 fiiralle b,
~——

=0 (s.o0.)
= widhle bj beliebig, z.B. by =1,

o) o (t)

(A 0N
S aen(B 0

. . )ul 12 -1 _ 1 1 —2‘2
wobei B_<1 1>, B _—M_M(_l A ),
) A O (A0 1 A2 0 1
A_B(O Y B7'B( ', e B~ =B( ", 22 B L
w0\ 1 M A\ (A0 P
:>A_B(07L§>B _M—M(l 1)(0151)(—1 Al)
(AI” V—mz)

A AL

(. /

( A{Hl_)LGJrl —llrlJrllz—f—lll;Jrl )
A — AL A+ MAL
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9.5 Singuldrwertzerlegung

S = ATy = (MH_’WH —/lf‘H/lerle“)(l)
= Ay =

A=A A — Ay A +MAY 0
B 1 )Ler-l —lﬁ”l
S AM—A\ A=A

MM 1 (V) - (1)
M- 2" \/5

V5 C14+2V545-142V5-5
2V/5 22V5

= X

1, X2 1.

Probe: X1

Ubungen zu diagonalisierbaren Matrizen finden Sie in Aufgabe 9.6 sowie 9.8.

9.5 Singularwertzerlegung

Wir wollen nun eine verallgemeinerte ,,Diagonalisierung® fiir beliebige Matrizen kennen-
lernen. Zur Vorbereitung betrachten wir zunéchst das folgende Lemma:

Lemma 9.27 Ein Orthogonalsystem uy,...,u; € R" mit k < n ldft sich zu einer orthogo-

nalen Basis ergdnzen durch Hinzufiigen von Vektoren uy, 1, ... ,u, € R".
Beweis: Wir gehen iterativ vor und suchen einen Vektor i1 € R" mit dg1 L ug, ... ug,
d.h.

Uy -up =0, yUgy1 - ug =0

k Gleichungen mit 7 Unbekannten
( den Koordinaten von iy 1) und k < n

= Es gibt eine nichttriviale Losung i 1. Setze also

Uy = Uk+1
T ]

Dieses Verfahren iterieren wir, bis wir eine Basis gefunden haben (und es keine nichttrivia-
len Losungen obigen Gleichungssystems mehr gibt).
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9 Eigenwerte und Diagonalisierung von Matrizen

Satz 9.28 (Singuliirwertzerlegung)
Zu A € R™" gibt es orthogonale Matrizen U € R™"™ und V € R™" und eine Matrix D =
(dij)i,j € R™" mit verschwindenden Eintrigen auflerhalb der Diagonalen (d;j = 0 fiir i #
Jj), so dass

A=UDV'.

Schematisch: k < m,n,c; > 0 fiir j < k.

(o] 010

A = U h ; VT
0 O 0
0 00

mxn mXxm mxn nxn

Die ©1,...0y heiflen Singuldrwerte von A.
Beweis: AT A ist eine symmetrische Matrix aus dem R™". D.h. es gibt eine Matrix V € R""
mit V7 =V~ und
ATAV = VD,
M 0
wobei D = .
0 An

Wegen AT Ax - x = ||Ax||> > 0 gilt, dass alle Eigenwerte nicht negativ sind. Man sagt dann
auch AT A ist positiv semi-definit. Ohne Beschrinkung nehmen wir also an, dass

M>ML>8>. . 2> 1=...=4,=0

die Eigenwerte von A’ A sind. Wir definieren

W:=AVeR™, W= wi ... wy
| |
dann gilt WTW = (AV)TAV = VvTATAV = D.

Y

D.h. die Spalten wy,...,w; sind orthogonal zueinander und wy 1, - --w, sind Nullspalten,
denn
Wil Wikl =0,0cowp-wpy, =0 = wipy=...=w,=0.
Wir setzen 6; = /A, und u; = % fir j=1,...,k, dann bilden = uy,...,u; ein Orthonor-
J

malsystem. Nun erginzen wir diese Vektoren zu einer Orthonormalbasis im R,

Uy, Um,
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9.5 Singuldrwertzerlegung

und definieren

U= Uy ... U Ugyl .. Uy e R™™.
| I |
Es gilt damit mit
(03] 010
D = E ,dass
0 o, |0
0 0 ‘ 0

W=UD = AV=UD = A=UDVT.

Beispiel 9.29 Sei

1/3 -6 —6
A‘§(4 —8 —8)’

dann ist
1 -2 =2
ATA=| -2 4 4
-2 4 4

Aus det(ATA — A1) = —A3 +9A? erhdlt man die Eigenwerte 9 und zweimal 0. Die Matrix
besitzt also einen Singuldrwert (k = 1), namlich 6| = V9 =3. Es ergibt sich

300
b= ( 00 0 ) '
Wdhlt man einen Eigenvektor zum Eigenwert 9 nun zwei orthogonale Eigenvektoren zum
Eigenwert 0, so erhdlt man nach Normieren z.B. die orthogonale Matrix

1 -1 2 2
V:§ 2 -1 2
2 2 —1
und daraus |
-9 00
W_AV_§<—12 0 0)'

Daraus ergibt sich als erste Spalte von U der Vektor 1/3(—9/5,—12/5)T = (-3/5,—4/5)T.
man ergéiinzt diesen zu einer Orthonormalbasis des R? und erhiilt

1/ -3 —4
U_§(—4 3 )
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9 Eigenwerte und Diagonalisierung von Matrizen

Bemerkung 9.30

* Die Schritte des Beweises zeigen auch, wie man die Singuldrwertzerlegung berech-
nen kann. (Fiir grofie Matrizen gibt es effizientere Methoden.)

* Die Singulirwerte sind die Wurzeln der nicht-Null-Eigenwerte von AT A bzw. AAT.
Sie sind also positiv und bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt.

o Wenn A=UDVT, dann AT =vDTUT.

Singulirwerte und die Singulidrwertzerlegung werden auch in den Ubungen 9.16 und 9.18
diskutiert.

Anwendung auf lineare Gleichungssysteme. Betrachte das lineare Gleichungs-
system Ax =b mitA € R"™", b € R™ und gesuchtem Vektor x € R” (m > n im Allgemeinen
iiberbestimmt). Mit der Singuldrwertzerlegung von A erhalten wir

UDVix=b = DVTx)=U"b).

Wiihle nun % = (V7x) und b = (U7 b). Dann folgt

.7 ciX; = b, j=1,...k
Di — Jri %) ’ ‘
b e { 0 = b, j>k
D.h. eine Losung ¥ existiert genau dann, wenn by, | = ... = b,, = 0. Hierbei sind die o; die

Diagonaleintrige von D fiir j = 1,...n. Andernfalls ist das Gleichungssystem nicht 16sbar.
Im Fall der Losbarkeit gilt

x=VZXx, wobei Xj=—= - firj=1,...k
und Xy 1,...X, beliebig. D.h. mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung konnen wir Matrizen

sehr gut analysieren und verschiedene zur Matrix assoziierte Unteriume identifizieren:

* Spaltenraum: Bild (A):
Dieser wird aufgespannt von den Spalten von A :

Ax=UDVTx
~~

(*): durchlduft alle Vektoren des R”,
(#x): durchlduft alle Vektoren € span{ey,...,e;} mite; € R,
= Bild (A) = span{uy,...,u}.
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9.6 Ubungen

* Kern von A: Ker (A)
Ker(A) ={x e R"|Ax=0}.

Aus obigen Uberlegungen folgt:

Ker(A) = {x=VX|x,...,&% =0,%,1,...%, beliebig }

= Ker(A) = span{viii,...,vy; fallsV=1| vi ... v,

| |
* Zeilenraum: Bild (A7)

AT =vDTUT Singulirwertzerlegung = Bild (AT) = span{v1,..., v}
* Linksnullraum: Ker (A7)

Ker (A7) = {y e R"|y'A =0} = {y e R"|ATy = 0}

Damit ergibt sich Ker (AT) = span{ug1,...,un}.

9.6 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 9.1 Wir suchen

it e [ = 1 i A:(? ;)

a) Die Menge {x € R?|||x|| = 1} 148t sich als Kurve im R? auffassen. Finden Sie eine
Funktion 7 : [0,7) — R?, die diese Kurve beschreibt.

b) Berechnen Sie Ay(t) - y(t).
¢) Zeichnen Sie die Funktion a(z) := Ay(¢) - y(¢) auf [0, T).

d) Bestimmen Sie die Minimalstellen der Funktion a(¢) auf [0,7) und die zugehérigen
Funktionswerte.

e) Bestimmen Sie damit min{Ax-x||/x|| = 1} und einen Vektor, an dem dieses Mini-
mum angenommen wird.
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9 Eigenwerte und Diagonalisierung von Matrizen

Anwesenheitsaufgabe 9.2

o 1

a) EsseiA = < 2 0 > . Welche geometrische Figur stellt die Menge
2

M = {x|Ax-x=1}
dar?
b) Es sei
A:GM#:(?_;)A<315)

mit der Matrix A aus Teil a). Welche geometrische Bedeutung haben die beiden Ma-
trizen G und H? Welche geometrische Figur stellt die Menge

M :={x|Ax-x =1}
dar?

c¢) Sei weiterhin B = mit einem negativen Eigenwert. Welche geometrische

2 0
|
. . 0 _z
Figur stellt die Menge N := {x|Bx-x = 1} dar?

Anwesenheitsaufgabe 9.3 Diagonalisieren Sie die Matrix

31
=(13)
d.h. bestimmen Sie eine Diagonalmatrix D sowie eine Orthogonalmatrix U, so dass A =
UDUT gilt.

Anwesenheitsaufgabe 9.4 Zeigen Sie, dass die Drehmatrix
D— ( cgsa —sinQ )
sinat  cosa
und die Spiegelungsmatrix

S=1-2nn" mit neR3 |n|=1

orthogonal sind.
Sind sie auch symmetrisch?
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Aufgabe 9.5 Berechnen Sie die Eigenwerte und die Eigenvektoren von

A=(902) wa Ao (YSIRY,

Finden Sie einen Zusammenhang zwischen den Eigenwerten und Eigenvektoren von A und
Al

Aufgabe 9.6 Welche Aussagen sind richtig?

a) Jede diagonalisierbare n X n Matrix hat n linear unabhéngige Eigenvektoren. ja O

nein O

b) Jede diagonalisierbare n x n Matrix hat n verschiedene Eigenwerte. jad
nein O

c¢) Jede symmetrische n x n Matrix hat n verschiedene Eigenwerte. ja O nein
O

d) Jede symmetrische Matrix ist diagonalisierbar.
jad nein O

e) Jede 2 x 2 Spiegelungsmatrix ist diagonalisierbar.
jagd nein O

Aufgabe 9.7 Gegeben sei die Matrix

A=

S O =

0 0
31
1 3

Diagonalisieren Sie A, d.h. berechnen Sie eine orthogonal Matrix U und eine Diagonal-
matrix D, so dass A = UDUT . Berechnen Sie die Spur und die Determinante von A und
D.

Aufgabe 9.8 Bestimmen Sie zur Matrix

1 -3 3
A=| 3 -5 3
6 —6 4

eine Matrix P so, dass P~ 'AP eine Diagonalmatrix ist.
Tipp: Probieren Sie die Teiler des konstanten Gliedes um die erste Nullstelle des charak-
teristischen Polynoms zu bestimmen.
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9 Eigenwerte und Diagonalisierung von Matrizen

Aufgabe 9.9 Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrizen
=l =l
A= -1 1 1
-1 1 3

und B=A —41.

Aufgabe 9.10 Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

02 0 O
23 0 O
A= 00 -2 6
00 6 7
a) Driicken Sie
a b 00
c d 00
det 00 e f
0 0 g h
durch 2 x 2 Determinanten aus.
Tipp:
a b 00 a b 00 1 00O
c d 00 | ¢ 4 00 01 00
00e f| | O0OO0OT1O 0 0 e f
0 0 g h 00 01 0 0 g h

b) Nutzen Sie das Ergebnis aus a) um das Charakteristische Polynom von A als Produkt
zweier quadratischer Polynome zu schreiben.

¢) Bestimmen Sie nun die Eigenwerte und Eigenvektoren von A.
Tipp: Sie kennen die 2 x 2 Blocke bereits aus anderen Ubungen bzw. Beispielen.
Aufgabe 9.11 Zeigen Sie, dass die Fliche mit der Darstellung
7 5 4 4
2l 22 2
X +3y +3z +3xy 3xz

ein Ellipsoid ist und bestimmen Sie dessen Hauptachsen.
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Aufgabe 9.12 Berechnen Sie Linge und Richtung der Hauptachsen des durch
{(x,y,z) € R3 ‘xZ +5y2 +2Zz —4yz = 1}

gegebenen Ellipsoids.

Aufgabe 9.13 Diagonalisieren Sie die Matrix

134 2
A=-| 4 13 22
9\ 2 2 10

Tipps: Das charakteristische Polynom hat ganzzahlige Koeffizienten und ganzzahlige
Nullstellen (d.h. die Eigenwerte von A sind ganzzahlig).
Achten Sie darauf, dass die Eigenvektoren senkrecht aufeinander stechen miissen.
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Aufgabe 9.14 In dieser Aufgabe diskutieren wir ein Beispiel, bei dem die Diagonali-
sierung von Matrizen es uns erlaubt, eine explizite Formel anzugeben fiir die Berechnung
von Gliedern einer Zahlenfolge, die eigentlich durch eine iterative Vorschrift beschrieben
werden:

x0=0 x; =1,

Xptl = Xpt+Xp—1 fﬁrn:0,1,2,...

Dies fiihrt auf die Zahlenfolge: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,..., die sogenannten Fibonacci-
Folge.

Um nun eine explizite Formel fiir die x,, angeben zu konnen, stellen wir die Iterationsvor-
schrift als Matrixoperation dar:

1
N & & Yar1 =Ay, =AY mit y; = .
Xn L0/ \x— 0
—— ————

=:Yn+1 = Yn
Um nun A" direkt berechnen zu konnen, diagonalisieren wir A. Gehen Sie wie folgt vor:

a) Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrix A.

i
1
Tipp: Rechnen Sie im Folgenden so lange wie moglich mit der Variablen A; und
nicht mit den Werten von A;.

b) Zeigen Sie, dass der Vektor ein Eigenvektor zum Eigenwert A; ist.

c) Diagonalisieren Sie die Matrix A.
Tipp: Erinnern Sie sich daran, dass es fiir 2 x 2 Matrizen eine Formel zum Berechnen
der inversen Matrix gibt.
Zur Kontrolle:

_ (M A MO 1 1 —A
A= B0 _(1 1)<0 l2>7tl—)»2(—1 ll)

d) Berechnen Sie A”.

e) Geben Sie eine Formel fiir y, | und dadurch fiir x,, an.
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Aufgabe 9.15 In dieser Aufgabe diskutieren wir ein Beispiel, bei dem die Diagonali-
sierung von Matrizen es uns erlaubt, eine explizite Formel anzugeben fiir die Berechnung
von Gliedern einer Zahlenfolge, die eigentlich durch eine iterative Vorschrift beschrieben
werden. Wir betrachten dazu eine Zahlenfolge dhnlich den Fibonacci-Zahlen.

x0=0 x =1,
Tl = SpaE Y| firn=20,1,2,...

Dies fiihrt auf die Zahlenfolge: 0,1,1,3,5,11,21,....
Um nun eine explizite Formel fiir die x,, angeben zu konnen, stellen wir die Iterationsvor-
schrift als Matrixoperation dar:

1
il (L2 & & Yar1 =Ay, =AY mit y; = .
Xn 10/ \x— 0
N—— S——

= Yn+1 =:Yn
Um nun A” direkt zu berechnen berechnen, diagonalisieren wir A. Gehen Sie wie folgt vor:

a) Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrix A.

b) Zeigen Sie, dass der Vektor ein Eigenvektor zum Eigenwert A; ist.

i

1
Tipp: Rechnen Sie im Folgenden so lange wie moglich mit der Variablen A; und
nicht mit den Werten von A;.

c) Diagonalisieren Sie die Matrix A.

d) Berechnen Sie A”.

e) Geben Sie eine Formel fiir y,, | und dadurch fiir x,, an.
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9 Eigenwerte und Diagonalisierung von Matrizen

Aufgabe 9.16 Sei A € R™" eine quadratische Matrix.
a) Wenn A orthogonal ist, sind alle Singuldrwerte von A gleich 1. ja O nein O

b) Wenn A orthogonal ist, sind die Singuldrwerte von A gleich den Eigenwerten von A.
jaOd nein O

c¢) Wenn A orthogonal ist, sind die Singuldrwerte von A gleich den Eigenwerten von

ATA. jamd nein O
d) Wenn A symmetrisch ist, sind alle Singuldrwerte von A gleich 1. ja O nein
O

e) Wenn A symmetrisch ist, sind alle Singuldrwerte von A gleich den Eigenwerten von
A. jad nein OJ

f) Wenn A symmetrisch ist, sind alle Singuldrwerte von A gleich den Betrigen derjeni-
gen Eigenwerte von A, die ungleich Null sind. jad nein
O

Aufgabe 9.17 Gegeben ist das Skalarprodukt

2m
) = / et
0
auf dem Raum der stetigen Funktionen auf dem Intervall [0, 27].

a) Man zeige, dass die Funktionen 1, cos(x) und cos(2x) richtig skaliert ein ON-System
bilden. Was ist die Skalierung?
Tipp: cos(2x) = cos?(x) — sin®(x)

b) Betrachten Sie die Funktion f(x) = 2 (% — C°S§ZX)>. Stellen Sie die Funktion in

Termen der obigen Basis dar und berechnen Sie mit Hilfe der Orthonormalitit

I£112 = 8(f,f)-

Aufgabe 9.18 Berechnen Sie die Singuldarwertzerlegung der Matrix

=3 =3
A= 0 4
-6 -2
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9.6 Ubungen

Aufgabe 9.19 Thema: Singuldrwertzerlegung und assoziierte Unterriume

Sei A eine m x n Matrix mit Rang r und A = UDV7 ihre Singulirwertzerlegung. Welche

der folgenden Aussagen sind richtig bzw. falsch?

a) Der Spaltenraum von A wird von den ersten r Spalten von U aufgespannt.
nein O

b) Jeder Vektor y im Kern von A” steht senkrecht auf jeder Spalte von A.
nein O

¢) Der Kern von A7 wird von den letzten n — r Spalten von U aufgespannt.
nein O

d) Der Spaltenraum von A” wird von den ersten » Spalten von V aufgespannt.

nein O

e) Der Kern von A wird von den letzten m — r Spalten von V' aufgespannt.
nein O

Aufgabe 9.20 Thema: Zu einer Matrix assoziierte Unterrdume

jad

jad

jad

jad

jad

Sei A eine m x n Matrix mit Rang r. Welche der folgenden Aussagen sind richtig bzw.

falsch?

a) Es gilt dimBild (A) = r und dimKer (A) =m —r.

jad
b) Es gilt dimBild (A)" = r und dimKer (A)" =n—r.

jad
¢) Es gilt dimBild (A)” = r und dimKer (A)" =m—r.

jad
d) Es gilt Bild (A) = (Ker (A)”)+ und Bild (A)” = (Ker (A))~.

jaOd

e) Das lineare Gleichungssystem Ax = b ist genau dann losbar, wenn aus A’y =

bTy = 0 folgt. jaO

nein O

nein O

nein O

nein O

0 stets
nein O
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9 Eigenwerte und Diagonalisierung von Matrizen

Aufgabe 9.21 Thema: Determinate, Eigenwerte, definite Matrizen
Welche Aussagen sind richtig?

a) Eine n x n Matrix A ist genau dann negativ definit, wenn A nur negative Eigenwerte
hat. jand nein O

ap ap ap
b) Die 3 x3 Matrix A = | az; ax a3z | seipositiv definit, dann gilt:
as| asy asj

ap >0, det( a1 4 ) >0, det(A) > 0.
a ax
jad nein O
c¢) Fiir n x n Matrizen A, B gilt: det(A + B) = detA + detB. jamo nein O

Aufgabe 9.22 Thema: Positiv definite Matrizen
Sei A eine symmetrische n x n Matrix. Welche Aussagen sind richtig?

a) Gilt detA > 0, dann ist A positiv definit. ja O nein O
b) Ist A positiv definit, dann gilt detA > 0. jaOd nein O

c) Hat das homogene System Ax = O eine nichttriviale Losung, dann ist A nicht positiv
definit. jaOgd nein O

d) Ist A positiv definit, dann ist das Gleichungssystem Ax = b fiir alle b € R eindeutig
16sbar. jad nein [J
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9.6 Ubungen

Aufgabe 9.23 Fiir welche o € R sind die folgenden Matrizen positiv (bzw. negativ)

definit;
a)
A=(—-a)
b)
o 4
= (4 Za)
c)
1l o
Cim (a 1)
d)
202 0 «
D=| 0 2 0
o 0 1

Tipp: Falls x> + px+ g = 0, so gilt fiir die beiden Losungen x; und x», dass

X1 +Xp=—p

X1X2 =¢q

Aufgabe 9.24 Betrachten Sie die folgenden Vektorfelder

@) e ) — G) (ii) h(x,y) = <—xy> (iii) g(x,y) = G)

und die Gebiete
K={(xy) | vVx*+y* <1}

und
Q={(xy)| —1<x<lund —1<y<1}.

Skizzieren Sie die Vektorfelder (i) und (iii) fiir das Gebiet Q und (ii) fiir das Gebiet K.
Wenden Sie den GauB3schen Integralsatz auf die Vektorfelder bzgl. des jeweiligen Gebiets
an, berechnen Sie hierfiir beide Seite des Integralsatzes und deuten Sie Ihre Ergebnisse.
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10 Gewohnliche Differentialgleichungen
Bisher haben wir folgende Probleme betrachtet:

e Zu f: R — R bestimme f’ : R — R (Differenzieren), oder

« Zu f: R — R bestimme F : R — R mit F’(x) = f(x) (Integrieren).

Nun suchen wir Losungen einer dhnlichen Gleichung, bei der aber die Losung selber
Argument der Funktion auf der rechten Seite ist.
Solche Probleme treten in vielen Anwendungen auf. Ein sehr einfaches Beispiel sind Po-

pulationsmodelle. Sei y(¢) die Dichte eines bestimmten Bakteriums in einem Reagenzglas.

Dann ist y'(¢) die zeitliche Verinderung dieser Dichte und yy%) die relative Anderung der

Dichte. Nun ist unter optimaler Nahrstoffzufuhr die Wachstumsrate der Bakterienpopulati-

. !
on gemessen als diese relative Anderung konstant. Damit erhalten wir das Gesetz )y%) =

fiir eine Konstante o > 0, oder anders geschrieben

Y () = ay(t).

Offensichtlich erfiillt die Funktion y(t) = e*y diese Gleichung, wie man durch Nachrech-
nen sieht. Ferner ist y(0) = e*%yy = yo der Anfangswert der Dichte zur Zeit t = 0.

10.1 Typen von Differentialgleichungsproblemen

Betrachten wir folgendes Problem; zu f : R? — R suche Funktion v: R — R, so dass

Y0 = £030) (3= 53 =re))

Man bezeichnet dies als eine (skalare) Differentialgleichung erster Ordnung, da in der Glei-
chung nur erste Ableitungen der Funktion y auftreten.

Beispiele 10.1 (Einfache Differentialgleichungen)

 y(t)=f(t)=y(t)= /Otf(s)ds+C (bis auf Konstante bestimmt)

* ¥(1) =y(t) = y(t) = exp(t +C)

* 3(1) = V1= (3(1))* = y(1) = sin(r +c)
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10 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Verallgemeinerungen:
Systeme von Differentialgleichungen Gesucht ist y : R — R", so dass fiir gegebenes
f iR xR"— R" gilt

y1(t) J1(t, 155 Vn)

0 St 31, 30)

yeR? ; —
Beispiel 10.2 ( Il > = ( V2 ) = f(t,y)

2 V1

[ reos(t+C) . . :
y(t) = ( rsin(t +C) ) Kreisbahn mit Radius r.

Beachte: |y(n)|=C & [y =C?

Prodggregel Zy(t) -y(l‘) —0.

d 2
& 5 (02 =0
y()-y(t)

Die letzte Aussage weist man nach durch Einsetzen der Differentialgleichung. Die Diffe-
rentialgleichung sagt aus, dass der Geschwindigkeitsvektor y senkrecht auf dem Positions-
vektor steht und schlief3lich tangential an der Kreisbahn anliegt.

Beispiel 10.3 Betrachten wir nun die Differentialgleichung
o[ X1 Y ) X1 [« —1
0=(5)= () rel) = (V&)
fiir eine Funktion x : R — R? mit x(0) = (1,0)7. Man rechnet in diesem Fall nach, dass
B cos(r)
x(t) = exp(our) < sin(?) )

diese Gleichung erfiillt und konsistent zu den Anfangsdaten ist. Diese Kurve beschreibt
eine Spirallinien, die fiir o« > 0 nach aufen dreht fiir t — oo und fiir o < 0 nach innen.
Die Geschwindigkeitskomponente (—x3,x1)! steht dabei fiir die Drehung wie in obigem
Beispiel und die Komponente ox fiir die Bewegung nach auflen oder innen. Diese beiden
Geschwindigkeiten tiberlagern sich hier und fiihren dann zu der Spiralkurve.

Differentialgleichungen hoherer Ordnung
Gegeben sei eine Funktion f : R x R"” — R und gesucht eine Funktion y mit

Y = ft,,y, 5"y,
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10.1 Typen von Differentialgleichungsproblemen

Situation: Feder mit Auslenkung y.
y Beschleunigung (= ") ist proportional zur Auslen-
Beispiel 10.4 kung:

F = —Dy (Hookesches Gesetz)
F=mj = j=-By=—cy

Es ergibt sich:  y(t) = asin(v/Ct) 4 B cos(v/Ct) "_%//\\ v /A‘ /\ /\
- \ ,/ \\ " \\ /
Schwingung (ungeddmpft) v v ~

Ein dhnliches Beispiel finden Sie auch in Aufgabe 10.10.

Bemerkung 10.5 Differentialgleichungen hoherer Ordnung lassen sich auf Systeme von
Differentialgleichungen erster Ordnung zuriickfiihren:

Gegeben: y" = f (t,y,y’,y”, --,y(”_”>

<0
Fiihre neue Unbekannte einz: R — R", t+—
in—1
\ o
200 =Y p = <
/ /
1 =) i = 22
. — 1 Ableit
mit der Mafsgabe 22 = Y ="
. /
: 2 = Zn-l
—1 !
in-1 — y(ﬂ ) ) anl(:y(n ) = f(LZOaZlv---;anl)

Definiere nun g : R x R" — R" mit

\
81(1,20,---,Zn71) = 2
g2(t7Z0,---,Zn—1) = 22
: ~ Differentialgleichungssystem: 7=g(t,z)
gn-1(1,205520-1) = Zn-1
gn(t,Z(),---,anl) = f(tszW"aanl) )
Beispiel 10.6

§=—y 20=Y; ny ( 'ZO_Z_ZI )
21 = —20

Eine Losung: y(r) =sin(t), z(1)= ( ngg((tt; ) {vgl. Bsp. 10.2: y= ( _yfz )}
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10 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Geometrische Interpretation. Wir suchen Familien von Bahnkurven die durch die Dif-
ferentialgleichung beschrieben werden. Aus diesen wdihlen wir durch Anfangswerte eine
bestimmte Kurve aus:

A

Richtungsvektorfeld y = f(z,y)

\\ d Bahnkurve !
§\\\‘»/f /;{ (y(r))
|y
N et

Y

10.2 Anfangswertprobleme

Um die Losung eindeutig zu bestimmen fehlen uns noch Anfangswerte zu einer vorgege-
benen Zeit:

(P) Anfangswertproblem
Gegeben f: R x R" — R", 1y € R und yg € R", gesucht y: R — R" mit

y:f(tay)

und y(fy) = yo fiir ein 7y € R.

Bemerkungen 10.7 (Zusammenhang mit der Integration)

o Falls f stetig ist, so lost eine stetige Funktion y : R — R" das Anfangswertproblem
(P) genau dann, wenn

t
y(t)=yo+ [ f(s,y(s))ds. (komponentenweise)

To

Hierzu: Fiir die die Integralgleichung erhdilt man durch Differenzieren

d

. ! Hauptsatz
30 =5 (o [ 7satoas) "2 0. 0,50).
0
Dabei folgt die Differenzierbarkeit von y folgt ebenfalls aus dem Hauptsatz (da f
und y stetig), die Anfangswerte sind offensichtlich erfiillt. Umgekehrt erhdlt man die

Integralgleichung aus dem Anfangswertproblem durch Aufintegration.

324



10.2 Anfangswertprobleme

* Anfangswerte bei Differentialgleichungen hoherer Ordnung:

Entsprechend dem oben eingefiihrten dquivalenten Differentialgleichungssystems

2059 2n—1 < y(t())vyl<t0)’ "'7y(n_1) (t0>
sind Anfangwerte fiir die ersten n — 1 Ableitungen vorzugeben.

Beispiel 10.8 (System hoherer Ordnung) (vgl. Motivationskapitel 0.4)
Satellitenbewegung:

Hierbei sind: M, Erdmasse
Fruoss M,,, Mondmasse
Satellit .
R M Satellitenmasse

Fooss

3
Ferner: G=6.672-10""1 { - 3]
kgs

Gravitationskonstante

Erde

M. M
Graviationskriifte: F, ,; = Ge—s3 (xe — x5)
[[xe — x|
M, M
Fpos = G0 (3 —
s o~ 3 0 )

Basierend auf dem Gesetz der trigen Masse (Kraft = Masse X Beschleunigung) und der
Superposition der Kridfte ergibt sich:

Foss + Fis = Mgk
Hieraus folgt dann direkt die Differentialgleichung fiir die Position des Satelliten:

My,

M,
).C. :G — (X, — X +—x —X
; (||xe—xs||3(e ) o= F O s)>

Notieren wiry :=x;: R — R und f(t,y) = f(y), f : R® = R3 mit f(y) := G(HXMf"yW(xe -
y)+ ||xM+y||3(Xm —)) so erhalten wir wieder den allgemeinen Typ einer Differentialglei-
chung zweiter Ordnung y" = f(t,y) mit
Anfangswerten:  y(0) Anfangsposition

y(0) Anfangsgeschwindigkeit
Weitere Betrachtungen fiir ein vereinfachtes System (ohne Mond) finden Sie in Ubung
10.11. Ein anderes Beispiel finden Sie auch in Aufgabe 10.1.
Fiir die Formulierung eines Existenzsatzes brauchen wir nun einen schirferen Begriff von
Stetigkeit, den wir an dieser Stelle anfiithren wollen:

Definition 10.9 (Lipschitz-Stetigkeit) Eine Funktion f : D C R" — R™ heifst Lipschitz-
stetig, falls es eine Konstante L (die Lipschitzkonstante) gibt, so dass fiir alle x,y € D

15 ) = FDIF < Lllx=y]l-

325



10 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Bemerkungen 10.10 (Eigenschaften von Lipschitz stetigen Funktionen)
» Lipschitz stetige Funktionen sind stetig.

* f heifit lokal Lipschitz-stetig, falls es zu jedem x € D eine Umgebung gibt, in der f
Lipschitz-stetig ist.

 f stetig differenzierbar = f lokal Lipschitz-stetig.

_ auptsatz L g
hierau: |/0) = F) = L Gx+ 16— 2 [ S et at—)ar]

1
= ) DIib—w) x| <Ly

€ R™", stetig und damit
komponentenweise beschrdnkt

R =R (lfO) =S < max lgrad f(y)]|[ly —x]|
yeabgeschl.
Umgebung
~7

* Affine Funktionen sind Lipschitz-stetig.

o f(x) = +/xist in keiner Umgebung um x = 0 lokal Lipschitz-stetig:

IfO) =FO) =y =0l =] = |f|\y\ |\/_||y 0]

Die Lipschitz-Konstante miisste also das Maximum von Al ﬁ| auf einem Intervall [0, €]

sein. Aber fiir kleine y wird |\[| beliebig grofs.
In Aufgabe 10.9 zeigen Sie, dass eine Funktion lokal Lipschitz-stetig ist.

Satz 10.11 (Picard-Lindelof, Existenz und Eindeutigkeit) Sei f : R x R" —
R”, (t,y) — f(t,y) stetig und lokal Lipschitz-stetig in y in einer Umgebung um Yyy,
dann existieren zu Anfangsdaten yo zur Zeit ty ein Zeitintervall I = (ty — 0,ty + 8) und eine

Losung y: I — R" des Anfangswertproblems:
y:f(tay)a )’(fo):)’O
Losungen des Anfangswertproblems sind eindeutig.

Beweis: [Eindeutigkeit]
Seien y,y zwei verschiedene Losungen des Anfangswertproblems und sei

£ = sup{t y(t) = 5(1)} = 1o.
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10.2 Anfangswertprobleme

Betrachte nun fiir € klein genug (spéter zu /\%
.

quantifizieren) | = t* — % und das Inter- ’

vallI:[tl,tl-i—e]. | | | | -

to h t*
N——

L sei die Lipschitzkonstante von f(z,-) fiir r € [t;,7; + €] und yfe {y@)|t €ti,n+¢€]}uU
{3(¢) |t € [t1,t; + €]}. Dabei sei € so klein gewihlt, dass f dort Lipschitz-stetig ist; wird €
noch weiter verkleinert so bleibt dieselbe Lipschitz-Konstante L giiltig.

t

Nungilt: y(r) = y(t1)+ [ f(s,y(s))ds

31

¥o) = )+ | fs,3(s))ds

Subtrahiere: y(t) —3(t) = 0+ [ f(s,y(s)) — f(s,5(s))ds

= ) -5Ol < [ 1) - )] ds

1 ~~

L L)) fr el el
Definiere My := max |[|y(s) —5(s)|
SEt] 1 +€]

t tE€[ty 1 +€]
= () =50 < /LMgds 2 M,
4]

Da fiir ein T € [t1,¢; + €] gilt, dass ||y(T) — J(T)|| = Mg, erhalten wir
M, < eLM,.

Nun wihle € < i =M, < %ME = M, = 0. Daraus folgt aber y(z) = y(¢) fir aller € [ =
[t1,t1 + €] im Widerspruch zur Definition von ¢*.

Damit ist die Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems nachgewiesen.

[Existenz]

Betrachten wir folgenden Ansatz: y ist dann Losung des Anfangswertproblems, wenn
t
y(t) =y +/ f(s,y(s))ds fiir alle 7 im Losungsintervall /.
fo

Hieraus macht man nun ein iteratives Verfahren:

Gegeben eine ,,approximative Losung*“y* : I — R", dann definieren wir eine ,,verbes-
serte” Losung

YH(e) ==y + ttf(s,yk(S))ds, Y0(1) =yo.
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10 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Betrachten wir als Einschub im Beweis hierzu ein Beispiel:
Beispiel 10.12

Anfangswertproblem:  y:R — R gesucht mit y(0) = 1 und
y=yauf R (dh. f(t,y)=y).

W) =1
1
yit) = 1—|—/1ds:1+t

) 27 )
y(t) = 1—|—/ (1+s)d —|—{s—i——] =1+t+=
21y 2
; 2 3
t) = 1 1 ds =1+t =
¥ (1) +/ +s+2s ++2+3,
) tk
k
yi(t) = 1+l+ +.. +E
- 12 fht1
t) = 1 s)ds =1+t
y ) +/ . ijL2+ TS

Dies fiihrt aber auf die Exponentialreihe exp und wir sehen y* —s exp in dem Sinne, dass
yF = exp [Joos := sup Iy () —exp(1)[| — 0
te

fiir jedes Zeitintervall I = [—T,T| und jedes T € R. Offensichtlich lost y(t) = exp(t) das
Anfangswertproblem.

Weitere Beispiele finden Sie in den Ubungen 10.4 und 10.14.
Nun fahren wir fort im Beweis:

Wir wollen obiges Iterationsverfahren zur Konstruktion von Losungen verwenden:
Wihle R > 0 fest und definiere:

Dg = {(t,y) e RxR"[|t —to]| <R, [ly—yoll <R}
(Wihle R so klein, dass f auf Dg Lipschitz-stetig ist.
Wenn f nicht global definiert ist, liegt fiir R klein genug Dg immer im
Definitionsbereich von f.)

M= max 1/ ()]
L Lipschitz-Konstante von f auf Dg
) R
£ = mm{R,A—/I}, I=[ty—¢,t0+ €|

328



10.2 Anfangswertprobleme

Wir zeigen, dass fiir y°(¢) = yo die Folge von Funktionen

t

() Y =yo+ | fls) (s)ds
0
wohldefiniert ist und y* gegen eine Funktion y konvergiert, fiir die gilt

y(t)=yo+ [t f(s,y(s))ds.

Damit ist dann diese Funktion Losung des Anfangswertproblems und der Existenzbeweis
ist gefiihrt. Die Konvergenz ist hier als gleichmiBige Konvergenz zu verstehen, d.h.

glm. k—>o0
YES Yy aufl e suPHyk(t)—y(t)H — 0.
te
Zunichst zeigen wir, dass die Funktionen, die in (*) definiert werden, wohldefiniert sind:
Falls [|y* —yollws < R, folgt

O =30l < o=+ [ Sls*(s))ds]

Def. von €

t
< [fede)lds<em <R
toT

D.h. (t,y%(t)) € Dg = (t,y*T(t)) € Dg. Wir bleiben also in Dg, insbesondere ist f dort
Lipschitz-stetig.

Nun zeigen wir per Induktion:

k+1
t—1
Hyk“(t)—y"(t)l|§MLk| o

W fir alle ¢t € I,

wobei L die Lipschitzkonstante zu f auf dem Definitionsbereich Dg ist.

Hierzu: BO-O1 = o=sot [ Sl
< [ Ir0)lds <M—n)
o -Yol = | /mtf(s,y"(S))—f(s,y"I(S))dSH
< [ - fer o)) ds

<Ly (s)—* 19l

Induktions-

annahme t —talk f— tolkH1
< /LMLkl%dngL’J 0
to .

(k+1)!
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10 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Dies gilt zunéchst fiir t > ty. Diese Ordnung haben wir aber eigentlich gar nicht verwendet.
Also gilt dies auch fiir t < typ. Weiterhin betrachten wir nun

o= 0F T )+ )y

k—1
= '+ ) 0 =y

0

Diese Reihe hat nach obiger Argumentation eine Majorante:

t—1o]
vy = 0+ Y Ml
]Z (+1!
S T
L= (+D!
M & (Lit—n))) M
o 4 My (Llt=n) M
—_——

Hierbei sind Sy die Partialsummen zu exp(L|t — #o|). Diese konvergieren fiir alle t € R
gegen exp(L|t —to|). Nach dem Majorantenkriterium konvergiert dann auch die Reihe y*(¢)
fiir alle 7 € I gegen ein y(¢) € R. Die Funktion y : I — R ist stetig, denn

ly(@) =y@I < | y(0) =) [1+1] y*(0) = @) 1+1 @) —¥(@) |l

g% fiir k > Ng <£ unabh. von k g% fir k > N,

wenn |t —7] < &

Dass der zweite Summand tatsdchlich unabhéngig von & klein wird, sieht man wie folgt:

OO =1 [ sk o)asl M- <5 furle—11< o
Damit folgt:
—(s)
koo k1 L E
YO =y ) =yt | [(s,y7(5)) ds
0
—f(s,y(s))

t
D.h. esist y(¢) = yo +/ f(s,v(s))ds, und damit 16st y das Anfangswertproblem.
fo

Beispiele hierzu finden Sie auch in Aufgabe 10.7.
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10.2 Anfangswertprobleme

Beispiel 10.13 (Lineares Differentialgleichungssystem)

Anfangswertproblem: y : R — R" gesucht mit

y = Ay,wobei A € R"",
y(to) = Yo ,wobeiyy € R".

Das Iterationsverfahren liefert uns:
Y1) = v
t
Y'(t) = yo+ | Ayods=yo+A(t—10)yo

fo
t

Y1) = o +/ A(yo+A(s—19)yo)ds (vgl. Bsp. 10.12 im Beweis)
fo

t
= yo+< A+A2(s—t0)ds)y0

fo

J/

R
204 +)\2
= (11 +A(t—to)+A—<t2 %) )yo
) = (1+A0—ﬂ0+Eﬂ%;ﬁﬁ+n”+gﬁ%¥gx)m

N J/

NV
cRnn

Diese Reihe von Matrizen ist eine Cauchy-Folge, d.h. fiir m < k konvergiert

L . .
Al(t—1ty)/
y ¥ Yo
j=m—1 J:
<Al —1o)/
O ) o

/|l — 1ol

k
< X =5 >||YOH—>O

fiir k,m — oo und eine Konstante C, die in der Abschdtzung |AB|| < C||A|| ||B]| fiir n x n

=y = ‘

IN

1
. . 2 . . ..
Matrizen A, B mit||A|| = ():,i7 j=17...,nA12j> auftritt. In dieser Kette von Abschdtzungen ha-

ben wir die Dreiecksungleichung und das Majorantenkriterium verwendet. Letzteres durch
Ausnutzung der Tatsache, dass wir bereits wissen, dass die Exponentialreihe fiir die re-
elle Zahl C||A|||t — to| konvergiert. Dies ist die gleiche Argumentation, wie auch schon in
obigem Existenzbeweis. Mit der Definition

B — €X = —_—
(@ <)exp(®) = ¥,
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10 Gewdhnliche Differentialgleichungen

fiir Matrizen B € R™" erhalten wir fiir die Losung des Anfangswertproblems
(1) = exp(A(r —19))yo
n=1|y(t) = eAlt=10) yo ist offensichtlich Losung des Anfangswertproblems.

Frage: Wie berechnet man e(!—0)4?

spezieller Fall: (A ist Diagonalmatrix)

eﬂ’l ([7[0)

AU0) — expA(t —19) =
e (t=10)

Im allgemeineren Fall mit diagonalisierbarer Matrix A:

Falls A = BDB~! fiir eine Diagonalmatrix D und eine invertierbare Matrix B, so folgt mit
A¥ = BD*B~!:

exp(A(t —1ty)) = Bexp((t — sz)D)B_1 ,

exp((t —to)A1)
mit  exp((t—19)D) =

exp((t —10)An)

Beispiel 10.14 Wir betrachten wieder die Differentialgleichung
. : 0 —1
y(t) = Ay(t) mit A= < .0 >

(vgl. Beispiel 10.2). Nach der Uberlegung in Beispiel 10.13 ist also y(t) = exp(At)y(0).
Um exp(At) zu berechnen, diagonalisieren wir A:

A -1\ 2. L (i 0
det( 1—7L>_0 & A+H1=0 & A=4i = D_(O —i)'

Eigenvektoren zum Eigenwert A = i sind Losungen des Gleichungssystems
(_11 __1i>v(1):0 & v(l)espan{(_li)},
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10.2 Anfangswertprobleme

Eigenvektoren zum Eigenwert Ay = —i sind Losungen des Gleichungssystems

<ll _li)v@):o & v(2)€span{(1)}.

Damit ergibt sich

Also

1' 11 ) ( eX%(it) exp?—it) ) ( } —i: )
oo em ) (1 4
.exp(it_).—kff(p(—i.t) _i_(zexp(it?—exp(—it)') )
i(exp(—it) —exp(it)) —i“(exp(it)+exp(—it))

cos(t) +isin(r) +cos(t) —isin(¢) icos(t) —sin(z) —icos(z) — sin(t) )
icos(t)+sin(z) —icos(t) +sin(z) cos(t)+isin(z)+cos(t) —isin(z)

= (ol ).

Mit dem Startwert y(0) = ( (1) ) ergibt sich also z.B. die Losung y(t) = ( (;?If((;)) )

exp(At) =

~

N — N—= = N

S~ N7 N 7 N -7 N

Notation 10.15 Die Aufgabe eine Funktion y : I — R" zu finden, die Losung der Glei-

chung
y=F}l

ist, mit t
Flyl=t—yo+ [ f(s,y(s))ds

Io

nennt man eine Fixpunktaufgabe und die Losung einen Fixpunkt.

Explizite Losungsmethoden fir Differentialgleichungen:

Separation der Variablen: y=f(t)g(y)

Formale Herleitung:
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10 Gewdhnliche Differentialgleichungen

dy | O
G = T080)~ osdy=fdi~ [ as= [ ps)as
Mit G(y) = /yy ﬁdi,F(l) = ttf(s) ds (Stammfunktionen) folgt:

GOW) =F(r) MOS0y =67 r ()

Satz 10.16 Seien f:1 — R und g : J — R stetige Funktionen auf Intervallen I bzw. J,
g(y) #0 fiir alle y € J,tg € 1,yg € J. Ferner sei F die Stammfunktion von f mit F(ty) = 0
und G die Stammfunktion von él, mit G(yo) = 0 und F(I) C G(J), dann gibt es genau eine
Losung

y:I— R

des Anfangswertproblems y = f(t)g(y),y(to) = yo mit y(I) C J und die Losung geniigt der

Beziehung
G(y(t)) =F(r) fiirallet € 1.

Beweis:

(i) Seiy:I — R eine Losung des AWP. Dann gilt

50 =10s00) = [ Isas— [ ri)as

d
Substitution § = y(s) : d_y =y=dy=yds
s

(1) dy B _
/yo o) = GLO) =F)

Da G'(y) = - # 0 ist, ist G streng monoton. Nach dem Satz iiber die Umkehrfunk-
8(y)

tion (S. 61) existiert G~! und es ist y(t) = G~!(F(¢)). Damit folgt bereits, dass die
Losung eindeutig bestimmt ist.

(i) Zu zeigen bleibt, dass y(t) = G~ (F(¢)) das AWP 16st:

y(to) = Gil(F(lg)) =G 10) "= Ty
G(y(t)) =F(r) & g(yl(t)))" =f(t)=y=f({t)g(y)

Beispiele 10.17 (i) |y = ,/y,y(0) = 0| (nicht Lipschitz-stetige rechte Seite)
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10.2 Anfangswertprobleme

gy) =¥, f(t) =1,10=0,y0=0
/)’(t) Ni%dj; dS:> [2 ] t—to N \/_ t—t (to)
hY

=y(1) = (5" t‘”rf)

Achtung: y ist nicht eindeutige Losung (g(0) = 0~ Voraussetzungen verletzt)

Yy Ye* *
0 <t
)’t*(t):{ (lt) >

~>  keine Eindeutigkeit (Schar von Losungen):
| vy ebenfalls Losung fiir alle t* € R

t*

(ll) y:y27y(0) =Yy0 > 0 :>g(y) :y27f(t) = 1at0 =0

y(t) t 1 y(t) 1 1 1 -1
/ —dy= a’s“:{—:] :t—O:——:t——:y(t)z(——t)
o ¥ fo 715, y(t) Y0 Y0

y(1)

(keine globale Losung, da nicht global, sondern lokal
Lipschitz-stetig).

(iii) |y = /1=y%3(0) = yo € [= 1, 1] |= g(y) = /1=y, f(1) =

1
L (5.220)

arcsin(y) =t +arcsin(yo)

\<\
~
[em—
g
I
5.
=
i3 lﬁ

y(t) = sin (¢ + arcsin(yp))

Weitere Beispiele finden Sie auch in den Aufgaben 10.2 und 10.6.
Variation der Konstanten bei linearen Differentialgleichungen:

Lineare Differentialgleichung 1. Ordnung

y = a(t)y+b(t) ,wobeia: I — R,b: 1 — R,
y(to) = Yo

Betrachten wir zunéchst die homogene Differentialgleichung (b = 0) y = a(¢)y mit den
Anfangswerten y(#p) = yo. Nach dem Satz von Picard-Lindel6f ist die Losung eindeutig.
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10 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Wir rechnen nach, dass
t

W) = exp ( / a(s)ds) Yo.

0

denn y = aft)exp </ta(s) ds) Y0,
ud  ¥(0) = exp(O)yo=o.

Beispiel 10.18 a(r)=a = y(r) = X"y,

Ein weiteres Beispiel finden Sie auch in Aufgabe 10.3.

Nun betrachten wir den allgemeineren Fall:

y=a(t)y+b(t)
Sei x : I — R Losung der homogenen Differentialgleichung:

x(t) = a(t)x(t) mit x(7p) = 1

t
Da x(t) = exp / a(s)ds | = x(t) # 0 fur alle 7 € I. Die Losung des inhomogenen Pro-
Iy

blems lasst sich also schreiben als
y(t) = x(t)w(r)
=y() = x(O)w(t)+x()w(r)
= a(t)x(t)w(t) +x(t)w(z).
=y(t)

D.h. y(¢) ist Losung der Differentialgleichung, falls

o oy b(t) _ ["b(s)
W) =bl) & W)= T e i) = /to e
Wiihlen wir ¢ = yg, dann erhalten wir
y(t) =x(t) (/tt f%ds—i—)@) mit  y(to) = yo,

W) = exp ( /to ta(r)dr) e ( /to ta(r)dr) /to "exp (— /to sa(r)dr) b(s)ds

J/

unabhéinEig von s

-~

/texp /ta(r) dr—/sa(r) dr | b(s)ds

) To fo

J/

['a(rydr

=) = e ( /IO ta(r)dr) o + /to "exp ( / la(r)dr) b(s)ds

J/ J/
-~ -~

! Vi
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10.2 Anfangswertprobleme

I: Losung von: y=a(t)y,y(to) = yo
II:  Losung von: y=ua(t)y+b(t),y(to) =0

I:  homogene Differentialgleichung (b = 0),
inhomogene Anfangswerte (y(fp) = yo)-
II:  inhomogene Differentialgleichung (b(¢) # 0 im Allgemeinen),
homogene Anfangswerte (y(fp) = 0).

y”(l‘()) =0 Vv
t t t
y = exp (/ a(r) dr) b(t)+ | exp (/ a(r) dr) a(t)b(s)ds
t 1o N
exp\(;:l a(t‘),y”
duBere Ableitung RS innere Ab‘lrcaitung RS

Die Regel, nach der man die Ableitung von y/ berechnet, finden Sie im kommenden Kapi-
tel in Satz 11.10.
Wir rechnen nach:

9T = a4 (a0 + (1))

dt
= a(t) () +y") +b(t)

"+ (ko) = ¥(to) +¥"(t0) =0+y0 =10
(Hier geht die Linearitit der Gleichung ein.)

Insgesamt geht man also folgendermaBien vor: Wir suchen die Losung von
¥(t) = a(t)y()+b(r)  mit  y(w0)=yo-
zunichst betrachten wir die zugehdrige homogene Gleichung mit Anfangswert 1,

x(t) = a(t)y(r) mit  x(fp) =1.

X(1) = exp ( /to () ds> .

Nun machen wir den Ansatz y(7) = w(t)x(¢) und erhalten daraus fiir w die Differentialglei-
chung

Diese hat die Losung

Daraus ergibt sich

w(t):/t:%dsﬂo

und durch Multiplikation von w und x schlieBlich die gesuchte Funktion y.

337



10 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Beispiel 10.19 y = 2ry+13,y(0) = yo

Homogene Gleichung:
x(t)=2tx(t),x(0)=1 = x(t) = e

= y(t) = e’ | yo+ [ e sds

Zur Berechnung des Integrals verwendet man zundichst die Substitution 7 = s* und anschlie-
Pend partielle Integration:

/—9 3d 2/e zdz Substitutionzzsz, dz =2sds
=_ (- 21d
(- feaie)
S
_ —— e = — e
2\ 2

SchlieBlich ergeben sich

2

Y (t) =€ o,
1 » 241
11 t
)= — — .
yi(t) 5e >

Weitere Beispiele finden Sie auch in Aufgabe 10.8 und 10.13.

10.3 FluBformulierung und numerische Approximation

Betrachten wir ein Anfangswertproblem:

) = flt.y@) | .
W) = Y }Losung y(t)

Notation 10.20 Wir schreiben auch

D40 (v0) 7= ¥(1),

und wir bezeichnen dies als den Fluf3 zur Differentialgleichung y(t) = f(t,y(t)) von ty nach
t mit Anfangswerten yq bei t.
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10.3 FluBformulierung und numerische Approximation

Nun ergibt sich das folgenden Fortsetzungsprinzip:

q)fz,ll © q)ll o (}’0) = q)tz,lo (yO)
HO)=Flt(0) 0)=F(t(0) S0=F(e(0)
(5 IRt S {1 D (12) S

®; ;(y) =y (identische Abbildung)

y = f(y) (autonome Differentialgleichung)
= q)s—ﬁ—us = cI)I,O

()= fO0) | 3e+s)=f0+s))
y(0) =y s =y
)

J/

-~ -~

D 0 ) Dyt (v

Wenden wir uns jetzt der numerischen Approximation zu: statt @, ¢, suchen wir ein (ein-
fach) zu berechnendes ®; ¢, mit Zeitschrittweite T (numerischer Fluss).

Das Eulersche Polygonzugverfahren:

y

D1 19y0 = Yo+ (t —10) f (10, Y0)

:i‘bz,ro)’O

(numerischer Fluss)

I
o 4 B

Iteration:

h<thh<th<..<tp,=T
Vil =i + (li—H - l‘,')f(l‘i,yi)} tir1—ti=1; Zeitschritt.

-

qA)ti+] A (yl)

in Flussnotation: y;, | = Cﬁti ()
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10 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Welchen Fehler macht man in einem Schritt?

140 (9) = Prars DI = Iyt +7) = () + £ (1, 3(0)|

HauBtsatz

(%)

Integrat;(;nsfehler

/t[ﬂy'(s)ds— rf(t,y@)H B /rtﬂf(s,y(@)ds Bf0)

(%) : Quadraturformel mit einem Knoten am linken Intervallrand

d
< Ct? max ||— t+s,y(+s
< mas | 91+ 5.5(0 )
< C7%max asf(H—s,y)—I—Dyf(t—I—s,y)f(t—ks,y)H
5€[0,7] N -~ A —r
yeRM
Jacobi-Matrix  y(r+s)
f
N |  Fehler der
W Itegration

)

} [
Man sagt: Das Eulersche Polygonzugverfahren ist von 1. Ordnung konsistent, da
‘ ‘q)H-T,ty - (i)t+r7t)" | = O(TPH) furp=1.

Erinnerung: Das numerische Ergebnis zur Zeit #,, = T erhélt man durch Hintereinander-
schalten:

P+ T b1 © P2+ T 1,82 - © Prg 411,200
—_——— —_——— ——

=tm =ty—1 =1

Bemerkung 10.21 Ahnlich wie bei der Integration auf Intervallzerlegungen (vgl. Bem.
7.45 auf S. 257) geht dann schlieflich das Inkrement des Exponenten durch Fehlerfort-
pflanzung verloren.

Bemerkung 10.22 Beim Eulerschen Polygonzugverfahren gilt:

Ci)l—i-f,l(y) -y
- = f(t,y)

Wie gut sind allgemein numerische Verfahren fiir gewohnliche Differentialgleichun-
gen?
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10.3 FluBformulierung und numerische Approximation

Definition 10.23 Ein numerischer Fluss heif3t konsistent von der Ordnung p, falls
H‘i)z—i—rt — D (y H = Tp+1
fiir alle y € R" und alle t € R, sowie kleine Zeitschritte T.

Der Fluss heif3t stabil, falls

ci)z+r,ty -y

- (lokal) Lipschitz-stetig fiir alle t € R,y € R".

(Die Lipschitz-Konstante darf nicht von T abhdingen.)
Ein numerischer Fluss heif3t konvergent von der Ordnung p, falls fiir obige Zerlegung
o<t <..<tymitT;<tTfiri=1,...,ngilt

||yn _)’(tn)H = 0(7?)

(wobei y(t,) = @y, 1, (v) die kontinuierliche Losung bezeichnet).

Satz 10.24 (Stabilitéit + Konsistenz = Konvergenz) Sei y(.) eine stetig differenzierbare
Losung des Anfangswertproblems

y(1) = f(t,y(1))  mity(to) = yo,
und der numerische Fluss sei konsistent von der Ordnung p und stabil, dann konvergiert

das numerische Losungsverfahren zum Anfangswertproblem von der Ordnung p.

Beweisskizze: [y, 1 = ®;,,, (i), y(t) = Pr 4, (0)]
g1 = |y(tiv1) —yir1] (Fehler nach der (i + 1)ten Iteration)

H(I)[Hrl 4\ ( )) q)l,+1,ll( )H

< @y, O0(E) — &, Ot i))||  (Konsistenzfehler)
+ || D4 0(1) — Dy, (3i)||  (Fortpflanzung des alten Fehlers mit dem
diskreten Fluss)
<t |Iy(n) — il

q)li+1,ti<y( z)) _y<ti) - CIA)tHlJi(yi) —Ji
Ti T

+7

e Stabilitit
=&y < Ctf (14 L1)g (Gesamtfehlerfortpflanzung)
Behauptung:

|

gl S TP% (eL(ti_t()) — 1>
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10 Gewdhnliche Differentialgleichungen

hierzu: (Induktion)

i=0: & = 0 v
ioitl: g < ct’ '+ (1+ L)
< 2 (C‘L’H— (1+L%)$ (eL(’i*IO) — 1))
= Sor((1+Lgetliw 1)
(1+L7;)<eL
<

%»L-P (eLTieL(li*fo) — 1) = %TP (eL(ti-H*tO) — 1)
O

Nun wenden wir uns der Frage nach Verfahren héherer Ordnung zu.

Das Cauchy-Euler-Verfahren

Nachteil des Eulerschen Polygonzugverfahrens:

Y+ Ly .
/\/+ ) M = (1, i) = (1)

T
t

Yirl=Vi q y(li+1)fy(li) —=(t;) + O(Ty) = ||yi — y(t;)|| = O(%;)

Ti Ti

Damit basiert das Verfahren auf einem Vorwirtsdifferenzenquotienten, dieser ist aber nur
von 1. Ordnung.

Besser sind zentrale Differenzenquotienten:

i

Yit1 =yi+ Tf(ti+ 5 JH%)

wobel y, 1 moglichst gute Approximation von y(f; + %) sein sollte.
~» wihle Yipl = Vit 3 f(ti,i)
Damit erhalten wir:

Schema 10.25 (Cauchy-Euler-Verfahren) Fiir Anfangswerte yq definieren wir folgendes
iteratives Verfahren

T.
Yipl = Yi‘i‘Elf(tiv)’i)

T.
Yirl = yi+Tif<ti+5l,y,~+%>
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Lemma 10.26 Das Cauchy-Euler-Verfahren ist von zweiter Ordnung konvergent, falls f
stetig differenzierbar ist, d.h.

Ily(#) —yill=0(t*) ,T= max 7
i=0,....,n—1

Beweis: Durch Taylorentwicklung von y um ¢ erhalten wir:

2
Piiea0) = (T =y(0) + 500+ 50 +O()
2
= O+ T O) + 5 D) +0(F)
2

= 50+ 200+ 5 (570500 + D0 ) +0(F)

2

— O+ T30+ 5 (500 D030 ) +0(F)

Nun entwickeln wir f(¢ +s,y+sf(¢,y)) beziiglich s um 0:

d
fletsy+sf(ty) = fy) s ft+sy+sf(6y)ls=0+0(s)

F103) 5 ( 5:703) £ D001 0)) +0)

. T T
Dryri(y) = y+uf <t+5,y+ Ef(t,y)>
s=% T(d
= e (sen+] (a—f(t,y) +Dyf<r,y>f<r,y>) roe))
= Hq)tht Cptﬂ'z H =
= Konsistenz der Ordnung 2

Das Verfahren ist stabil, da

—q)’”’i) — £ (14 5.+ 35(09))

und f Lipschitz-stetig. Damit folgt die Aussage direkt aus Satz 10.24.

O

In Aufgabe 10.12 vergleichen Sie eine Implementierung des Euler- und des Cauchy-Euler-
Verfahrens.

Betrachten wir nun eine wichtige Klasse von Verfahren hoherer Ordnung:
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10 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Definition 10.27 (Runge-Kutta-Verfahren) Ein iteratives Schema das konsistent ist von

p-ter Ordnung, heifit Runge-Kutta-Verfahren p-ter Ordnung.

Ein explizites Runge-Kutta-Verfahren ist durch folgendes Schema definiert:

S
yi—l—Tijkj, wobei
j=1
ki = flti+at,yi)

Yi+l =

ky = f(ti+cat,yi+axtk)
ks = f(ti+c37,yi+azithr +azthky)
ks = f(ti +csT,yi+as1thy +apThy + - +as,sflfksfl)

Hierbei notieren wir

C1 0
€2 | az1
D lan axn
Cs | As1 ds2 g s—1 0
by b by—1 by
Euler-Verfahren Euler-Cauchy-Verfahren
00 o9
1 202 0
0 1
3. Ordnung alternativ
0/ 0
1| 1
302 0
1/-1 2 0
I 41
6 6 6

vierter Ordnung:

— = O

= O o= O

AN ORI~ O
Ay — O
= D
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Beispiel 10.28 Fiir das oben angegebene Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung ergibt
sich somit:

1 2 2 1 .
yit1 = yit+ T(gkl + gkz + 5k3 + 3k4)’ wobei

ki = f(ti,y)
1 1

ky = f(li+§f,)’i+§‘5kl)
1 1

ks = f(li+§7~'a)’i+§fk2)

ke = f(ti+7,yi+Tk3)

10.4 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 10.1 Angenommen, wir werfen einen Ball senkrecht nach oben
und vernachlissigen im Folgenden die Reibung. Wir lassen den Ball in einer Hohe von
1 m mit einer Geschwindigkeit von 207 los und er erfahre die ganze Zeit iiber die (Erd-)
Beschleunigung von —10%3.

a) Berechnen Sie die Funktion h(¢), die die Hohe des Balls in Abhingigkeit von der
Zeit angibt. Losen Sie dazu die Differentialgleichung

h(t) = —10
erst ohne und anschlieBend mit Anfangswerten.

b) Zu welcher Zeit T > 0 schlédgt der Ball auf dem Boden auf, d. h. fiir welches 7" > 0
gilt h(T) = 0?

¢) Mit welcher Geschwindigkeit /2(T) trifft der Ball auf der Erde auf?

Anwesenheitsaufgabe 10.2 Lisen Sie die Differentialgleichung

mit Anfangswert y(0) = 1.
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10 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Anwesenheitsaufgabe 10.3 Losen Sie die Differentialgleichung

fiir £ > 1 mit dem Anfangswert y(1) = 1.

Aufgabe 10.4 Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung
y=y,
a) mit der Anfangsbedingung y(0) =0, y(0) = 1,
b) mit der Anfangsbedingung y(0) =1, y(0) =0,

indem Sie die Differentialgleichung umschreiben in ein (zugehoriges) Differentialglei-
chungssystem erster Ordnung, auf welches Sie dann das Picard-Lindel6f’sche Iterations-
verfahren (Diagonalisierung) anwenden.

Aufgabe 10.5 Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung

y=20+y

mit der Anfangsbedingung y(0) =1, y(0) = —1, indem Sie die Differentialgleichung um-
schreiben in ein (zugehoriges) Differentialgleichungssystem erster Ordnung, auf welches
Sie dann das Picard-Lindel6f’sche Iterationsverfahren (Diagonalisierung) anwenden.

Aufgabe 10.6
Losen Sie das folgende Anfangswertproblem
y = 145,
y©0) = a,

wobei a € R beliebig ist.
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10.4 Ubungen

Aufgabe 10.7
Welche der folgenden Aussagen sind richtig fiir die Differentialgleichung

y=y"?
a) Durch die Vorgabe y(a) = b ist eine Lsung lokal eindeutig bestimmt. jad
nein O
b) Die Losung zu der Vorgabe y(0) = 1 existiert fiir alle 7. jaOd nein O

¢) Die rechte Seite f(y) = y* geniigt einer globalen Lipschitz-Bedingung in R?. ja O
nein O

d) Die rechte Seite f(y) = y* geniigt einer Lipschitz-Bedingung fiir [y| < a, mit festem
a>0. jad nein O

Aufgabe 10.8

Losen Sie das Anfangswertproblem

y = —ysin(t) +sin(2¢); y(0) =1.

Aufgabe 10.9

Geben Sie eine Lipschitzkonstante fiir die Funktion
flt,y)=1*+y" bzgl.y

im Gebiet —2 <7 <2,0<y< 5 an.
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10 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Aufgabe 10.10 Betrachten Sie den in der Skizze dargestellten Fall.

z=0

Bewegen wir die Kugel der Masse m nach links oder rechts und lassen sie los, so versetzen
wir das System in Schwingungen. Die Reibungskrifte vernachldssigen wir. Bei Auslen-
kung der Kugel nach rechts oder links iibt die Feder die (Riickstell-) Kraft /' = —Dx auf
die Kugel aus, die mittels F' = mi zu einer Beschleunigung der Kugel fiihrt. Daraus ergibt

sich die Differentialgleichung
D
X=——x.
m
a) Losen Sie die Differentialgleichung fiir die Anfangswerte x(0) = 1 und %(0) = 0,
indem Sie den Ansatz x(t) = a cos(br + ¢) wihlen und die Konstanten a,b,c € R
berechnen.

b) Schreiben Sie diese Differentialgleichung zweiter Ordnung um in ein System von
Differentialgleichungen erster Ordnung.

c) Zeigen Sie, dass die Gesamtenergie des Systems, die sich zusammensetzt aus der
kinetischen Energie Eyj, = %mxz der Kugel und der (in der Dehnung der Feder ge-
speicherten) elastischen Energie Eqj,5¢ = %sz konstant ist.
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10.4 Ubungen

Aufgabe 10.11

a) Stellen Sie eine Differentialgleichung auf, die die Bewegung eines Satelliten um die
Erde ohne Beriicksichtigung des Mondes beschreibt. Wihlen Sie das Koordinaten-
system so, dass der Erdmittelpunkt im Ursprung liegt.

b) Eine geostationire Umlaufbahn ist (niherungsweise) eine Kreisbahn in Aquatorebe-
ne. Geben Sie eine Parametrisierung fiir eine beliebige Kreisbahn in Aquatorebene
um den Ursprung an, die Radius r hat und in der Zeit T einmal die Erde umkreist

r
hat. Den Startpunkt konnen Sie z.B. als [ 0 | wéhlen.
0

c) Zeigen Sie, dass diese Kurve fiir geeignete r, T die Differentialgleichung 16st. Welche
Bedingung ergibt sich dabei fiir » und 7?

d) Ein geostationdrer Satellit umkreist die Erde innerhalb eines siderischen Tages (23 h
56 m 4 s). Die Erdmasse betrigt 5,9736 - 10?* kg. Berechnen Sie den Radius der
geostationdren Umlaufbahn.

e) Wie groB} ist die Geschwindigkeit eines Satelliten in geostationidrer Umlaufbahn?

Aufgabe 10.12 Betrachten Sie die Differentialgleichung

( (1) ) _ < —y2(t) )

¥a(t) y1(2)

mit den Anfangswerten y;(0) = 1 und y,(0) = 0.

Losen Sie diese Differentialgleichung niherungsweise mit MATLAB unter Verwendung
a) des Eulerschen Polygonzugverfahrens
b) des Cauchy-Euler-Verfahrens

fiir r € [0,27]. Verwenden Sie die konstante Zeitschrittweite T = %—g. Zeichen Sie die Lo-

sungskurve und ihre beiden Approximationen. Berechnen Sie fiir beide Verfahren den Feh-

] . _ 2T . _ 2% g _ 2
ler zur Zeit 27 fiir T = 50> T = 30 Sowie T = g5.

Aufgabe 10.13 Losen Sie die Differentialgleichung

y(t) = sin(¢)y(z) + sin(t)

mit Anfangswert y(0) = 0 mit Hilfe von Variation der Konstanten.
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10 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Aufgabe 10.14 Losen Sie das Differentialgleichungssystem

yi(t) = yi(t) +ya2(t)
n@) = y)+y()

mit Anfangswerten y; (0) = y»(0) = 1 mit Hilfe von Diagonalisierung.

Aufgabe 10.15 Geben Sie die Losung der Differentialgleichung y(7) = Sy(f) + 3 mit
y(0) =2 an.

Aufgabe 10.16 Man I6se die Differentialgleichung

a) X = sinl(x) ,x(0) =xp

b) x =x2, x(0) = xo

Aufgabe 10.17 Berechnen Sie die Losung des Anfangswertproblems

X (1) =2x1(t) —x(r), x1(0) =-1,
() =-—x(t)+2x0(), x»0) =2

mit Hilfe der Exponentialfunktion exp At fiir die Matrix

=(43)
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10.4 Ubungen

Aufgabe 10.18 Betrachten Sie die folgende Differentialgleichung
Y =Vl
a) Uberpriifen Sie, dass mit y(x) auch §(x) = —y(—x) Losung der Gleichung ist.

(x+C)?

b) Uberpriifen Sie, dass: yc(x) = fiir x > —C positive Losung ist.

Gibt es mehr Losungen?

¢) Uberpriifen Sie, dass fiira <0 < b

—b)2
(x 1 ) , firx > b
Yap(x) =40, fira<x<b
N2
_(x 4a)7 firx<a

Losung der Differentialgleichungen zu den Anfangsdaten y(0) = 0 ist.

Warum steht das nicht im Widerspruch zum Satz von Picard-Lindel6f aus der Vorle-
sung?
Aufgabe 10.19 Geben Sie eine Losung der Differentialgleichung an:
a) y(t) =13 4cos(z), y(0) = 1,

b 50 ="2 0> 0,50 = 1.

Aufgabe 10.20 Gegeben sei die gewohnliche Differentialgleichung
Mi+Rx+Dx =0
mit M,R,D € R*.

a) Schreiben Sie die Differentialgleichung zu einem System von Differentialgleichun-
gen erster Ordnung um.

b) Geben Sie einen (konkreten) Satz von Anfangswerten vor, so dass das zugehorige
Anfangswertproblem genau eine Losung hat.

c) Losen Sie das Anfangswertproblem

2
t
x:tx+exp(§), x(0)=1.
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11 Integration in mehreren Dimensionen

In diesem Kapitel werden wir den Begriff des Integrals verallgemeinern und die Integration
auf Gebieten im R” und auf Kurven und Flachen kennen lernen.

11.1 Parameterabhangige Integrale

Zunichst betrachten wir parameterabhingige Integrale mit dem Ziel:

* Untersuchung von Vertauschbarkeit von Differentiation und Integration

(4 [ rena [ 4 rsna)

* Darstellung von mehrdimensionalen Integralen als geschachtelte Integration
o rl ‘ 1
</Df(x)dxi/0 g(x2)dxy , mit g(xp) :/0 f(xhxz)dxl)

(wobei L] das Einheitsquadrat bezeichnet)

Wiederholen wir hierzu die Definition gleichméBiger Stetigkeit:

Definition 11.1 Eine Funktion f : D C R" — R™ heif}t gleichmiBig stetig auf D, falls es
zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass

k=<6 = [f&0)-fOll<e firallex,yeD.

Beispiel 11.2
1

f:(0,1] — R,x +— — ist nicht gleichmdifig stetig.
x

f:R — R,x > x? ist nicht gleichmiifig stetig.
f:[—a:a] — R,x > x? ist gleichmdfig stetig.
f: ]Rg — ]Rg,x — /X ist gleichmdfig stetig, vgl. Seite ??.

Bemerkung 11.3 Aus Lipschitzstetigkeit folgt gleichmdflige Stetigkeit.
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11 Integration in mehreren Dimensionen

Definition 11.4 (abgeschlossene, offene, beschrinkte Mengen)

 Eine Menge A C R" heifst abgeschlossen, wenn zu jeder konvergenten Folge (x;)icN
5 [—oo . g
mit x; € A und x; — x, gilt, dass auch x € A ist.

* Eine Menge A C R" heifst offen, wenn es zu jedem x € A ein € gibt, so dass B¢ (x) :=
{XeR"|||Ix—x|| < e} CA.

* Eine Menge A C R" heifst beschriankt, wenn es eine Zahl M € R gibt, so dass fiir alle
x €A gilt
||x|| < M (d.h. A C By(0)).

Bemerkung 11.5
* Offene Intervalle sind (im Sinne dieser Definition) offen, abgeschlossenen Intervalle
sind abgeschlossen.

» Vereinigungen offener Menge und Schnitte endlich vieler offener Mengen sind offen.

* Schnitte abgeschlossener Mengen und Vereinigungen endlich vieler abgeschlossener
Mengen sind abgeschlossen.

o Wenn M offen ist, dann ist R" \ M abgeschlossen. Wenn M abgeschlossen ist, dann
ist R\ M offen.

* O und R" sind sowohl offen als auch abgeschlossen.

Beispiele hierzu finden Sie in Aufgabe 11.1.
Zur Definition von Stetigkeit und gleichmiBiger Stetigkeit vergleiche Def. 2.14 und ?? auf
Seite 57.

Satz 11.6 Eine auf einer abgeschlossenen und beschrdnkten Menge D C R definierte ste-
tige Funktion f : D — R ist gleichmdiflig stetig.

Beweis: Zur Vereinfachung betrachten wir nur den Fall n = 1, D = [a,b]. Wir fiihren einen
Beweis mit Widerspruch: Sei f nicht gleichmiBig stetig, dann gibt es ein € > 0, so dass es
zu jedem 6 > 0, insbesondere zu 6 = % firm=1,2,..., ein Paar x,,,y,, gibt mit

1
X — ym| < . und | f(xn) — f(ym)| > &,

Nun ist (x;,)» beschrénkt, also gibt es mit dem Satz von Bolzano-Weierstrass eine konver-

gente Teilfolge (X, )x mit Xy, % Wegen der Abgeschlossenheit ist dann x € D. Aus
X — ym| < % folgt y,,, — x. Schliesslich folgt aus der Stetigkeit, dass f(xm, ), f (Ym,) —
f(x). Da f stetig ist, folgt |f(xm,) — f(ym, )| — |f(x) — f(x)| = 0 im Widerspruch zu
|f (m) = f (ym)| = €.
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11.1 Parameterabhingige Integrale

O

Bemerkung 11.7 Der Satz von Bolzano-Weierstrass gilt auch im R", damit funktioniert
der obige Beweis analog fiir eine abgeschlossene und beschrdnkte Menge D C R™.

Satz 11.8 (Differentiation unter dem Integral) Sei f : [a,b] X [c,d] — R eine stetige
Funktion, so ist das parameterabhdingige Integral g : [a,b] — R mit

g(x) = /Cdf(x,y)dy

stetig. Existiert die partielle Ableztung und ist sie stetig, dann ist g differenzierbar und
es gilt

g'x) = /C d%(x,y) dy.

Beweis:

(i) Sei € > 0 gegeben. Da f nach Satz 11.6 gleichméaBig stetig ist, gibt es zur Konstante
ﬁ fiir ein beliebiges festes € ein 6 > 0 mit

() — f(Ey)] < i falls |x— %] < 8.

(Die Division durch (d — ¢) wurde bei Einfithrung der Konstante gewihlt, um im
ndchsten Schritt besser kiirzen zu konnen.) Hieraus folgt

|g(x !</\fxy xyldy</dey—s
und damit die Stetigkeit von g.

(i) Mit dem Hauptsatz der Differentialrechnung erhalten wir

gx+h)—glx) _ (4 flx+hy)—flxy)
I - I dy
d
= [ Lenar et
daf af

- )d / y)d
> 5 y)dy+ [ 5= (&,y)— 5, )y
Dabei existiert & wegen des Mittelwertsatzes, und kann von x, y und / abhéngen. Der
zweite Term kann im Betrag abgeschitzt werden gegen

of 9 glm stetig

—(é,y)—g(m)‘dy — -0 firh—0,da|é—x| <h.

[15
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11 Integration in mehreren Dimensionen

Beispiel 11.9 (Linge des Halbmeridians)

‘Iialbmeridian [m Kugelmodell.'

21 T
- Liug =73 = 34

Aquator (Kreis)

Erde als Rotationsellipsoid:
acost —asint
t) = =  x(t) =
*1) (bsint) X(1) < bcost )

4

2
Littipoid = /0 1i(e)]| de

T
2 A
= / Va2sin?t + b2 cos?t d
0

2 2

T
L , a-—b o
= a / V' 1—€2cos?tdt mit €% = ——— (Exzentrizitiit)
0 a

Reale Grofien: a = 6378137 m, b = 6356752,314 m, g2 = 0,00669438 (WGS84)
Betrachte nun

Letiipsoia 2 (7
1(5):M:E/02 V' 1—68cos?tde

LKugel

als Funktion von § = €2.

Taylorentwicklung: 1(6) = 1(0) +1'(0)6 ~|—I"(O)%2 +0(8%)
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11.1 Parameterabhingige Integrale

Mit obigem Satz erhdlt man dann:

1(8) = %/02\/1—50052”#

= I1(0)=1
1 (7 cos’t
') = —= ———— dt
(9) wJo v1—38cos?t

1 2 1
= I'(0)= ——/2 cos’tdt = ——
0 4

T
1 [2 4t
111(5) — _—/2L3dt
270 (1 - §cos?t)?
= I"(O):—i %cos4tdt:——
27 Jo 32
I = 1—--6——
= 1(8) ;5000
=I(e*) = 0.9983243+ 0(&%
= Leiipsoia = 10001965,788 + O(£%)Ligel

Die Abweichung vom exakten Wert betrdgt 5,8 cm.

Betrachten wir nun die Differentiation bei variablen Intervallgrenzen: Hierzu
definieren wir die Funktion

b(x)
F(x) = /a " f(x,y)dy

und fragen nun nach der Ableitung von F nach x. Der folgende nach Leibniz benannte Satz
gibt dariiber Auskunft.

Satz 11.10 (Differentiation bei parameterabh. Integrationsgrenzen, Leibniz-Formel)
f sei stetig in y und in x stetig differenzierbar, a,b seien stetig differenzierbar. Dann ist
obige Funktion F stetig differenzierbar und es gilt:

(x)
P'e) = Fb() ¥ ) e )+ [ S x3)y

Beweis:
glu,vx) = /v f(x,y)dy
=Fkx) = g(bk),alx),x)
dg dg dg
/ - 98, 98 o5
=F(x) = 8ub<x)+8va( )+8x
Sarz11.8, b(x) af

B b0 ()~ fra@)d )+ [ S (y)ay
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11 Integration in mehreren Dimensionen

In der letzen Gleichung haben wir neben dem obigen Satz auch den Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung verwendet und dabei ausgenutzt, dass

d u
| ey = fa.

S [ renay = & (= [ reoar) = s,

Beispiele hierzu finden Sie in den Aufgaben 11.9 und 11.10.

Satz 11.11 (Vertauschung der Integrationsreihenfolge) Sei f : [a,b] X [c,d] — R eine
stetige Funktion, dann gilt

/ab/cdf(x,)’) dydx = /Cd/abf(x,y)dxdy.

g(t) = /ab/ctf(x,y)dydm

Beweis: Sei

Mit Satz 11.8 folgt
b
g = [ fennax
a

SchlieBlich ergibt sich mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Seite
220):
d , d b
gd)  —gle) =/ g(y)dyz/ / f(x,y)dxdy
-~ C C a

~~

=Je S fley)dydx =0

O

Mehrfache Integrale sind geschachtelt zu verstehen, d.h. die Integrationsgrenzen des ersten
Integralzeichens gehoren zur als letzte aufgefiihrten Integrationsvariablen. Im obigen Fall
lauft x von a bis b und y von ¢ bis d.
Nun haben wir alle vorbereitenden Aussagen zur Integration in mehreren Dimensionen
hergeleitet.

11.2 Riemannsummen zur Volumenbestimmung

A

Es sei f(x) > 0 auf einem Intervall [a,b]. Be-
trachte die Intervallteilung

a=x)<x1<xp<..<x,=b

F ] ] - mit 2 = max |x; —x;_1]-
a X1 X2. b
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11.2 Riemannsummen zur Volumenbestimmung

Dann definiere durch S := {(x,y) [x—1 <x <xt, 0 <y < f(x)} die ,,Streifen* unter dem
Graphen.
Es gilt: FlﬁChe(Sk) ~ f(ék) (xk —xk_l) fir ék S [xk_l,xk].

n b
Erinnerung: Y /(&) (x —x4—1) h=9 / f(x)dx
k=1 a
Wir nutzen dies zur Volumenbestimmung eines Korpers:
K={(x,y,2) eRa<x<b,c<y<d,0<z<f(x,y)}

Es sei f(x,y) > 0 fiir (x,y) € [a,b] x [c,d].

Zerlegung: a=xo<x1<..<x,=b

c=yo<y1<..<ym=d
n

F b mit /1, := max |x;
S 0<i<
’ hy: —02132‘ |y] yj—t|, h=max(hy,hy).

Definiere:  S;; 1= {(x,y,2) [xi—1 <x<x;,yj—1 <y <y;,0<z< f(x,y)}  (Sdule)

Zwischenstellenwahl:  x;_; <& <x;, yj—1 <n; <y,
Es gilt: Volumen(S;;) ~ (x; —xi—1)(y; —y-1) (&, 1;)

Aus dem Kalkiil des Integrals in 1D erhalten wir:

m n b
tim tim Y. Y (& n) (5 —x )0y =) mitg0) = [ fny)dx

h>_>0hx_>0]=11:1
0P fem;) dx=g(n))
m
g 1 7 ] — i
n %OZ gMj)(vj—yj-1)

Beispiel 11.12 (Volumen einer Halbkugel)
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11 Integration in mehreren Dimensionen

= {229 |xy € [-R,R],0 <z < f(x,y)}

—x2 ¥ x4y <R
mit f(x,5) { ; sonst
Kugelschale:
- IV L2 =R
Vol(H) = / / f(x,y)dxdy

/ / fx,y)dxdy ’Wj:i
V_ =
AT e g ~
& e ) %%

Fléicheninhalt des Halbkreises .
. c)?n VINTATITY

mit Radius c(y) : =5— ,C(},)W c(y)

R c2(y)m L R A
= [ =5k ‘ydy—z[’”‘?_

_af(s R 3 R\ _ 2.3
_2[(R 3) <R+3 — 22K

Um das Integral fiir die Flache das Halbkreises zu berechnen, verwendet man z.B. die
Substitution x = ¢(y) sin(&).
Weitere Beispiele finden Sie in Aufgabe 11.3 und 11.4.

11.3 Integration tber Volumen im R”

Im vorangehenden Abschnitt haben wir eigentlich auch schon die Definition von Integra-
len in hoherer Dimension iiber die Approximation mittels Riemannsummen kennengelernt.
Nun definieren wir noch einmal und allgemein das Integral im R" basierend auf geschach-
telter Integration:

Zunichst betrachten wir Funktionen mit sogenanntem kompakten Triger:

Definition 11.13 Eine Funktion f : R" — R hat kompakten Triger, falls eine beschrdinkte
Menge A existiert mit f(x) = 0 fiir x ¢ A.

Bemerkung 11.14 Jede beschrinkte Menge A C R" konnen wir in einer Kugel Br =
{x|||x|| < R} einschlieffen, Bg ist wiederum enthalten in [—R,R] X ... X [-R,R|, dem n-
dimensionalen Wiirfel mit Kantenldnge 2R.
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11.3 Integration iiber Volumen im R"

Wir definieren nun, wann eine Funktion auf dem R integrierbar ist und den Wert des
entsprechenden Integrals.

Definition 11.15 (Riemann-Integral von Funktionen mit kompaktem Triger)
Sei f:R" — R eine Funktion mit kompakten Tréiiger (f(x) = 0 falls ||x|| > R) fiir die, die
aus geschachelten Integration hervorgehenden Funktionen

R
g1(x2,..,xy) = /Rf(xl,...,xn)dxl,

R
g2(x3,...,x%,) = /Rgl(xz,---,xn)dxz,

R
gn—l(xn) = /Rgn—Z(xn—hxn)dxn—la

R
8&n = / gn—l(xn)dxn
R

im Sinn des eindimensionalen Riemann-Integrals wohldefiniert sind (vgl. Definition 6.2).
Dann ist die Funktion f auf R"* Riemann-integrierbar und wir definieren

/R,,f(x)dx:gn = /_I;---/_I;f(xl,...,xn)dxl...dxn.

Sei A eine beschrdnkte Menge im R", dann ist f : A — R Riemann-integrierbar auf A falls
die Funktion h: R" — R mit h(x) = f(x) fiir x € A und h(x) = 0 fiir x ¢ A Riemann-
integrierbar auf dem R" ist. Wir definieren dann

/Af(x)dx:/]Rnh(x)dx.

In einem kurzen Exkurs soll ein deutlich allgemeinerer Integrationsbegriff skizziert wer-
den.

Exkurs: Verallgemeinerung des Integralbegriffes
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11 Integration in mehreren Dimensionen

Definition 11.16 (Lebesgue-Integral) Eine Funktion f : R" — R heifit Lebesgue-
integrierbar, falls eine Folge von stetigen Funktionen f; mit kompaktem Triger existiert
mit

= ka(x) und Z / |f(x)|dx  konvergiert.
k=1 =1/ R"

Die Funktion f wird nur dort definiert, wo diese Summe absolut konvergiert (d.h.
Y |fx(x)| konvergiert). Wir setzen:

[ rea= % [ s

Achtung: Es muss gezeigt werden, dass der Wert des Integrals unabhédngig von der Zerle-
gung in die Funktionen (f)k=1,. . ist! (hier ohne Beweis!).

Definition 11.17 (Integration von Funktionen auf eingeschrinkten Mengen) Eine
Funktion f : A — R heif3t Lebesque-integrierbar, falls die Funktion

| fx) sxeA : :
falx) = { 0 :sonst integrierbar ist.

- : o - | flx) x€A
Beispiel 11.18 Sei f stetig, A= B;(0) = {x|||x|| < 1}. fa = 0 somst -
Problem: fy nicht stetig — Approximation mit Reihe von fj:

Definiere
n
1] m M. 1 < %
m(r):=< 3—4r ;%§r§§ ,
3
0 r> 7
2 i ! ' nj(r) = max (O,min(Zj+1 — 12"
. nj 2jr—(2j—2))),
mit rj:=1-27/

. - I ;r<li
| dann gilt E nj(r):{ 0 >
! rj‘,] r; r‘,v‘H j=1 T —

Wihle nun fj = n;(||x||) f(x), dann gilt

i = fB,(0)(%);

und die Summe konvergiert absolut auf B1(0). D.h. f : B1(0) — R ist integrierbar.
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11.3 Integration iiber Volumen im R"

[Ende des Exkurses]

Bemerkung 11.19 Auf Funktionen mit Singularitdten, z.B.
) =[xI* a<0

werden wir noch separat eingehen.

Satz 11.20 (Integrationsregeln) Seien f und g integrierbare Funktionen auf einer Menge
A C R" und c € R, dann sind auch f + g und cf integrierbar und es gilt:

o [rromdx= [ feax+ [ g
+ [en@ax=c [ fx)ax
¢ Aus f(x) < g(0) firalle x € A folgt [ f(x)dx < [ (o),

Wir haben bereits bei der Einfiihrung des Integrals gesehen, dass die Reihenfolge der Inte-
grationen in den unterschiedlichen Richtungen keine Rolle spielt:

Satz 11.21 (Fubini) Sei f : R" — R integrierbar. Dann gilt

/Rnf(x)dx:/]R/]R--'/Rf(mm,.-.,xn)dxl...dxn,

wobei die einzelnen Integrationen in beliebiger Reihenfolge durchgefiihrt werden konnen.

Beispiel 11.22 Sei f : A — R integrierbar mit A = {(x,y) |x > 0;y > 0;x+2y < 1}.
v

1 pl_x
Dann gilt: /f(x)dx 9 / /2 2f(x,y)dya’x
A 0 JO

> A 112y
%m 2 /O/O flx,y)dxdy

1 X

Erlduterung:

Bei (1) wurde iiber x und y(x) in Abhéingigkeit von x integriert:
Xmin = 0, Xppax = 1, fiir festes x ist Yiyin(x) = 0 und ypax(x) = % - 3.
Bei (2) wurde iiber y und x(y) in Abhdngigkeit von y integriert:
Ymin = 0, Ymax = %’ﬁ;irfesws y ist xmin(y) =0 und xmax(y) =1- 2y.
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11 Integration in mehreren Dimensionen

Definition 11.23 (n-dimensionales Volumen) Sei A C R" eine Menge, dann nennen wir
A messbar, falls
1 ;x€A . . .
xa(x) := { 0 :sonst integrierbar ist.

Wir definieren das n-dimensionale Volumen (das Mal3) von A durch

Vol (4) ::/Aldx:/Rn)(A(x)dx.

Beispiele 11.24 (i) n=1, A=[a,b]; Voli([a,b]) = [’ ldx=b—a.

(ii) A =[ay,b1] X ... X [an,by]: Vol (A) = (b1 —ay)-... - (by—ay)
Ein weiteres Beispiel finden Sie in Aufgabe 11.13.
Definition 11.25 (Mittelwert einer Funktion iiber einer Menge) Sei f eine auf A C R”

integrierbare Funktion und A messbar mit 0 < Vol,(A) < o, dann definieren wir den Mit-
telwert von f iiber A als
Vol / flx

Sei f : A — R eine beschrinkte Funktion mit M = sup|f(x)|, dann erhalten wir:
X€A
—M < f(x) <M= —MVol,(A) = —M/ ldx:/—de§ /f(x)a’x
A A A

< /de:M/ldx:MVoln(A)
A A

Folgerung 11.26
< sup|f(x)| Vol,(A)

XEA

Es gilt: ‘/f(x)dx
A

Berechnung des Volumens eines Rotationskdrpers Sei f : [z0,z1] — R eine
Funktion und f2 sei integrierbar auf [z0,21]. Wir betrachten den Rotationskorper

K={(xy2)]20<z<a,2+y* < f(2) }.

(K ergibt sich durch Rotation der Fliche F = {(x,z)]z0 <z2<2z1,0 <x < f(z)} um die z-
Achse.)
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11.3 Integration iiber Volumen im R"

20 21

Vol(K) = Vol3(K /ldxy, —/ </\/?ry2<f d(x,y)) dz

Fiir alle z € [z0,21] gilt Fléiche({(x,y) VX2 +y* < f(z)}) = rf2(2).

21
Damit folgt: | Vol(K) = 717/ f(2)dz
20

Beispiele 11.27

(ii) Volumen der Erde im Rotationsellipsoidmodell:
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11 Integration in mehreren Dimensionen

X B <acost)
Z - bsint
=X = acos (arcsin (%))
x = ayf1—sin? (aresin ()
a\/ sin” ( arcsin ,

2
<
= a 1_ﬁ:: (2).

2
4y < o) =d (1—%) }

d Vol = e (1224
undVol3(K) = ﬂ:a/ — 2 ) 4z

Damitist K = {(X,y,z)

Ein weiteres Beispiel finden Sie in Aufgabe 11.2.

11.4 Der Transformationssatz

Im Folgenden werden wir nun eine Substitutionsregel fiir mehrfache Integrale herleiten.
Zunichst wiederholen wir dazu die entsprechende Regel aus dem eindimensionalen Fall:

b , 8(b)
| reng@ar= [ reydy
a g(a)
Merkregel: y(x) = g(x) = % =g¢'(x) = ,,dy=g/(x)dx “ + Anpassen der Grenzen
Intervallbreite ~ g’ (x)h
g(b) +
glx+h) P
8(x)
Intervallbreite = h
gla) +
1 - 1
a X x+h b
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11.4 Der Transformationssatz

D.h. der Faktor g’(x) ist die lokale Lingeninderung, die man beriicksichtigen muB, wenn
man eine Integration im Bild auf dem Intervall [g(a), g(D)] zuriickziehen will auf eine In-
tegration im Urbild.

Betrachten wir nun nicht die lokale Lingeninderung in einer Dimension, sondern die lo-
kale Volumenénderung in n dimensionalen Fall. Hierzu rufen wir uns die Determinante in
Erinnerung:

detA=det| a; ... a, |,mitA e R™" erfiillte folgende Regeln:

(i) detA = 0 falls die Spalten von A linear abhéngig sind
& eine Spalte ist als Linearkombination der anderen darstellbar a; = Yt j 04

Fiir das von ay,...,a, aufgespannte Parallelepiped
Play,...,an],

Play,...,ap| ={x=aia1+...+ a0, |0 < oy < 1 firallei=1,...,n},

gilt dann
Vol,, (Play,...,a,]) = 0.

(ii) det(.) ist linear in jeder Zeile:

a)
| | |
det| a1 ... Aa; ... a, | =AdetA
| | |
Dies korrespondiert dazu, dass fiir A > 0 gilt
Vol, (Plai,...,aj—1,Aaj,aji1,...,a,)) = |A| Vol, (Plai,...,an]).
b)
| | | | | |
det| ai ... (aj+ad;) ... an = det| ai ... a; ... ay
| | | | | |
| | |
+ det| ar ... da; ... ay
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11 Integration in mehreren Dimensionen

Falls A nicht bereits singuldr ist, kénnen wir schreiben: d; = Aa; + b; mit
b; € span{ay,...,aj_1,aj41,...,a,}. Fir A = 0 erhalten wir das sogenannte
Cavalierische Prinzip:

Vol, (Plai,...,aj+bj,...,as)) = Vol, (Plai,...,ay))

(111)

det(1) =1 mit 1 = (Identitét) .

Dies entspricht der Volumennormierung
Vol,( Pley,...,ey) )=1.
—_—

Einheitswiirfel

Aufgrund der Eindeutigkeit der Determinante ergibt sich also (siehe auch Seite 167)

Vol,(Play,...,a,]) = |det| a1 ... ay

Betrachten wir zunéchst die Volumentransformation unter linearen Abbildungen:

(i) Vol, (Play,...,an)) =|detA| = |det(A1)| © |detA|det1 = |detA|Vol, (Pley,...,en))
[(*) Produktregel fiir Determinanten]

X+ Ax

T

as ap

aj

(11) b1 bn =C ay ... a4y

368



11.4 Der Transformationssatz

as a»

x+— Cx

\

by

Vol,, (P[by,...,b,]) = |det(CA)| = |detC||detA| = |detC|Vol, (Pai,...,an]).

Genauso, wie man Deformationen und Volumen von Parallelepipeden betrachten kann,
kann man auch Simplizes und ihr Volumen bearbeiten.
Wir betrachten hierzu Einheitssimplizes mit |e)| = |ez| = ... = 1:

el

Tz T3
Vol () = Fliche (T3) =} Vols (T3) = ¢
Allgemein: T = {x = T Aiei|0 <A Y A <1}
Setzt man Ag = 1 — A —... — A, so ergibt sich 4p > 0 und Y ;A; = 1 und daher mit

eo = 0 die Darstellung aller Punkte eines Dreiecks iiber baryzentrische Koordinaten durch
x=Y" ,Ae;, d.h. als Konvexkombination der Eckpunkte (vgl. Definitionen 7.20 und 7.33).

Es gilt:

Beweis: Induktion:

Vol, (%) = -

n!

Ty =1[0,1]  Vol; (T}) = Linge ([0,1]) =1
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11 Integration in mehreren Dimensionen

Tn+ I 1= R

T, C Hyperebene R" x {0}
A 1 A
Vol i1 (Th41) = /0 Vol, ((1—2)T,) dA

_ /01(1—1)"\/01,1 (£,) dA

1
ol
B 1{_(1_l)n+1:|1
n! n+1 0
1 1 1

nlntl  (n+ 1)l

konkret: |n=2~n+1=3]

(12311
w3 ol

~~ -
: Fldche des
da Dreieck
als Schnitt Quadrates

Konkrete Rechnungen fiir » = 2 und n = 3 finden Sie in Aufgabe 11.5.

Tranformation des Simplexvolumens unter linearen Abbildungen:
az

Bx+p p=ap

| |
/_\ . B_(al—ao s

ap a

Bemerkung 11.28 Die Argumente fiir Parallelepipede (siehe Anfang Paragraph 11.4) iiber-
tragen sich auf Simplizes:
Fiir T = B(T,) +p gilt

|det B|

Vol,,(T) = | detB|Vol,(T,,) = -
n.
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11.4 Der Transformationssatz

1 L
Konkret: Fliche(Nayayay) = 5 det| a1 —ayp ar—ag
| |

.. _ lai—ao||
Fliche = *=5=

, hllai—
Streckung Streckung Fliiche = M

B —— B —— h

llar — ao| |a1 —aol|

h = Hohe von a, tiber
der Strecke [ag, ay]

Scherung
e T

(keine Flidchendnderung)
Allgemein: Fiir T = AT + ¢ mitA € R™", g € R" gilt
Vol,(T) = | detA|Vol,(T).

Nun betrachten wir Integrale iiber einem Gebiet Q C R", das wir in Simplizes zerlegen
konnen. Diese Zerlegung nennt man Triangulierung:

Es sind

I = {Ti}i=1,..m, T; Simplizes,

h = max h(T;) (max. Kantenlidnge)
i=1,...m

Es soll gelten:

* Q=Uj=, nTi (Achtung: Q # J)
* Zwei Simplizes schneiden sich hochstens in
y einem Untersimplex (Punkt, Kante, Seitenfld-

che...)

Nun greifen wir die Riemannsummenidee auf und definieren eine Approxi-
mation (numerische Quadratur) zu einem Integral einer Funktion f auf Q:

Esist I(f) — / Flx)dx,
und  I,(f) = ZVoln(T,-)f(xi).

wobei x; ein beliebiger, fester Punkt aus 7; ist, z.B.
xi=L(T;) = W (Schwerpunkt) oder x; = af).
Die Punkte a,aj, ..., a, bezeichnen die Ecken von T;.
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11 Integration in mehreren Dimensionen

Nun betrachten wir feinere Triangulierungen:

Lemma 11.29 Sei Q ein polygonal berandetes (und damit in Simplizes zerlegbares) Gebiet
und Ty, Ty, , ... eine Familie von Triangulierungen zu Q mit hy — 0 fiir k — oo. Ferner sei
f:Q — R eine stetige Funktion. Dann gilt

h(f) = 1) = [ fldx

Beweis: Da f als stetige Funktion auf einem abgeschlossenen und beschrinkten Gebiet
gleichmiBig stetig ist, gibt es zu € > 0 ein A, so dass | f(y) — f(x)| < € falls ||x —y|| < A ist.

Wihle & nun so, dass hy, < h:
|rwar= ¥ [ feyax
Q i=1,..m i

(Summe der Integrale iiber den einzelnen Simplizes:

my. = Anzahl der Simplizes in 7}, )

::hgm(éﬂmw+éuw—ﬂmm0

1, (f)
SO -0 < T f 10 )] ax

<&

< e / 1dx < eVol,(Q)
kA 7mk

t:1
= Beh.

Nun betrachten wir die Transformation eines Gebietes € mittels einer Abbildung
g:Q—R".

Zunichst betrachten wir Abbildungen g, die insgesamt stetig sind, und auf jedem Simplex
T; eine affine Funtion, d.h.

glx)=Ax+b; fiurxeT,
Dg(x) = A; firx e T;.

372



11.4 Der Transformationssatz

Setzt man nun 7; = g(T;), ,%lk {Ti}izl,“_mk und %; = g(x;), dann ist =7~hk eine Triangulie-
rung von g(Q), und &; € T;.
Nach den obigen Uberlegungen zur Volumeniinderung von Simplizes ist auBerdem

Vol (T;) = | detA;|Vol,(T;) = | detDg(x;)|Vol,(T;).

Nun erhilt man unter Verwendung von Lemma 11.29

/’lk—>0
Vol,,( d
Y voumf) " [ o)y
H

ZVol (g(x;))| det Dg(x))| "= / Fle(x))| det Dg(x)| dx

und daher
/ Fly)dy = /f )| det Dg(x)| dx.

Im allgemeineren Fall sei die Abbildung g stetig differenzierbar und die Jacobi-Matrix Dg
eine gleichmiBig stetige Funktion (Dg : Q — R™"). Dann betrachten wir eine Familie von
Triangulierungen {.7, }rcv zum Gebiet Q und eine Familie {7, }re zu g(€), so dass zu
jedem Simplex 7; € 7], genau ein T; € %k gehort mit

ai = g(ai)
fir die Knoten af), wnd zu T; und
dgy, ..., d, zu T;. Es gilt L

fiOV0r= L soNoh(T+oh= T @)=, o)
2(Q) S n
o(h)
wobei o(1) — 0 for h; — 0. Hierbei ist der Feh- ?
ler in der Randapproximation o(#), da der Inter- Interpolationsfehler

polationsfehler auch o(h) ist.

Wir haben hier y; = d6 (O-ter Eckknoten von 7;) gewihlt. Damit ergibt sich

373



11 Integration in mehreren Dimensionen

Die Spalten von A’ kénnen wir nun mittels der Jacobi-Matrix zu Abbildung g umformulie-
ren:

g(aj) — g(ao) = Dg(ao)(a; — ao) +o(|la; — ao|)
o(hy)

- Ai:Dg(ao) a’i—ab ail—af) +o(h)

-~

=:Al
detA! i | detA! , ; .
L, [detAl] = | — |detDg(a 0)|‘ : |0(1) " = detDg(al)) Vol (T;) o(1)A]
= [ @08 = X ()l deDg(ahNoI(T)-+o(1)
8
Lemma1129 /f )| detDg(x)| dx

[dax— (fog)|detDg(x)| gleichmiBig stetig ist.]

Mit einem weiteren Approximationsargument zeigt man dieses Resultat auch fiir stiickwei-
se glatt berandete Gebiete Q:

Satz 11.30 (Transformationsformel) Sei Q ein stiickweise glatt berandetes Gebiet, g :
Q — R" invertierbar und stetig differenzierbar, Dg(-) gleichmdif3ig stetig auf Q, f : g(Q) —
R gleichmdfig stetig, dann gilt

/ V) dy = / F(2(x))|detDg(x)| dx.

Bemerkung 11.31 So wie in ID der Faktor g'(x) die Liingendinderung misst, so misst
|detDg(x)| die lokale Volumendinderung.

Da in 1D das Vorzeichen des Integrals von der Reihenfolge der Grenzen anhdngt, ist das
Vorzeichen von g’ von Bedeutung. In hoheren Dimensionen ist nur das Gebiet iiber das
man integriert relevant (und nicht die Orientierung des Randes), daher geht dort nur der
Betrag von detDg ein.

Beispiele 11.32 (i) Integration unter Skalierung:
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11.4 Der Transformationssatz

Sei U eine messbare Menge im R" und

U, :={Ax|x e U}.

U,

Weiterhin setze g(x) = Ax mit A > 0,
A

= detDg(x) = det = A"

Damit folgt /f ))|detDg(x )|dx-7L”/ f(Ax)d

(ii) Polarkoordinaten:

Betrachte g : ( (:) ) — ( i ) mit x =rcos @, y = rsin Q. Dann ist

cos —rsin .
Dg(r, @) = ( Sinz rcosz ) = detDg(r, @) = r(sin> 9 +cos® ) = r,

und es gilt f(x,y)dxdy = /f (r,o))rdodr.

a R
Konkret:  Fliche(S) = /ldx:/ / sdsdg / S
S 0
R r //

(iii) Volumen eines Korpers

Berechne das Volumen V des Korpers im ersten Oktanten, der von der den Fldchen
z2=0,z=xy,x> +y> = R? begrenzt wird.

V = / xydxdy
X24+y2<R2;x,y>0

sii) (R 12
) / /z(rCOS(p)(rsin(p)rd(pdr
0 Jo
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11 Integration in mehreren Dimensionen

=V = < cos @ sm(pd(p)

< —sm2(pdg0)
} [ cos2(p]
0 4 o
1o _R
4 4) 8

I
Llﬁﬁ \ \

(iv) Zylinderkoordinaten:

Transformation:
Y
\% rcos @

g(re,z) = rsing |,
s Z

cos@ —rsing O

/\ = Dg(r,0,z) = sing rcosgp 0 |,
\/ 0 0 1

= |detDg(r,0,2)| = r.

Konkrete Integration: Viertelzylinder mit Hohe H und Radius R:

H % (R
Es gilt Vol3(Q) = / / / rdrdodz
o Jo JoO

TR m._ 5
= H—-—=—-HR".
22 4
(v) Kugelkoordinaten:
x (rsind)cos @
y | =1 (rsin®)sing |, d€[0,x], ¢ecl0,2n],
z (rcos )
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11.4 Der Transformationssatz

Transformation:

g(r,9,0)

= Dg(r,9,0)

= detDg(r, ¥, ¢)

Konkrete Integration:

Es bezeichne p(x,y,z)

x(r, %, 0)

yrv,0) |,

z2(rn, ¥, 9)

cos@sint? rcos@cosd —rsin@sind

sin@siny rsin@cost rcos@sint ,
cos ¥ —rsint 0

cos ¥ (r? cos? @ cos ¥ sin® + r* sin® @ sin ¥ cos V)
+rsind (rcos2 (0} sin® © + rsin’ (0} sin? 19)
cos?® [ r? (0052 ¢+ sin’ (p) sin ¥

. 7
NV
=1

+r2sin ¥ sin® ¥ (0052 @ + sin’ (p)

72 sin ® (0032 ¥ + sin? V)

=1

% sin ¥,

p(r(x,y,z)) die Dichte eines Korpers. Dann ldisst sich die

Masse der Kugel K mit Radius R berechnen durch:

Mk

| BlrCry.))drdyds
K

R rm 21
/ / / B(r)2sind dodd dr
0o Jo JoO

(/()Rﬁ(r)rzdr) 2 (/Onsinﬁdﬁ‘)J

.

-~

=[—cosB|j=1+1

R
471:/ p(r)rtdr.
0

4
Wiihle die Dichte konstant p =1 = Masse Mg = §7z:R3.

377



11 Integration in mehreren Dimensionen

Definition 11.33 (Schwerpunkt eines Korpers) Zu einem Korper K im R" mit Dichte p :
K — R definieren wir den Schwerpunkt x;:

1 : 1
Xs = M, / xp (x)dx (komponentenwelse (x)i = M, / xip(x)d )

wobei die Masse Mk gegeben ist iiber
M = / p(x)dx
K

Beispiel 11.34 Schwerpunkt eines Kreissektors mit konstanter Dichte p = 1 und Offnungs-

winkel 20 sowie Radius R. o
o Die Masse ergibt sich als

+a
N M, = /dx—// rdodr

2a R X1
= 20— = aR%.

(9 (x1x) = g(na)
X] =Trcoso
Xy =rsino
= |detD,| =r < dx =rdrdo
Damit sind die Koordinaten des Schwerpunkts:

()—l/d—l/R/+a< dod
B = ore [AY= R 7arrcos(p) odr

1 R, +o 1 R N
= W(/@ r dr) (/;a COS(pd(P) :W?[sm(p]fg

rsing 2R sino
= —2sIn0 = — )
3¢ 3 o

1 R rt+a 5 .
(x5)2 = W/o /a resinpdedr

R
= 3a [—cos <p]f3 =0 (klar, wegen Symmetrie).




11.5 Exkurs: Integration unbeschrinkter Funktionen

wobei § Schwerpunkt des Intervalls [0,R] (im Limes sehen wir eine andere Dichtevertei-
lung)

Ein weiteres Beispiel finden Sie in Aufgabe 11.6.

Definition 11.35 (Trigheitsmoment beziiglich einer Achse) Sei K C R” ein Korper und
L eine Gerade im R (Achse), dann wird das Trdgheitsmoment des Korpers beziiglich der
Achse definiert durch:

@ — /K 22 (x)p (x) dx

Hierbei ist d, : R" — R die Abstandsfunktion zur Geraden L und p wiederum die Dichte.

Fiir wihlen wir statt einer Geraden einen Punkt beziiglich dessen wir das Trigheits-
moment bestimmen.

Beispiel 11.36 Trigheitsmoment einer Kugel im R> mit Radius R:

L= {x eR? ‘ X] =X = O} (Achse ist aus Symmetriegriinden beliebig),

0L — / 2 (x) dx = / (r(x) sin®(x))? dx
K K
R rm r2rm
. . 2.0 .
o _ /0/0/0 (rsin®)? 2 sin® dpdd dr
_ R 4 o3
= (/0 r dr) (/0 sin 19d19>27t
R n
= (/ r4dr) (/ sinﬁ(l—cos%?)dﬁ) 2n
K 0 0
5 3 n
= ZER? [—cosﬁ— <—COS3 ﬁﬂo

R’ 11 87TR
— o (1p1—- o) =Y
™3 ( 173 3) 15

11.5 Exkurs: Integration unbeschrankter Funktionen

Wir berechnen Integrale tiber unbeschrinkte Funktionen oder unbeschriankte Mengen durch
Approximation durch Integrale iiber beschrinkte Funktionen.

Wird eine Menge A durch Teilmengen Aj ausgeschopft (ist A unbeschrinkt, so wihlt man
beschrinkte Mengen Ay; liegen Singulérstellen der zu integrierenden Funktion in A, dann
nimmt man Umgebungen dieser Stellen bei der Wahl der A; heraus), so streben die Inte-
grale iiber die Teilmengen A gegen das Integral iiber die Gesamtmenge A.

Es gilt der folgende Satz:
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11 Integration in mehreren Dimensionen

Satz 11.37 Sei A C R” eine Menge und Ay C A, C ... CA;, C
geschachtelter Mengen mit

A=Ak
k=1
Weiter sei f : A — R auf den Teilmengen Ay, integrierbar und

/ £ ()| dx < C < oo,
A

dann ist f auf A integrierbar und es gilt

/f(x) dx=lim [ f(x)dx.
A

k—veo J A,

(hier ohne Beweis)

... eine Folge ineinander

Falls dA eine niederdimensionale Menge, d.h. ein Menge aus endliche vielen Punkt fiir
n = 1, eine Menge aus Kurvestiicken oder einzelnen Punkt, dann schreiben wir auch

/Af(x)dx:/Af(x)dx.

In gleicher Weise verfahren wir, wenn wir nur Teile solcher Randmengen hinzunehmen.

Ein Beispiel ist B;(0) \ {0} = B;(0).

Beispiele 11.38 (i) f(x) = ||x|| 7% = r(x)"% mit @ > 0 und r(x) = \/x3 +...+x2,n =

1,2,3

Wann ist f iiber der Einheitskugel By (0) = {x|r(x) < 1} integrierbar (Wegen obiger
Bemerkung ist es gleichgiiltig ob wir iiber B (0) oder iiber B1(0) \ {0} integrieren)

?

n=1

1
/ lx|”%dx =?
1

Waihle € = 7, Ax = {x|e < r(x) < 1}

1 -«
_ X
/ x %dx =
€ 11—«

1

1

€

= (17 e

1 1
/ x %dx — T = f ist integrierbar:

€ —

1
/_dx:pnx];:_mge:?m
e X
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11.5 Exkurs: Integration unbeschrinkter Funktionen

o = 2: vgl. logarithmischen Fall in 1D

/ r(x)"%dx = lim r(x)"%dx
| B, (0) £e=0Je<r(x)<1
2 1
/\ = lim / r %rdrdo
e—0.J0 e
2-a !
T e
£—0 2—of,
. L2« S ,OC>2
B 513(1)2—05(1 )—>{22_—”a,a<2

[n=3]

2 prm pl
/ Fx)"%dx = lim / / 2 in ® drdd do
B1(0) e=0Jo Jo Je
3—o 71 oo
o3 hmlr } 27:2:{ e o0 >3
e—0 -], m;a<3

a = 3: wiederum der logarithmische Fall

Zusammenfassung: f(x) = r(x)~% ist genau dann integrierbar auf der Einheitsku-
gel im R wenn @ < n (hier gezeigt fiirn=1,2,3)

(ii) Wann ist f(x) = r~% integrierbar auf dem Aufiengebiet A = R"\B;(0)?
Wihle Ay = {x e R"| 1 < ||x|| <k}:

n=>2

k 2—a 1k 0o 2
/r(x)_adx:27c/ rl‘o‘dr:27r[r } @{ NN
A 1 2-al, %7

Die anderen Fiille fiir at,n behandelt man ganz analog. Es folgt:
f(x) =r(x)~% ist im Auflengebiet genau dann integrierbar, wenn o > n.
(iii) In der Wahrscheinlichkeitstheorie spielt das Integral
/ e (%) dxdy
R2

eine wichtige Rolle. Wiihle Ay, = {x eR"| X2 4+y* < kz}:
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11 Integration in mehreren Dimensionen

(iv) Nun betrachten wir das entsprechende Integral in 1D:

e 2 k 2
/ e " dx, Ay = [—k,k], Dk:/ e dx.
—k

—00

Wir greifen auf obiges Ergebnis zuriick und erhalten:

k
D]%: (/ efo X) Fubml/ / e —y? dxdy
—k

)
Nun schdtzen wir ab:
2 2
/ e ) dxdy < D% < / ("4 )dxdy
24y2<k 24y2<2k
:n<1—e—k2)lH—°>°7r —n(l e*(zkﬂ)]ﬁ—?n

k
= DS = Di—Vn

= / dx-

Damit ergibt sich das Integral iiber die Dichtefunktion der Normalverteilung mit
Mittelwert 1 und Standardabweichung o:

) | (x—u)
e 202 dx:/—e Ydi=1 mitxX = , dx =V20dx
/ 210 R VT V2o '

(v) Betrachten wir nun den hoherdimensionalen Fall. Sei A € R™" eine symmetrische,
positiv definite Matrix. Dann wissen wir dass A diagonalisierbar ist, d.h.

M 0
A=0 . o,
0 A

- S
g

=:A

wobei Q eine orthogonale Matrix (QT = 0~ !). Die Spalten von Q sind dabei die
Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ay, --- , A, der Matrix A. Nun betrachten wir das

Integral
/ e A dx.

Mittels der Diagonalisierung von A berechnen wir

Def.
Ax-x 40 AQTx-OTx =Myt + ...+ A2 fiiry=0"x. =

Dy(x) = Q"= Dx(y)=Q = ,dx=|detQ|dy"

382



11.6 Integration iiber Kurven und Fldchen

Damit konnen wir den Transformationssatz anwenden und erhalten

/ AT g / e~ it t4i) | det Q| dy
n " —
0 '=0"T = 1=0"10=0"70
= | =detl =detQ! detQ
= 1=(detQ)* = |detQ| = 1

y~1:\17t_1y1

L/ef’%dy]:ﬁ
VAR i

N om o
VAN N Ay VdetA

ST

ST

(4
Insgesamt ergibt sich also: / e ANy =
& & n v detA

Dieses Integral ist von grosser Bedeutung in der Statistik.

11.6 Integration tber Kurven und Flachen

Wir wollen nun die Integration iiber ,,flache* Mengen im R” verallgemeinern zur Integra-
tion iiber Kurven und Flichen im R". Zunichst betrachten wir Kurven:

Integration tber Kurven

Beginnen wir mit der Parametrisierung einer Kurve:
I = [a,b] Parameterintervall, y: I — R" Kurvenabbildung, I" = {y(t) |t € I} Kurve.

Beispiel 11.39

1=1[0,21], y(t):<22;tt>, n=2. /\y

(I =1[0,2mk] = k Durchliufe der Kurve) 1 1

Nun betrachten wir eine Funktion f : I' — R und wollen das Integral von f iiber I" definie-
ren.

Solche Funktionen f sind oft nicht nur auf I" sondern auch im umgebenden Raum R (oder
zumindest in der Nachbarschaft von I') definiert. Wir werden nun zwei Zuginge betrachten
mit dem gleichen Ergebnis.
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11 Integration in mehreren Dimensionen

Zugang uber Riemannsummen: Wir approximieren ¥ durch einen Polygonzug mit
Knoten ¥; = y(t;) wobei a =1y <t} <ty < ... <ty = b eine Zerlegung des Parameterinter-
valls aus einer Familie mit

k—ro0 .
hy = max |tJ—tJ 1| —0 ist.
j=1

/f\—/ Fir f : I" — R definieren wir die Riemannsumme

)
n " Ye—1 T Ihk Z ’}/] ”Y] ’Yj—l H
)y —

m=2

Nun betrachten wir den Grenziibergang k — oo und damit /4; — 0. Es gilt

k .
In (f Z —HYJ -1l (tj—tj-1)-

Falls y stetig differenzierbar ist, konvergiert damit M vl — " ||7@)|l-

lj—tj-1
k
Aber Z Fill7(e)||(zj —tj—1) ist eine Riemannsumme zum Integral / v())||7(t)| dt
und fiir f: ' — R stetig und v stetig differenzierbar konverglert die obige Riemannsumme
gegen dieses Integral. D.h. aber I, (f) — / Fly@))|v(;)] d.

Damit ergibt sich:

Definition 11.40 Fiir v : I — R”" stetig differenzierbar und f : T — R mit I = |a,b] und
I'={y(t)|t € I} definieren wir

[rdt= [ sl

(Das Integral von f tiber die Kurve I".)

Bemerkung 11.41 d! ist hier das sogenannte Lingenelement:

r . di(t . . «
=waw&zwzg¥ﬂmw = Merkregel ,dl = |[7(1)||dr

Zugang uber Umgebungsintegrale (n = 2): Statt iiber die Kurve zu integrieren, in-
tegrieren wir liber einen schmalen Streifen der Dicke € um die Kurve herum und dividieren
dann durch die Dicke:
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11.6 Integration iiber Kurven und Fldchen

Definiere 7: [a,b] x [—€,€] — R?;  (1,5) — y(t) + sn(1).

Bemerkung 11.42
* n(t) ist die Normale auf der Kurve T (||n(t)|| = 1, n(t) - 7= 0).

* ¥ reprisentiert eine Familie von parallelen Kurven:
Iy:={f(t,s)|te€l}, To=T.

Iy lduft parallel zu I'y =T mit Abstand s.

Fiir f : R? — R? definieren wir nun:

Ig(f)::/f_f(x)dx wobeile = {¥(t,s)|[rel,—e<s<e} = |J T,

se[—¢,g]
(e-Streifen um I

Nun konnen wir den Transformationssatz anwenden und erhalten:

[ s = /[a,b]x[_g  FTs)]deuDFdsas
| | . .
Coe . . o () +sa(t) ni(r)
wobei Dy = ( y(t)+sn(t) n(r) ) = ( }'/;(t)—i—sﬂ;(t) n;(t) )
und  detDy = i()na(t) + i ()na(r) —nai (1) (Y(2) +sm2(2))

) )
N 16 +s5 (fllnz(t)—nlle(t))

2 2 2 A2 S ~ ~
\/'}’1 + 143 \/'}’1 + 1) beschriinkt, falls y zwei-

mal stetig differenzierbar
= RO +15()+0(e)

= [ fax = [ Fes)lite | dsdi+260(e)
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11 Integration in mehreren Dimensionen

Fiir ¥ stetig differenzierbar (d.h. n : I — R? stetig) und f stetig folgt mittels gleichmiBiger
Stetigkeit von f o ¥:

s rwas = o [ [ e lolasa+ o)

2¢
= [ (3 [ swesninolas) a+ore)

-~

gl.m.Ko_>nvergenZ f(}/(l))HY(I)H

Damit erhalten wir:
1

3 @ax=s | " I an [sa

Beispiel 11.43

(i)
Esseil’ = {y(t)|t € [0,27]} mity(t) = < Z?Iftt > (Einheitskreis), damit ist
2n 2n 2n
Liinge(T') = / |7l dt = / cos?t +sin’rdt = / ldt =2m.
0 0 0

Betrachte weiterhinT'e = {x € R*|1 — & < ||x|| < 1 + €}, dann folgt

1 n(l+e)?—n(l—¢)? = ) )
— | 1dx = =—(142 —(1-2
2 )i, X %% 28( +2e+e"—( e+¢€%))
T
= —4de=2m.
2¢ e=on
(ii) Wir betrachten den Halbkreis y: [0,1] — R2,y(t) = ( z?r?((;trtt)) ) dann ist die Nor-

male n(t) = ( Z?Iféz;)) ) Wir definieren fiir einen Streifen S um den Halbkreis

7:[0,1] x [—€,e] = R?,  ¥(t,5) = y(t)+sn(r)

=9 (S )
(

- [ —m(1+s)sin(mt) cos(mt)
Di(e.s) _< (1 +s)cos(mt) sin(mt) )’

det(DY(t,s)) = —m(1+3s).

Damit erhalten wir fiir die Fldche des Streifens

1 re 1 re
/ldx:/ / |deth|dsdt:/ / (1 +s)dsdr = 2e,
S 0 J—e¢ 0 J—e¢

woraus sich der Wert T fiir die Linge des Halbkreises ergibt.
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11.6 Integration iiber Kurven und Fldchen

Integration langs Graphenkurven:

t
Betrachtey: I — R?;  y(t) =
etrachte y (1) (g(t))

(Graph von g iiber I). Dann ist

- < ;5 ) j/rf(x)‘”:/,f(%g(f)) 1+g2dt.

Integration tber Hyperflachen

x r» Betrachten wir einen Parameterbereich @ ¢ R*~! und
eine stetig differenzierbare Funktion x : @ — R (Pa-
rametrisierung),

o c R*!

03 E—x(E), Dx(E)eR™ L
Annahme: Dx(&) habe Rang (n — 1) fiir alle £ € @ (maximal). Dann heif3t

={x(8)[¢ € o}

Hyperflache im R" (bzw. Hyperflache der Dimension n — 1).

Beispiele 11.44
(i) @=10,27]x [-5,5], ¢=(¢.¥)cw
cos @ cos U
x(p,%)=| sinpcos® | (vgl. Kugelkoordinaten)
sin
ist eine Parametrisierung der Sphire S = {x € R?|||x|| = 1} aufer in den Polen

(0 =+%);

—sin@cos?¥ —cos@sind
cos (p costt —sin@sintd |,
cos v

—sin¢@ | hat Rang 1.

( —Ccos @
x(@,£5) =

(ii) @=1=a,b], &=t, x(&)=1y(t)mity:I— R? ist eine eindimensionale Hyper-
fldche.
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11 Integration in mehreren Dimensionen

(iii) Graphenflichen

A
Betrachte die Graphenfiiche

©=( 4fz))

mité € o Cc R"!
undg: o — R.

Y

(vgl. Abschnitt 5.4)

Esgilt Dx(§)=| —— |, Rang(Dx(§))=n-—1.
Ve(&)

Konkret: o ={& e R2[||&]| <1}, g(&)=1/1—(E2+ED)

= TI'={xeR}|x]|=1,x; >0}

Um den Tangentialraum an eine Hyperflache zu definieren, erinnern wir uns, dass fiir eine
Kurvenabbildung

y:I—R"

7(¢) ein Tangentenvektor an die Kurve ist.

Betrachten wir nun Kurven im Parametergebiet ®:

X
Es sei v:1 — o ein Kurve in @ ¢ R"!. /’@
S
()

Dann ist xoy: I — S eine Kurve auf der Fliche S und die Ableitung nach dem Kurvenpa-
rameter ¢ ist

“x(710) =Dx(0)) 7l1) € R
—_——
cRnn—1 cRn—1

Dies ist ein Vektor tangential an die Fléche.
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11.6 Integration iiber Kurven und Fldchen

Definition 11.45 (Tangentialraum) Die Menge

Te)S = { %(xoy(t)) y: [—1,1]—>coKurvemit}/(0):§}

t=0

heif3t Tangentialraum an S im Punkt x(&) = x((0)),

aff
7;(5)5 (§)+T(§)S

ist der affine Tangentialraum (vgl. Definition 5.18).
Bemerkung 11.46

Esgilt T.S={Dxv|ve IR"_I}. — =
— Bild (Dx) s

(0]
Der Tangentialraum ist also in der Tat ein Untervektorraum der R". Seine Dimension ist

stets
dim(7,S) = dim(Bild (Dx)) = Rang (Bild (Dx)) =n— 1.

Beispiele 11.47

(i) Wiederholung aus Abschnitt 5.4:

Sei§=G, = { ( gé) ) ’ EemwC IR”_I} eine Graphenfldiche, dann ist

( \

n—1
T g)0s = viveR

(¢
px@)irx(@) = ) )

( 1
= Vl E —|— +Vn 1 VE Rn !
0
9g(¢)
\ 961

5

der Tangentialraum an S im Punkt
8 g(é)
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11 Integration in mehreren Dimensionen

(ii) Tangentialraum an die Sphdre: In Beispiel 11.44 haben wir fiir eine Parametrisie-

rung der Sphdire
—sin@cos?¥ —cos@sind
Dx(@,¥) = cos@cost¥ —sin@sind
0 cos ¥

berechnet. Der Tangentialraum an die Sphdre laft sich also in jedem Punkt aufler
den Polen als

—sin@cos ¥ —cos @sin¥
span cospcos Y , | —sin@sin®
0 cos ¥

darstellen. Fiir ¢ = ¥ = 0 erhdlt man also
span I |,10

als Tangentialraum im Punkt (1,0,0)7.

Der Normalenvektor auf Graphenflichen ist gegeben durch

|
—grad g(&)

|
1

Vigradgl2+1

Was ist der Normalenvektor auf beliebigen Hyperflichen?
(2-dimensionale Fliche) Die Vektoren vy,v,, die den Tangentialraum aufspannen
sind gegeben durch

vi = Dx(§)e; (1. Spalte von Dx), . -
vy = Dx(E)e; (2. Spalte von Dx). T \ /
V1 XV

Damit ist N = .
[vi x w2

N(x(&)) = wobei grad g(&) = Vg(&)".

Beispiel 11.48 (Graphenfall) Ist S Graph einer Funktion g, so gilt

1 0 —81g
V] = 0 , V) = 1 y V1 XVy = —azg
di1g g 1
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11.6 Integration iiber Kurven und Fldchen

allgemeine Hyperflichen, n beliebig: Hier wihle

Vxi
() deta); () M
N(x)= [(=1)7 T detA J) j|| =g R"™3A;= — < j-te Zeile gestrichten.
—_— e . .
Pl [N Vit
Vx,
Um zu sehen, dass N wirklich die Normale auf die Fldche ist, muss N orthogonal zum
d
o o
Tangentialraum sein, d.h. es ist zu zeigen: dix- N(x) = 0, wobei djx = | fir i =
Ixy
7
1,...,n—1 die i-te Spalte von Dx ist.
Hierzu: dix-N(x) = (—1)(i+1)8l~x1 detA; +...+ (—1)(”+1)8,-xndetAn
|
Def.
N et dix | Dx [Entwicklung 1. Spalte]
|

= 0, denn die Spalte d;x erscheint doppelt.

Beispiel 11.49 Betrachten wir erneut die Sphdire aus Beispiel 11.44, so erhalten wir

1 cos @ cos? B cos @ cos ¥
N(x(@,0)) = 3 sin @ cos? ¥ = | singcos?d
cos sin” @ sin © cos ¥ 4 cos? @ sin ¥ cos ¥ sin ¥

Auf der Spchre mit Radius 1 ist also N(x(¢,9)) = x(¢,9), d.h. die Normale an einem
Punkt ist gleich dem Vektor vom Mittelpunkt zu diesem Punkt.

Langen von Kurven auf Hyperflachen:

Es gilt /H ‘ dt
= [VPGOT D, %

-/ \/Dx ) Daly <>zy<r>-7<r>dt
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11 Integration in mehreren Dimensionen

Definition 11.50 (Metrik, Metrischer Tensor) Die bilineare Abbildung gg(v,w) =

G(E)v-w mit G(&) := DxT (E)Dx(&E) (€ R*1"~1) heift Metrik der Fliche S bzgl. der
Parametrisierung x : @ — R". Dabei ist & € @ ein Punkt im Parameterbereich und
v,w € R""! sind Vektoren im Parameterraum, so dass x(E) ein Punkt auf der Hyperfliche
ist und Dx(&)v sowie Dx(&)w Tangentialvektoren. Die Matrix G(&) heifit metrischer
Tensor.

Man schreibt oft auch einfach g bzw G, auch wenn die Metrik vom Punkt & abhdingt.

Betrachtet wir nun zwei verschiedene Kurven 7y und 7 auf der Fliche mit & = y(0) = ¥(0),
dann gilt fiir das Skalarprodukt der beiden Tagentialvektoren Sx(y(t))|—o = Dx(&)v fiir
v=%9(0) und $x(¥(t))|i=0 = Dx(&)w fiir w = $7(0)in x(§) auf der Fliche:

S0 ST O)imo = D(Ev-D(EDw

dr
= Dx(&)"Dx(E)v-w=G(E)v-w
Hierbei ist das Skalarprodukt der erste das Euklische Skalarprodukt im R" und das in der

zweite Zeile das Euklische Skalarprodukt im R”~!. Damit wissen wir wie wir Lingen von
Tagentialvektoren und Winkel zwischen Tagentialvektoren auf der Fldche messen:

* Die Metrik erlaubt es also, Langen und Winkel von Vektoren Dxv, Dxw im Tangen-
tialraum an die Fldche zu messen, indem man deren Urbilder v, w im Parameterraum
verwendet.

Gv-w

vGv-vvGw-w

g(v,w)
V() \/gw,w)’ 4
|IDxv||=vGv-v = +/g(vv).

* Fiir die Lange der Kurve xoy: I — § folgt

Linge((xoy)(I /\/ Y, 7)dt.

cos < (Dxv,Dxw) =

R"

Beispiel 11.51 Auf der Sphdire aus Beispiel 11.44 ergibt sich

2
G = Dx"Dx = ( cos™ % 0).

0 1

Die Kurven a(t) = ( 6 ) im Parameterraum hat dort die Tangente a(t) = ey, die Kurve

m(t) = ( (t) ) die Tangente mi(t) = e,. Nun ist xoa der Aquator der Sphéire und xom der
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11.6 Integration iiber Kurven und Fldchen

Nullmeridian (beziiglich dieser Parametrisierung). Da Ga(0) - i(0) = 0, schneiden sich
Agquator und Nullmeridian im rechten Winkel.

t
Betrachtet man den Breitenkreis zum Winkel a, by (t) = < o ), so ergibt sich dessen

Linge durch

2n : : 2n 2 2n
/ \/Gbg(t) - bg(t)dt :/ \/< CO; * (1) )el -epdt :/ cosadt =2mcos .
0 0 0

Integration auf Flachen (Zugang tiiber Umgebungsintegrale)
Zunichst dehnen wir die Parametrisierung x auf eine Umgebung von @ X {O} aus:

f(éh én 17&”!)_ élv én 1 +én él» gn 1

11/_‘

+6n)
0

Se i =x(wx]
Sei nun f: R” — R gegeben, dann definiere

i
/S fx)da = lim /S F(x)dx

1
= lim — / F(X(&)) |detDx| d& [Transformationssatz].
e—02€ 0x[—¢&,g]

Hierbei ist DX = Dx |N(x) | +¢&, D(Nox) |0

= Dx | N(x) | +0(e)

und |detDi| = +/detDidetDi = VdetDiT detDi

VdetDII Dx = /detG(&) + O(¢)

Hierbei haben wir benutzt, dass

D Dx = ( DX(T)DX N(T)N ) +0(e) = ( Ggé) (1) )+0(e)
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11 Integration in mehreren Dimensionen

wobei man beachte, dass N(x)-N(x) = 1.

Satz 11.52 (Integration iiber Flichen) Falls x: @ — R" einmal stetig differenzierbar und
o eine glatt berandete Menge im R~ ist, dann gilt

/Sf(x) da = / f(x(&))\/detG(E) dE. (vgl. Satz 11.30: Transformationsfomel)

Bemerkung 11.53 Statt G(&) = Dx" (§)Dx(&) schreibt man auch g := G(&) fiir den me-
trischen Tensor:
gvw)=gv-w mitge R L

Beweis: [des obigen Satzes] Man sieht, dass DX stetig ist. Der Rest ist identisch zum Kur-
venfall.

Bemerkungen 11.54

e Im Fall von Kurven:

Sei w =1, x =", dann sind Dx =7y, Dx"Dx = 7T7: V-7ER,
VdetDx"Dx = \/7-7= 7],

> [rdi= [ )i ar

o Im Graphenfall: Betrachte x: @ —R"; (&1,....&—1) — (&1, -y En1,8(&E1, -, Enm1)),
dann ist

1
Dx =

= Dx"Dx= (1+Vg'Vg), detDx"Dx=1+|Vg|?
—Vg—

= || sWda= [ 7E.5(E)y/1+ V8l a

Beispiele 11.55

* (Kugeloberfliache)
Mit der Parametrisierung

cos ¢ cos ¥

x(¢,9)=R| singcos?d
sin ¥
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11.6 Integration iiber Kurven und Fldchen

fiir eine Kugel vom Radius R ergibt sich die Metrik (vgl. oben)

2 o2
G:<R cos"v 0 ), VdetG = R*cos ¥ .

0 R?

Damit erhalten wir

2n
/lda _ / / R2cos 9 dd do
S

= 27rR2/ cos ¥ dd =2rR*(1+1) = 47R>.

ka
2

* (Kugeloberfliache) im Graphenfall
Fiir die halbe Kugeloberfliche mit Radius R ist

oIN N\:l

Vg<x1>x2) =

L T x%_x%

Das Integral iiber die Menge x> +y* < R? berechnet man dann in Polarkoordinaten

gx1,x) = /R —x1 xz,
)

R2
lda = / 5 3dx
G, x24+y2<r? \| R —)c1 —x2

_ / /znrrdwdr

= —R27r

0 2\/R2 — r

Rz—r2 :—27cR 0—R) =27R>.

» (Kugeloberfliche) als Limes einer Volumendifferenz
S={llxll =1|xe R’}

~ 4
Vol3(Se) = §7:((1+e)3—(1—s)3)
4
— §7r(1+3.s+3£2+83—(1—38+3.€2—£3))
4
= §7t(68—|-283),

1 4
= Fliche(S) = lim 28V013(Sg) = lim (471:— 57582) 2 4r.
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11 Integration in mehreren Dimensionen

. Rotaiiionsﬂéichen
Z

F b

r(z)cos @
Betrachte die Menge S = r(z)sin@ zel, ¢ €[0,27)
<
fiir eine Funktionr:1 — R, [I=]a,b).

r(z)cos @
Parametrisierung:  x:1x[0,2x] = R3, x(z,¢)=| r(z)singp |,
z

Y(z)cos@ —r(z)sing
Dx(z,9) = | r(zg)sing r(z)cosep |,
1 0

M 2
Metrik: g = ( 1+0(Z) r((z))z ), detgzr(z)2(1+7”/(Z)2)-

= Fliiche(S) = /I[02)1\/r(z)2(1+r’(z)2dzd(p
x[0,27

— o /1 F /14 (F(2))? dz.

* (Kugeloberfliache) als Rotationsfliche

Im Fall der Kugel sind: r(z) = VR*—z2, I=[-R,R], r(z)= ﬁ-

2
Damit folgt:  Fliche(Kugel) = 27T/ VR _ZZ\/ 1+ Rzz 7 dz
1 —Z

= 27r/Rdz — 471R?.
I

Interpretation: 27r(z) = Umfang des Kreises um die Achse,

V 1+ (2)? = Lingenelement der Kurve z — ( r(Zz) ) welche rotiert wird,
=2r / r(z)4/ 1+ (z)% dz = Fliche(S).
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11.7 Der Satz von Gaul3

Definition 11.56 (Abschluss, Inneres, Rand von Mengen) Sei QQ C R” eine Menge, dann
definieren wir

¢ den Abschluss von Q.:

Q= {x € R"| es gibt eine Folge (xi ) C  mit x IH—ofx} ,

¢ das Innere von Q.:

Q= {x e R"| es gibt € > 0, so dass Be(x) = {y € R"||x—y| < £} C Q},

* den Rand von Q.:
Q= Q\Q.

Beispiel 11.57

SeiQ = {xe R3|[||x]| < 1,x; > 0}, dann sind
Q = {xeR’||x| < 1,x >0},
L b = {xeR < 1u >0},

S 3
0Q = {xeR’||x]|=1undx; >0

SQ oder || x| < 1 und x; = 0}.

11.7 Der Satz von GauB

Nun wenden wir uns einem wichtigen Satz der Integrationstheorie im R" zu, dem Satz von
GauB. Dieser verallgemeinert die partielle Integration in hoherer Dimension.

Wiederholung:

b
Hauptsatz = / 7y di = f(b) - f(a)

part. Integration = /abf(t)g’(t)dt = —/abf’(t)g(t)dt-l- [f()g())?

Definition 11.58 (Divergenz) Sei v : R" — R" eine differenzierbare Abbildung. Dann
definieren wir die Divergenz des Vektorfeldes v als

divv(x) = z"} Ivi(x).
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11 Integration in mehreren Dimensionen

Lemma 11.59 (Satz von GauB fiir Funktionen mit Nullrandwerten) Sei Q C R" be-
schrénkt, v : Q — R" mit v(x) = 0 fiir x € dQ, dann gilt

/ divv(x)dx = 0.
Q

Beweis: . .
Es ist zu zeigen:

1 K_\ 0O = /in:&-vi(x)dx
\ i\Yi

(2) Z/wl \(/aiy(iy))&vi(x) dxl) dy
[

*2

|
I . (
y _ = v(bi(31) ~ V(@) = 00
aiwbi(y 2 (x1) : falls es fiir jedes y; genau ein a;(y;)

und ein b;(y;) gibt, wobei

;

J J

\

~

yVi = (xl,. N o O, 7 [P ,xn).
(%2) : dav(b;i(yi)),v(ai(y;)) Randwerte
= 0

e
u o \) Auch wenn die Schnitte der Geraden in Rich-

tung von e¢; mehrere Teilstiicke in  enthalten,
verlauft der Beweis ganz analog.

|

Satz 11.60 (GauB) Sei Q C R” eine beschriinkte, offene Menge und dQ eine glatte Flii-
che (in dem Sinn, dass der Rand 0 eine lokale, stetig differenzierbare Parametrisierung
besitzt), mit N(x) bezeichnen wir die duflere Normale auf dQ, dann gilt fiir ein stetig diffe-
renzierbares Vektorfeld v auf Q

/Qdivv(x)dx:/an(x)-N(x)da.

Bemerkung 11.61 Vgl. den eindimensionalen Fall:

[ 7 @ds= )~ f(a).
a —_—

Randwerte

Beweis: Betrachten wir die Abstandsfunktion

d:QCR"— R;x+— d(x)
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11.7 Der Satz von Gaul3

beziiglich des Randes dQ.

Zux € Q sei y € dQ der nichste Punkt auf dem
Rand dQ zu x, dann gilt

(x—y) LT,0Q,  dh. (x—y)==E[x—y[N(y).

Hierzu: Wenn (x —y) nicht senkrecht auf 7,0 stehen
wiirde, dann gibe es ein § € dQ mit ||x —y| > ||x— ]

Wir nehmen hier ohne Beweis an, dass die Abstandsfunktion stetig differenzierbar ist in Q.
Erinnern wir uns an die Parallelflichenkonstruktion:

%c.e) = x(&) + & NKx(©))
! ! )

x y d(x)

Die Parallelflichen sind die Niveauflichen von d(.), Vd(x) steht senkrecht auf der Niveau-
fliche {¥ € R’ |d(%) = d(x)}. Auf dQ steht N(y) fiir y € dQ senkrecht, d.h.

Vd(y) ==£N(y), da|Vd|=1. (¥

& Weiterhin gilt

d(x) >0 fir xeQ

d(y) =0 fiir y € 0Q } = Vd(y) zeigt ins Innere von Q,

S = Vd(y) = —N(y).
(*)  dy+eN(y) =¢, VAdY)|IN()=[|IVdy)l|=1

Nun betrachten wir die skalierte und ab-
geschnitte Abstandsfunktion Be

d
s, d<e
— 8 2 _—
mit  fe(d) { 1 ; sonst jg
Dannist Vne(x) = —Ngx) fir xe€dQ,
Vne(x) = 0 fir d(x) >ée,xe Q.

399



11 Integration in mehreren Dimensionen

Fiir d(x) < € gilt Ve = —M, wenn y(x) der nichste Punkt zu x auf dQ ist.

aIQ

—

Nun berechnen wir:

div (Me(e(x)) = (@me(x)vi(x) + Me(x)Avi (x)) +
e (e () () + e (1) v ()
— V1 (x) - v(x) + Te(x)div ()

SchlieBlich wenden wir den Satz von Gauf fiir Funktionen mit Nullrandwerten an:
0 = / div (ne(x)v(x)) dx:/ VNe(x) - v(x) dx+/ Ne(x)divv(x) dx
Q Q o)
1

L. / _N(@) - v(x)dx  + / ne (x)div(x) dx

Qn{d(x)<e}

J/

-~

9 7
€—_>0>/ —N(x)-v(x)dx —>/divv(x)dx
aQ Q

(*) AuBerhalb von QN {d(x) < €} verschwinden die Eintrige.

Schliesslich erhalten wir:

/Qdivv(x)dx: aQN(x)-v(x)dx.

Anwendungen des Satzes von GauB3

Mit dem Satz von GauB} ist es moglich, das Volumen einer Menge Q nur durch Integration
iiber den Rand dQ zu bestimmen:

Vol,(Q) = [ ldx

Sei Q ein polygonal berandetes Gebiet. Bezeichne mit
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11.7 Der Satz von Gaul3

(xi,yi),i = 1,...,n die Ecken des Polygons (mit xo =

Xn, Y0 = Yn)-
Ferner sei K; die Kante von (x;_1,y;—1) nach (x;,y;) und N;

die Normale auf K;, gegeben durch

(xi—lvyi—l)
(xi,yi) \ N, — 1 (_(yi_yi—l))
i— .
Vi =yi1)? + (6 —xi1)> \ X~ Xie

Weiterhin ist |K;| = Linge von K; = v/ (x; —x;_1)? + (i — yi_1)?. Damit ergibt sich nun

1 |
Fliche(Q) = Vol (Q :—/ X N(x)dl = —/N~-xdl
(Q) 2()2(99 (x) ;2&1
n 1 "1/ —(y;i—vy;_ i i
— Z_|Ki‘Ni' /)Cdl :Z_( (yl Yi 1)).<xl+xt 1)
~2 \Ki| Jk; 24\ xi—xi Yi+yi-1
—_————
1 (xi+xi—1)
2 \yi+yio1

(i 4 yim1) (6 = xi-1) = (i = yie1) (i +xi-1)]

I
™= I
= K=

I
=

(Yie1Xi — yiXi—1)

~
—

—~
<
—

gl. Seite 29)

Physikalische Interpretation

Es sei v das Geschwindigkeitsfeld einer Stromung, d.h. Partikel des Fluids bewegen sich
langs Bahnen:

GauB: v(x)-N(x)da = Ausflussrate aus dem Gebiet Q <

oQ
= / divvdx
Q
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11 Integration in mehreren Dimensionen

Betrachte §(x) = Arv(x)-N(x), dann ist

8(x)da + O(Ar*) = Ausfluss iiber Zeitin-
Q
tervall A\r.
D.h. wenn div v = 0 ist, dann fliet aus jedem

Teilgebiet genau so viel hinaus wie hinein. Sol-
che Stromungen nennt man inkompressibel.

Beispiel 11.62 Wir betrachten den Satz von Gauf3 auf dem Einheitskreis Q = B(0) fiir
zwei verschiedene Geschwindigkeitsfelder.

(i) v(x) = x, d.-h. divv(x) = 2. Die Divergenz ist positiv, das Fluid dehnt sich also aus.
Jodivyv(x)dx =2m.

Die Flussbilanz iiber den Rand muss das Gleiche ergeben. Dazu parametrisieren wir
den Rand mit y(t) = (1), verwenden die Normale N(x) = x an den Einheitskreis
und erhalten

2
/agv(x)'N(x)dl / v(y(0))-N(y(0)[[7() ]| dt
_/27r cost COSl‘) \/Sinz(t)-l-cosz(t)dt:/()Mldt:zn-_

s1nt SlIll

(ii) v(x) = (é), d.h. divv(x) = 0. Die Divergenz ist Null, das Fluid dehnt sich weder aus

noch zieht es sich zusammen. [, divv(x)dx = 0.

Die Flussbilanz iiber den Rand muss also ebenfalls Null sein. Mit der selben Para-
metrisierung wie oben erhalten wir

21 ‘
/MV(@'N(XW / v(¥(1)) - N(y(0)||7(1)]|dr

2 cost 5 ox
. ) B -
_/ ( ) Slnt> \/sm (1) +cos?(r) dr _/0 costdt =0.

Folgerung 11.63 (Satz von Gaub fiir eine partielle Ableitung) Sei Q ein beschrinktes,
glatt berandetes Gebiet, f : Q — R eine stetig differenzierbare Funktion, dann gilt

/Q A — /a JON(x)da

wobei Nj(x) die i-te Komponente der duf3eren Normalen N(x) auf dQ ist.
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11.7 Der Satz von Gaul3

Beweis: Wihle das Geschwindigkeitsfeld v als

v(x) =] f(x) | « i-ter Eintrag = f(x)e;, dann ist

divv(x) = dif(x)

= ) -NG) = FON) }:>Behauptung.

Satz 11.64 (Partielle Integration) Wie oben sei Q ein beschrinktes, glatt berandetes Ge-
biet, f,g: Q — R zwei stetig differenzierbare Funktionen, dann gilt

| ar@edr=- [ F0ag@drt [ FeN(x)da
Q Q aQ
(vgl. partielle Integration in 1D: Seite 224, Satz 6.20)

Beweis: Definiere h(x) = f(x)g(x), dann ist djh(x) = d;f(x)g(x) + f(x)dig(x),

G%IB\/Qaif(x)g(x)+f(x)3ig(x)d?f:/&Qf(x)g(x)Ni(x)da'

-~ ~~

Jo dih(x)dx S50 h(x)N;i(x)da

Anwendung: Membrankurven und -flachen
Es sei u die Funktion von [a,b] — R, fiir die u

£l = [ 00 P g

minimal ist unter allen stetig differenzierbaren Funktionen | | | >
mit den Randwerten u(a) = ug, u(b) = up. L x b *
Behauptung: Falls u zweimal stetig differenzierbar ist, so gilt «” = 0 auf (a,b), d.h. der
Graph ist eine Gerade.
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11 Integration in mehreren Dimensionen

Beweis: Definiere f(¢) := E[u+ t¢] fiir Funktion ¢ mit ¢(a) = ¢(b) =0, dann hat f ein
Minimum fiir t = 0.

= F(0)=0=0 = /abi( (@) +10/09) (4 () +10/)
_ 2/
= —2/ dx—l—[ '(x) (x)]Z:—2/abu”(x)(p(x)dx

Angenommen, es gebe nun ein y mit u”(y) > 0 (analog < 0). Dann gibt es eine Umgebung
{5] |5 —y| < 8} fiir 8 klein, so dass u” () > 0 ist fiir alle § aus dieser Umgebung.
Wihle ¢ nun so, dass ¢ = 0 auBlerhalb der Um-
(0} gebung und ¢ > 0 innen und @(a) = @(b) = 0.

dx
=0

1/
u :—2/ ¥) dy>0

| | - g

/I —

= u" =0 auf ganz (a,b).

Q sei eine offene, beschrénkte Untermenge
des R?, u: Q — R sei stetig differenzierbar und

SAZEIRE

sei minimal unter allen stetig differenzierbaren
Funktionen mit gegebenen Randwerten auf dQ.

Behauptung: Falls u zweimal stetig differenzierbar ist, so gilt in Q

Au=0, wobei Au=d%u+dju.

Beweis: Analog zum obigen Fall folgern wir f'(0) = 0 fiir f(t) = E[u+t¢] (f: R — R),

dx
=0

= 2/ Vu-V(pdx:Z/ o1ud @+ dhud,pdx
Q Q

partielle Int.

9lag=0 —2/ 812uq)+822u(pdx+0

~0 = /1(vu+rwp).(vu+twp)
Q dt

_ 2/ —Au()@(x)dx=0 firalle ¢ € C'(Q)
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11.8 Ubungen

Damit folgt —Au(x) = 0 fiir alle x € Q.

11.8 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 11.1 Priifen Sie, ob die folgenden Mengen offen, abgeschlos-
sen, und/oder beschrinkt sind:

a) Bi(y) = {xe R*|[x—y[ <1}
b) B1(0)\Bi((1,0,...,0))

¢) R"\(B1(0) UB;((2,0,...,0)))
d) B1(0)NBi((1,0,...,0))

Anwesenheitsaufgabe 11.2 Bestimmen Sie das Volumen des dreidimensionalen Ke-
gels, der durch folgende Eigenschaften gegeben ist:

* Die Spitze des Kegels liegt im Ursprung.
* Die Mittelachse des Kegels liegt auf der x-Achse.

* Der Kegel ist begrenzt durch die zur y,z-Ebene parallele Kreisebene, die ihren Mit-
telpunkt in (L,0,0) und den Radius R hat.

Anwesenheitsaufgabe 11.3 Integrieren Sie die Funktion

flxy) =x%°

iiber das in der folgenden Zeichnung dargestellte Gebiet
A

A

1
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11 Integration in mehreren Dimensionen

Anwesenheitsaufgabe 11.4 Vertauschen Sie die Integrationsreihenfolge bei

5y

//f(x,y) dxdy.

00

D. h. geben Sie neue Integrationsgrenzen an, so daf} gilt:

b d 5
[ [ e ayax= [ [ rey)axay,
a c 00

Dabei sei die Funktion f: R?> — R stetig.

Anwesenheitsaufgabe 11.5 Berechnen Sie durch geschachtelte Integration

a) den Flidcheninhalt des Einheitsdreiecks, d.h. des Dreiecks mit den Eckpunkten
(070)7 (170)’ (07 1)’

b) das Volumen des Einheitstetraeders, d.h. des Tetraeders mit den Eckpunkten
(07070)’ (1707 0)7 (07 170)7 (0707 1)'

Anwesenheitsaufgabe 11.6 Berechnen Sie den Schwerpunkt des halben Ringes mit
innerem Radius 1 und duferem Radius 2 sowie konstanter Dichte 1:

Anwesenheitsaufgabe 11.7 Wenden Sie den Gauf3’schen Integralsatz auf die Vektor-

felder . .
X X
V7 <y> L <0) I <y)

an. Zeigen Sie, dass sich auf diese Weise Formeln fiir den Flacheninhalt eines ebenen Ge-
biets ergeben.
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11.8 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 11.8 Sei Q ein beschriinktes Gebiet im R mit glattem Rand,
welches den Nullpunkt nicht enthilt. Zeigen Sie

: 1
x—Nda:2/—dx.
x|l (4]

2Q Q

Dabei bezeichnet N die duBere Normale von dQ.

Aufgabe 11.9
Berechnen Sie die Ableitung der Funktion

2

Fx) = / @dy.

P

Aufgabe 11.10
Die Funktion f : R — IR sei stetig. Betrachten Sie die durch

1 1
x(r) = ¢ / A s — e
0
definierte Funktion.

a) Berechnen Sie x(7) und x(z).

b) Zeigen Sie, dass die Funktion x = x(¢) eine Losung der Differentialgleichung

%(t) +k2x(t) = f(r)

ist und die Anfangswertbedingungen x(0) = x(0) = 0 erfiillt.

Aufgabe 11.11

Berechnen Sie das Volumen des von den folgenden Flidchen begrenzten Korpers
x+y+z=6, x=0, 2=0, x+2y=4,

indem Sie das Volumen als Dreifachintegral schreiben.
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11 Integration in mehreren Dimensionen

Aufgabe 11.12
(a) Leiten Sie fiir einen Kreiszylinder mit Hohe # und Radius R des Basiskreises die Formel
zur Berechnung des Volumens mittels des Satzes von Gaul} her.
Xi
(b) Leiten Sie fiir ein Tetraeder mit den Eckpunkten P, = | y;
<i
0 <i<3)im R3 die folgende Formel fiir das Volumen V mit Hilfe des Satzes von Gaul3
her:
X1 —X9 X2 —Xp0 X3—X0
V=cldetl yi—yo y2-Yo y3—Yo
71—20 22—20 23—X0
Hinweis: Was gilt fiir Richtung (inklusive Vorzeichen!) und Norm des Kreuzproduktes
zweier Vektoren? Erinnern Sie sich weiterhin an den Zusammenhang zwischen Determi-
nante und Kreuzprodukt.

(c) (Zusatzaufgabe:) Wie wiirde man das Volumen eines beliebigen Polyeders im R3 mit
Hilfe von Dreiecksoberflichen berechnen?

Aufgabe 11.13 Betrachten Sie das Sechseck, das durch die Punkte P, = (2,—1),
P, =(0,-2), s=(-2,—1), P,=(-2,1), s =(0,2) und Ps = (2,1) gegeben ist. Die
eingeschlossene Flache bezeichen wir mit H. Berechnen Sie die Fliche (das zweidimen-
sionale Volumen) von H.

Aufgabe 11.14 Berechnen Sie das Volumen des Volltorus, der durch Rotation der Kreis-
scheibe
K={(xy2 €R’|y=0, (x—b)*+2><d’}

mit 0 < a < b um die z-Achse entsteht.
Tipp: Bei einem Integranden der Form v/a? — z2 und Integration in der Variablen z bietet
sich die Substitution z := asin(z) an.

Aufgabe 11.15 Gegeben sei ein Kegel der Hohe 5 mit einer Grundfliche von Radius 1
und konstanter Dichte 1. Berechnen Sie den Schwerpunkt dieses Kegels.
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11.8 Ubungen

Aufgabe 11.16 Existiert das Integral

dxdy

1
/K\/(X—l)2+(y—2)2

<={(5)«=|[(3) - )<=}

im Sinne des Kapitels “Integration unbeschrinkter Funktionen™?

Aufgabe 11.17 Betrachten Sie das folgende vereinfachte Modell der Dichteverteilung in
der Erde: Sei K C R? eine Kugel mit Radius 6 - 10° (in Metern) um den Ursprung. K habe
die Dichte (in kg/m?>)

1-103

6-10° — 5 fiir ||| >3- 108,

12-103 — L fiir x| < 3106,
p(x) =

Berechnen Sie die Masse von K.

Aufgabe 11.18 Wir betrachten ein Rohr

6
z€[0,10] und \/x2+y2 € {1,—”,

R:{(X,y,Z)GIR,3 3

bei dem das Wandmaterial die Dichte

(x z):i
p 7y7 x2+y2

hat. Berechnen Sie die Masse des Rohres

/R p(x,y,z)dxdydz.
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11 Integration in mehreren Dimensionen

Aufgabe 11.19

a) Weisen Sie, unter Verwendung von Resultaten aus der Vorlesung, nach, dass das
Tragheitsmoment ®7 einer Kugel der Masse M mit Radius R und Dichte p =1 ge-
geben ist durch:

©,=:MR?

b) Berechnen Sie das Trigheitsmoment eines Rotationsellipsoids mit Dichte p =1
beziiglich der z-Achse. Dabei entstehe das Ellipsoid durch Rotation der Ellipse
2 2 .
{(x,z) St <l } um die z-Achse.
Tipp: Verwenden Sie eine Transformation um das Ellipsoid auf eine Kugel abzubil-
den. Nutzen Sie anschlieBend geeignete Koordinaten zur Integration.

Es gilt sin” x = 7 sinx — 7 sin3x.

¢) Verwenden Sie das in der Vorlesung berechnete Volumen des Rotationsellipsoids,
um nachzuweisen, dass man das Trigheitsmoment eines Rotatiosellipsoids mit kon-
stanter Dichte folgendermal3en schreiben kann:

@L: %]V[a2

Aufgabe 11.20 Welche Kurve I beschreibt die Funktion y: R — R mit
cos(2mt)
y(t) = sin(2m¢)
t

wobei ¢ € [0,2] gilt?
Berechnen Sie die Lange der Kurve I'.
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Aufgabe 11.21 Berechnen Sie die Linge zweier Kurven auf der Erdoberfliche (im Ku-
gelmodell), die St. Petersburg (60°N, 30°0) mit Anchorage in Alaska (60°N, 150°W) ver-
binden.

* Geben Sie die Koordinaten ¢ und 9 (bzgl. der Parametrisierung aus der Vorlesung)
der beiden Punkte im Bogenmal} an.

* Geben Sie eine Parametrisierung der Kurve (im Parameterbereich) an, die die beiden
Punkte entlang des gemeinsamen Breitenkreises verbindet.

* Geben Sie eine Parametrisierung der Kurve (im Parameterbereich) an, die die beiden
Punkte entlang zweier Meridiane iiber den Nordpol verbindet. Hinweis: Im Parame-
terbereich besteht die Kurve aus zwei Teilen.

* Berechnen Sie die Linge der beiden Kurven.

Aufgabe 11.22 Sie befinden sich auf der Bonner Hofgartenwiese an der Position
50°42/57"N,7°6'16” O in einer Hohe von 64 Metern. Wo befindet sich (relativ zu Ihnen)
der Punkt mit den kartesischen Koordinaten

4001331
Y = 498963 | ?
4932630

Betrachten Sie die Erde als Kugel mit Radius 6371 km, berechnen Sie die Tangentialebene
an die Sphére an Ihrer Position und projizieren Sie den gesuchten Punkt orthogonal auf die
Tangentialebene. Wihlen Sie die Basis der Tangentialebene so, dass sie die Abstinde in
Nord- und Ost-Richtung direkt aus den Koeffizienten der Projektion ablesen konnen.
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11 Integration in mehreren Dimensionen

Aufgabe 11.23 Gegeben sei die Parametrisierung
cos(2me)
x(@,h) = | sin(27@)
h
mit ¢ € [0,1) und 4 € [0, 1].
a) Welche Hyperfliche beschreibt diese Parametrisierung?

b) Betrachten Sie die Kurven

nt) = <(r)>’ t€10,1]

n) = < ), t€l0,1)

im Parameterbereich. Beschreiben Sie die Kurven xo ¥ mit i = 1,2, die auf der para-
metrisierten Flache liegen.

NI— =

c) Berechnen Sie mit Hilfe dieser beiden Kurven zwei Tangentialvektoren an die Flidche
im Punkt x(0, 1).

d) Berechnen Sie in diesem Punkt einen Normalenvektor an die Fldche.
e) Berechnen Sie den metrischen Tensor auf dieser Fldche.

f) Verwenden Sie den metrischen Tensor, um die Linge der beiden Kurven x o % mit
i = 1,2 auf der Fldche zu berechnen.

g) In welchem Winkel schneiden sich die beiden Kurven?
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Aufgabe 11.24 Betrachten Sie einen durch
hcos @
x(¢,h)=| hsing
h

mit ¢ € [0,27) und & € (0, 1] parametrisierten Kegel.
In welchem Winkel schneiden sich die “Breitenkreise”

b:[0,21) = R3:  b(t) = x(¢, ho) fiir festes ho € (0, 1]
mit den “Meridianen”
m:(0,1] = R>:  m(r) =x(go,1) fiir festes ¢y € [0,27)?
Tipp: Verwenden Sie die Metrik.
Aufgabe 11.25 Betrachten Sie die Funktion g(x) = coshx. Berechnen Sie die Linge des

Graphen von g zwischen den Punkten (—1,cosh(—1)) und (1,cosh(1)).
Tipp: cosh’x = sinhx, sinh’x = coshx, cosh?x — sinh?x = 1.

Aufgabe 11.26 Berechnen Sie das Integral

/(ii )~Ndl

dK

iiber den Rand des Kreises K = {(x,y) | x> 4+y* < 1} einmal direkt mit Hilfe einer geeig-
neten Parametrisierung von dK als Kurve und einmal, indem Sie es mit Hilfe des Satz von
Gaub in ein Integral iiber K umschreiben. Dabei bezeichnet N die duflere Normale.

Tipp:
. .4 . .4
4 4 ell +e—ll ell _ e—ll 1 3
COS 4 sin ( > + 5 ) cos4tr + 1

Aufgabe 11.27 Berechnen Sie den Inhalt der Fldche, die von der Kurve
() = 2cost + cos2t
= 2sint —sin2t )’

0 <t <27 eingeschlossen wird.
Tipp:
1, 5 - - - 1
costcos2t = 1(63” e ol 4oty = E(COS 3t +cost)
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11 Integration in mehreren Dimensionen

Aufgabe 11.28 Sei y: [0,27] — R? mit

o=

eine Kurve in R? mit 7(0) = r(27) und r(¢) > 0, d.h. es ist eine geschlossene Kurve, die
gegen den Uhrzeigersinn einmal um den Ursprung verlduft und zu einem Winkel ¢ den
Abstand r(¢) zum Ursprung hat. Zeigen Sie mit Hilfe des Gaul3’schen Integralsatzes, dass

die eingeschlossene Flidche gegeben ist durch

Aufgabe 11.29 Thema: Offene und abgeschlossene Mengen in R
Welche Mengen sind offen in R?

a) {xcR|x*>5} jaOo
b) {xeR|x*<5} jaO
0 {1,2,3,...} jam

Welche Mengen sind abgeschlossen in R?

d) {xeR|x*>5} jaOd
e) {xeR|x*<5} jam
f) {1,2,3,...} ja O

Aufgabe 11.30 Geben Sie den Satz von Gaul} an

a) einmal mit Differentialoperatoren und

nein O
nein O

nein O

nein O
nein O

nein [

b) und einmal mit ausgeschriebenen partiellen Ableitungen und ausgeschriebenem Ska-

larprodukt.

Aufgabe 11.31 Geben Sie die Formel fiir die Integration einer Funktion f : R? — R iiber

einer Kurve y: [0,1] — R? an.

Aufgabe 11.32 Geben Sie das Flichenelement bei der Integration iiber eine Graphenfla-

che g:[0,1]> — R an.
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Aufgabe 11.33 Betrachten Sie die folgende Kurve:

cos(t)

y(t) = e* ( sin(f) ) , o= —1—10, t€[0,T]

a) Skizzieren Sie die Kurve.

Tipp: Berechnen Sie y(0), y(2x), y(4x), y(67) mit Hilfe eines Taschenrechners.

b) Berechnen Sie den Betrag der Geschwindigkeit.
c¢) Bestimmen Sie die Liange der Kurve I(T).

d) Was ist der Grenzwert von [(7T') fiir T — oo.

Aufgabe 11.34 Betrachten Sie die Fliche ., welche durch x : Q — R3 mit

(R+rcosw) cosv
x(vyw)= 1| (R+rcosw)sinv |,
rsinw

und Q := [0,27]? parametrisiert (mit Radii R > r > 0).
Berechen Sie den Flacheninhalt von ..

Aufgabe 11.35 Betrachten Sie einen durch

hcos @
x(@,h) = | hsing
h

mit ¢ € [0,27) und h € (0, H] parametrisierten Kegel.
Berechnen Sie die Oberfldche des Kegels (abhingig von H).
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11 Integration in mehreren Dimensionen

Aufgabe 11.36 Sei d eine positive reelle Zahl (eine zu messende Linge in Metern).

a) Wir betrachten die beiden Punkte

() (9

Zeigen Sie, dass der Abstand der beiden Punkte gleich d ist.

b) Wir betrachten die Kurve I, definiert durch

Zeigen Sie, dass I die Punkte A und B verbindet.
Berechnen Sie die Linge von I

Um welche Kurve handelt es sich?

6,37-10° 0 Y
R_OaT, M_(_ R2_%>7 T—arC81n<ﬁ>_

Wir betrachten die Kurve T, definiert durch

c) Sei

- D sint
73 -TT) - R 70 =M+ R (St )

Zeigen Sie, dass I die Punkte A und B verbindet.
Berechnen Sie die Linge von I".

Um welche Kurve handelt es sich?
d) Fertigen Sie eine Skizze der Situation an.

e) Welche Kurve ist langer?
Wie grof} ist die Lingendifferenz fiir d = 100; 1000; 10000 [m]?
Wie grof ist der Abstand ||¥(0) — ¥(0)|| fiir diese Werte von d?

f) L(d) =2Rarcsin (%) ist die Linge von I".

Berechnen Sie die Taylor-Entwicklung von arcsin(x) um x = 0 mit Fehlerterm vierter
Ordnung.

Verwenden Sie diese, um eine Niherungsformel fiir die Lingendifferenz zu finden.

Vergleichen Sie deren Ergebnisse mit den exakten Ergebnissen fir d =
100;1000; 10000 [m].
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11.8 Ubungen

Aufgabe 11.37 Betrachten Sie fiir a > 0 folgende Kurve:
_ ( aleos(t))?
1) = ( a(sin(r))3
a) Berechnen Sie die Linge von y iiber dem Intervall [0, 7).

b) Berechnen Sie fiir 7 € (0, %) die folgenden Grenzwerte:

NN ()

lim —
=0 | 7(2) ] =2 || 7(0)l

¢) Skizzieren Sie y(¢) fiirt € [0,27] und a = 1.
Tipp: Benutzen Sie hierfiir die obigen Grenzwerte, Werte ant =0, ¢t = 7, t = 7
sowie Symmetrieiiberlegungen.

Aufgabe 11.38 Konstruieren Sie die Parametrisierung der abgebildeten Kurve. Diese
entsteht, indem ein Kreis von Radius 1 gleichméBig die x-Achse entlang rollt.

a) Geben Sie zunichst die Parametrisierung der Kurve an, die die Bewegung des Kreis-
mittelpunktes beschreibt.

b) Geben Sie anschlieBend die Parametrisierung der Kurve an, die die Bewegung eines
Punktes auf einem im Uhrzeigersinn rotierenden Kreis mit festem Mittelpunkt (0,0)
beschreibt.

¢) Geben Sie die Parametrisierung der oben abgebildeten und beschriebenen Kurve an,
indem sie die Losungen aus Aufgabenteil a) und b) addieren.

d) Berechnen Sie den Betrag der Geschwindigkeit.

e) Bestimmen Sie die Lange der Kurve, die bei einer Umdrehung des Kreises entsteht.
Tipp: cos(t) = cos?(%) —sin*(%)
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11 Integration in mehreren Dimensionen

Aufgabe 11.39 Betrachten Sie die folgenden Vektorfelder

() f(x,y) = G) (ii) h(x,y) = (‘xy) , (i) g(x,y) = (ch)

und die Gebiete
K={(xy) | Vx> +y> <1}

und
Q={(xy)| —1<x<lund —1<y<1}.

Skizzieren Sie die Vektorfelder (i) und (iii) fiir das Gebiet Q und (ii) fiir das Gebiet K.
Wenden Sie den GauBschen Integralsatz auf die Vektorfelder bzgl. des jeweiligen Gebiets
an, berechnen Sie hierfiir beide Seite des Integralsatzes und deuten Sie Ihre Ergebnisse.

Aufgabe 11.40 Betrachten Sie die Fliche ., welche durch die Abbildung x : Q — R3
mit

(R+rcosw) cosv
x(vy,w)=| (R+rcosw)sinv
r sinw

und Q := [0,27]? parametrisiert (mit Radii R > r > 0).

a) Skizzieren Sie die Fliche . (Tipp: Betrachten Sie die Kurven A(r) = x(a,t) und
v(t) =x(t,a) fira=0,%,7,3F).

12
b) Berechnen Sie den metrischen Tensor G(v,w) € R>?.
¢) Berechnen Sie die Normale N(v,w) € R3.
Betrachten Sie nun die Kurve ¢ : [0, 1] — Q im Parametergebiet, definiert durch
c:&—(5,2n8)
und die Raumkurve y = xoc: [0,1] — R>.

d) Berechnen Sie die Liange der Kurve 7.
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11.8 Ubungen

Aufgabe 11.41

o seien 5[0,V 10.v37) + 2, g050) = (15020

Skizzieren Sie die Fliche g(U) C R?, wobei U = [0, /2] x [0,+/27] und berechnen
Sie ihren Fldcheninhalt.

) Polarkkordinaten im RZ.

hcos(o)
b) Seix:[0,1]x[0,27] — R>, x(h, @) = | hsin(¢) | die Parametrisierung einer Fliche
h
K C R3. Skizziere Sie die Fliche K und berechnen Sie deren Oberfliche.

c) Welche geometrische Bedeutung hat es, dass die Flichen den gleichen Oberflichen-
inhalt haben?
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11 Integration in mehreren Dimensionen
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

Wir haben in den vorgehenden Kapitel lineare Abbildungen und Matrizen, die lineare Ab-
bildungen darstellen kennengelernt. Als spezielle Klassen von Matrizen haben wir bisher
die symmetrischen Matrizen diskutiert. Nun wollen wir eine weitere wichtige Klasse von
linearen Abbildungen und dazugehorigen Matrizen kennenlernen, die lingenerhaltenden
linearen Abbildungen. Aus ihren Eigenschaften heraus wird sich der Name orthogonale
Abbildungen rechtfertigen. Wichtige Beispiele sind Drehungen und Spiegelungen, die uns
bereits begegnet sind. Dariiber hinaus werden wir den Zusammenhang mit schiefsymme-
trischen Matrizen untersuchen.

12.1 Eigenschaften orthogonaler Abbildungen

Definition 12.1 (Orthogonale Abbildung) Sei V ein Vektorraum iiber R mit einem Ska-
larprodukt ,,-*“ und zugehoriger Norm || - ||, dann heifst eine lineare Abbildung f :V —V
orthogonal, falls || f(x)|| = ||x|| fiir alle x € V gilt (liingentreue Abbildung).

Lemma 12.2 (Winkeltreue) Es sei f :V — V orthogonal, dann gilt f(x)- f(y) = x-y fiir
alle x,y € V. Insbesondere gilt

[ (FO), f) = [ (e, 2) |-

Beweis: Fiir Skalarprodukte gilt die Parallelogrammidentitét

1
xy = (ol = =yl

Hierzu (Erinnerung):
e+ Y117 = [l = y1I* = [xl1* + 25 y+ [Iyl1* = (Ilxl> = 2y + Iy11%) -

Nun betrachten wir:

Linearitit 1
fE-fo) 7= p AN =1f =2l
Def. Orthog. 1
= 7 Uyl =l =ylD)
= XY,
ferner folgt aus der Definition des cos 3 (x,y) = - direkt

e[yl
COs < (f(x)7f(y>) = COS{(X,y).

Die Winkel sind also bis auf das Vorzeichen gleich.
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

|

Definition 12.3 (Orthogonale Matrizen) Die Matrix Ay zu einer orthogonalen Abbildung
[ auf einem endlich dimensionalen Vektorraum heifst orthogonal.

Lemma 12.4 (Eigenschaften orthogonaler Matrizen) A sei eine reelle orthogonale Ma-
trix aus R™", dann gilt

(i) Ax-Ay=x-y, ||Ax|| = ||x|| fiir alle x,y € R".
(ii) v L w= Av L Aw fiir alle v,w € R
(iii) A ist invertierbar und A~ ist ebenfalls orthogonal.
(iv) A7t = AT.
(v) Die Spaltenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis.
(vi) Die Zeilenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis.

(vii) Fiir einen Eigenwert A von A gilt |A| = 1.
Beweis:

zu (i): Folgt direkt aus der Definition und aus Lemma 12.2

2ui) viwesv-w=02Aw-Aw=0= Av L Aw.

zu (iii): Ker(A) = {x|Ax =0} e {0} = A invertierbar,
A~ 1x|| 2 |AA~1x|| = ||x|| = A~! orthogonal.

-1 orthogonal

zu (iv): Ax-y A A7 'Ax-A7 'y =x-A"y, ebenso gilt aber auch

T
Ax-yDefiA x-ATy vxyeR* = AT =471

wm(v):A=| a .. ay (dimR" = n),

Lii=
aieri, ai-aj:Aei-Aej:ei-ej:{ O;i;ﬁj' 5

d.h. die Spalten von A bilden ein Orthonormalsystem.

zu (vi): A orthogonal = AT = A~! orthogonal. Wie oben gezeigt,
bilden die Spalten von A” ein Orthonormalsystem,
= die Zeilen von A bilden ein Orthonormalsystem.
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12.1 Eigenschaften orthogonaler Abbildungen

zu (vii): A Eigenwert, d.h. es gibt ein x € C" mit x # 0 und Ax = Ax. Dann folgt
llx[ # O
[Ix[| = [[Ax]] = | Ax[| = [A[llx] "= "|A] = 1.

O

Bemerkung 12.5 Hdufig (siehe auch Definition 9.11) werden orthogonale Matrizen iiber
die Eigenschaft A~' = AT definiert. Man sieht wie folgt die Aquivalenz:

Es gelte Ax-Ay=x-y Vx,yeR" & A~1=4T
anders herum gelte'A_1 =AT = Ax-Ay=x-ATAy= x-A_lAy =X

Definition 12.6 (Unitire Matrizen in C"") In Abschnitt 8.4 haben wir gesehen, dass fiir
A € C"" die adjungierte Matrix A" die Rolle der transponierten Matrix einer reellen Ma-
trizen tibernimmt. Damit ergibt sich, dass fiir eine lingenerhaltende Abbildungen f auf C"
fiir die darstellenden Matrix Ay € C™" gilt

—_ =T
At=4".
Solche Matrizen bezeichnet man dann als unitire Matrizen und die Abbildungen als unitdire

Abbildungen.

Satz 12.7 A € C"" sei unitdir (damit orthogonal falls A € R'""), dann ist A diagonalisier-
bar als komplexe Matrix in C"" und alle Eigenwerte liegen auf dem Einheitskreis in C (

Al=1).
Beweis: Betrachten wir das charakteristische Polynom

Py(A) = det(A—AT)

= (-1D)"A—A1)(A—22)...(A —A,) (Fundamentalsatz der Algebra, S. 277).
Hier sind Ay, ..., 4, die n moglicherweise mehrfachen Nullstellen von P4 (A).
Sei v; Eigenvektor zu A;. Aus ||[v1||> = A7 1Avy -v; = ATAvy -v; = Avy - Avy = [A?]v]]?

folgt dann |A;| = 1.
Nun definieren wir den Raum

Vit :={ve C"|v;-v=0} =span{v }*.
Wir zeigen nun, dass
A(Vi) ( ={we C"|w=Avfireinv e Vﬁ}) C Vi

Dies zeigen wir wie folgt:
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

Es gilt [A| = 1 = A; # 0. Sei nun v € V-, dann gilt

=v v =0=Av-Av; =0=Av-A1vi =0= A (Av-vy) :0/11:#>0Av-v1 =0

= Av e Vi

D.h. in einer Basis {vi,wy,...,w, } mit wp,...,w, € VlL erhilt man als Darstellung von A

A 0 .- 0\ =—wegenA(vi) C Vi
0

: A] mitA1 c @nfl,nfl‘

0

L wegen A; Eigenwert mit Eigenvektor v;

Nun zeigen wir, dass A unitdr ist:

lAv] = llav]l = Iv|  mitve Vi

Wir koénnen nun iterativ fortfahren und A diagonalisieren. Wir erhalten eine Orthonormal-

basis {vi,v,vs,...,v, } aus Eigenvektoren zu A. Daraus folgt die Behauptung.

Beispiele 12.8
* Drehungen im R?:

A - cosQ —sino
sinx  cosQ

Al (cosoc sin

—sino coso
Bemerkung: Drehungen sind ldngentreu.
* Ebene Drehungen im R":

1

cos X

sin &

424

) = AT = Aorthogonal.

) (Drehung um Winkel o)

— i



12.1 Eigenschaften orthogonaler Abbildungen

Drehung in der e;,ej-Ebene, es gilt A~ = AT (s.0.). Achtung: Abhiingig von der
Werten von i und j kann es sich (fiir n > 3) um Drehungen mit unterschiedlicher
Drehrichtung handeln.

 Spiegelung im R": Fiir eine Spiegelung an einer Ebene mit Normalenvektor v € R"

(vl =1) gilt
Q0 = 1-2w! fiirve R" mit||v|| = 1 (v senkrecht auf der Spiegelungsebene),
Ox = x—2v(v-x),
of = 120"V =1-2w! =Q (Symmetrie), (i)
0* = (1— 2va) (1- 2va) =1 —4nw’ +4v 3T =1, (ii)
=1
= o' Wolyr
= Qist orthogonal.
Lemma 12.9

(i) Sind A, B orthogonal, dann ist AB orthogonal.

(ii) Ist A orthogonal, dann ist |detA| = 1.

Beweis:

A orthogonal B orthogonal

zu (i): (AB)TAB=BTATAB B"1B=B"B
= (AB)T = (AB)~! = AB ist orthogonal.

1

zu (ii): A orthogonal =

(detA)> = det(A)det(A) = det(AT)det(A) = det(A~!)det(A)
det(A"1A) = det(1) =1

Definition 12.10 (Mengen orthogonaler Matrizen) Wir definieren
O(n) = {AcR"™|A™ =4AT},
SO(n) = {A€R"|A€O0O(n), detA=1}. (Drehungen)

Bemerkungen 12.11
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

* Fiir O(n) gilt:
A,B€O(n)=ABcO(n), 1€0(n), AcO(n)=A""1<c0(n).
Eine Menge mit diesen Eigenschaften fiir eine Verkniipfung (hier die Matrizenmulti-
plikation) nennt man eine Gruppe. Deshalb nennt man O(n) die orthogonale Gruppe.

* Analog sieht man, dass SO(n) auch eine Gruppe ist, (es gilt detl = 1, det(AB) =
detAdetB=1,det(A~") = (detA)~! = 1), die sogenannte spezielle orthogonale Grup-

=1 =1
pe.

Nun werden wir sehen, dass jedes A € SO(2) bereits die Gestalt A = ( cosa —sina )

sinx  cosQ
fiir ein o € R hat.

c d

= a ¢ a b = @+c abtcd = 10 d.h. im Einzelnen
b d c d - ab+cd d*+b* )\ 0 1 )

a®+c*=1 = Esgibtac[0,2n) mita=cosa,c=sina,
b*+d*=1 = Esgibt o €[0,27) mitd =cosa/,b=sina/,
ab+cd=0 = cosasina’ +sincocosa’ =0

Hierzu nehmen wir an, dass ATA=1, A= < a b >,

-

=sin(a+a’)
=a+a' €{0,2r} oder a+a' €{rn3r}

o = o’ = 0oder o =1 — o oder
a=2n—0o o=3t—0o
~—— ~———
sina’ = —sina sina’ = sino
cosa’ =cosa coso' = —cosa
~—_— ~ —~

cosQ —sino cosa  sin«
=A= ) =A= )

sina cosa sina —cosa

detA =1 detA = —1

Wir haben also noch mehr gezeigt:

Satz 12.12

IstA€SO2) = A:(COSOC —sinQ

. ) Drehung, o € R,
sina cosa

coso sino

istAc O2)\SO(2) = A= ( sin@ —coso

) Spiegelung, o € R.
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12.1 Eigenschaften orthogonaler Abbildungen

A
—sin% .
y = o2 Normale auf der Spiegelebene
COS bl w1

cos o
o < cosa > sino
o 7
1 1

sin &
—COos &

Das Bild des des Vektors (0,1)7 unter der Spiegelung an der Geraden mit Winkel ¢ zur
x-Achse berechnen wir wie folgt:

(9)2eo@( ) = (Do)
_ ( sin( o) )
—cos(a)

Hierbei haben wir die Additionstheoreme fiir sin und cos verwendet und 1 — 20052(%) =
sin?($) —cos?(%) = —cos(a). Da die Abbildung A linear ist und die (geometrische) Spie-
gelung bzw. Drehung ebenso und A auf der Basis identisch zur Spiegelung, bzw. zur Dre-
hung, gilt dies auf ganz R2.

—sinQ
cos o

Spiegelebene

(Drehung)

Berechnen wir nun explizit Eigenwerte und Eigenvektoren einer Drehmatrix:

A = cosQ —sinQ
o sin  coso )’

PA(A) = det(A—/l]l):det((Cosa—l) —sino )

sina (cosa—A)
= (cosot—A)?+sin’a.

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind:

C
Ps(A)=0
2 ) <
& (cosa—A)" = —sin“a
i) =— .
Fs ! cos 0t — Ay » = isino

& A2 =cosa Fisina.

D.h. die Eigenwerte entsprechen den zu +o, — @ as- A

soziierten Punkten auf dem Einheitskreis in C.
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

Nun zu den Eigenvektoren:

A =0 = Gleichungssystem (¢ = cos @, s = sina.)
Ax— ( ) ( _ ( c:Fl.S)x1 ) :M,le’z
(cFis)xy ’
& tisx;—sxp =0 & X = (—_——)
:|:l i
sx1 tisx; =0 X1 = Fixp

D.h. als Eigenvektoren erhalten wir

xl = ( _ll ) , x? = ( —:l ) , unabhingig vom Drehwinkel.
Wir sind ausgegangen von lingenerhaltenden linearen Abbildungen f, mit || f(x)|| = ||x]|-
Im folgenden Satz werden wir sehen, dass die Linearitit im Wesentlichen bereits aus
der Langenerhaltung folgt, und dass die Kombination einer Translation und einer Dreh-
Spiegelung der allgemeine Typus einer lingenerhaltenden Abbildung ist:

Satz 12.13 (Charakterisierung lingenerhaltender Abbildungen) Sei ®: R"” — R” eine
stetig-differenzierbare und lingentreue Abbildung, d.h. ||®(x) — ®(y)|| = ||x — y|| fiir alle
x,y € R". Dann gibt es einen Vektor b € R" und eine Matrix Q € O(n), so dass

®d(x)=b+Qx  fiirallex € R".

Beweis: Definiere eine Abbildung F durch

F(xy) = [®(x)—®)|*—|x—y|*=0, dann gilt
OuF(x) = 2 Y] 0,25 (210)~ @,0) ~2 =30 0.
oy O F(x,y) = —228 D(x)0y, Pj(y)+28; =0
) 1 ;i=k
wobei 6, = { 0 :sonst

Schreiben wir dies nun in Matrixnotation:

3ykq’ ) = (DR()) i, % P;(x) = (DP(x)) ;= (DR(x)"),;, G = (L),
DO (x)" Dd(y) =1
)

=
= D®(y) invertierbar und D®(y) ! = Dd(x)T
= D®(y) !ist konstant und somit auch D®(y) = Q € R"".

Ferner gilt Q~! = Q7, da auch D®(x) = Q.
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12.2 Schiefsymmetrische Matrizen als Erzeugende von Drehungen

D.h. aber, dass @ eine affine Deformation ist mit

D(y) = Qy + b mitb=®(0).

~~ , .
orthogonale Matrix Translation

12.2 Schiefsymmetrische Matrizen als Erzeugende von
Drehungen

Betrachten wir nun bestimmte Familien von Drehungen. Hierzu sei S € R"™" eine schief-
symmetrische Matrix, d.h. es gilt

ST=-5 (Bsp. ((1’ _01>).

Untersuchen wir nun zu S und einem xo mit ||xp|| = 1 das gewohnliche Differentialglei-
chungsanfangsproblem

x(t) = Sx(¢t) firteR,
x(0) = xo.

Hierbei ist x : R — R eine Bahnkurve.

Beobachtung: Es gilt Sx L x, denn

Symmetrie Skalarprod.

Sx(1) Sx-x=x-8Tx=—x-Sx Sx-x

= Sx-x=0 firallex e R".

Dies legt die Vermutung nahe, dass fiir ||x(z)|| = 1 fiir alle  die
ganze Kurve auf der Einheitssphire liegt. Dies sehen wir, wie
folgt:

d . S.0.
TP = 2i(0) -x(e) = 28x(1) (1) 2 0

= ||x(¢)|| = konstant = ||xo|| = 1.
Wir wissen bereits, dass die Losung die Form x(¢) = ¢"Sxo hat (vgl. Kapitel 10). Hierzu
rechnen wir noch einmal nach:

d _ d tS QS
—x(t) = 7 (e xo) = Se'xo = Sx(1),

wobei  x(0) = " x0 = 1xp = xo.

Wir definieren nun
o) = ¢S e R,
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

T
Es gilt O(r) = (efs) = 5" = ¢S und damit Q(r)7Q(t) = e S¢"S = 1, dh. (Q(t)),cp
ist eine Familie orthogonaler Matrizen (Q : R — O(n)). Hierbei verwenden wir, dass die
gewohnliche Differentialgleichung y = —Sy bei Anfangswerten y(0) = x(¢) den Punkt x(7)
wieder auf den Punkt xq zuriickbewegt. D.h. ¢S ist damit die Inverse von e’S. Man kann
auch alternativ zeigen, dass e Se’S = ¢ 75H5 = 05 = 1 ist. Weiterhin ist

d . .
£.0() = 0() = (é9) = 5¢* = 50(),
damit 16st Q(¢) das Anfangswertproblem fiir Matrizen
o) = S0(r),
0(0) = 1.
Insbesondere gilt Q(0) = SQ(0) = S, x(t) = ASx(r)

= Q(At) =1 +AS+ O(Ar?),
und fiir die Bahn x(z) gilt
x(t -+ Ar) = x(t) + ArSx(t) + O(Ar?).

Man nennt S deshalb auch eine infinitesimale Drehung. Betrachten wir im R den Zusam-
menhang mit dem Kreuzprodukt:

E 4
W 0 w3 —Wwy w1

‘ Sei§ = w3 0 wi , w=| wy |,

wo —Wi 0 w3

Ww3Xy — WaX3
~XXW = —w3x] +wixz | = Sx.
B1(0) = {x[[lx[| = 1}

W2X1 — WiXx2

Wenn ||w|| = 1 ist, dann ist Q(t) = ¢'S eine Drehung um die Achse w um den Winkel .
Hier verwendet man den zuvor diskutierten Fall einer Drehung in einer zweidimensionalen
Ebene.

Betrachten wir nun den Fall einer zeitlich variierenden schiefsymmetrischer Matrix:

Es sei S: R — R™" mit ()7 = —S(¢) (d.h. wir indern die Richtung der Drehung kontinu-
ierlich), dann hat x(¢) = S(¢)x(t), x(0) = xo, die Losung

x(t) = eJoS()ds .
(vgl. Kapitel 10). Definieren wir nun Q(¢) := e/oS()ds  dann gilt auch hier

QT(Z‘) _ eféST(s)ds _ e—féS(s)ds _ Q_l(l‘)
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12.3 QR-Zerlegung zum Losen linearer Gleichungssysteme

, da e J0ST()dspfoS(s)ds — 05 _ (vgl. obige Argumentation). D.h. auch mit dieser Be-
wegungsgleichung wird eine Familie von Drehungen (um eine Achse, die im Allgemeinen
von ¢t abhédngt) erzeugt.

12.3 QR-Zerlegung zum Lo6sen linearer Gleichungssysteme

Im Folgenden werden wir nun orthogonale Matrizen (speziell Spiegelungen) einsetzen um
lineare Gleichungssysteme zu 16sen.

Erinnerung: Betrachten wir noch einmal die Gauf3elimination

all * ES
A=AD=|
anl * *
apy x * 1
o La=| O ¢ mieLV) = | 2
0 |
0 = * —11 1
ri *
~imo LD 0=2) p()g — R =
0 F'on
= A= L7 =7 R
1 0
L 3}
|
It - -1y 1

Das Losen des Gleichungssystems geschieht dann folgendermal3en:

Ax=0b < 1.Lose Ly = b mit Vorwirtseinsetzen,
2.Lose Rx = y mit Riickwirtseinsetzen,

Nun streben wir eine Zerlegung der Form
A=0R

mit Q € O(n) und R eine rechte obere Dreiecksmatrix an. Hierzu elimieren wir wie bei der
Gauflelimination spaltenweise.

Vorteile:
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

* Keine Zeilen- oder Spaltenvertauschungen erforderlich,

* bessere Stabilitit (weniger rundungsfehleranfillig),

 kann in der Ausgleichsrechnung eingesetzt werden (s.u.),

* Verwendung zur Berechnung einer Singulidrwertzerlegung.
Nachteile:

* circa doppelt so viele Rechenschritte wie LR-Zerlegung,

* etwas aufwindigere Implementierung,

* Durchfiihrung von Hand in der Regel deutlich aufwéndiger,

¢ kann Bandstruktur der Matrix nicht ausnutzen.

T
1. Schritt: Ziel: Finde eine Spiegelung Q1) =1 — 2V1—vi2, so dass fiir

[[vi]

(04]
| | 0
AV=A=| a; a - a, | gt A® =000 = ' ,
| | t Qay -+ Qap
0 | |
o
. 0 |.
d.h. gesucht ist vi € R", so dass Q(l)al = ) ist.
0
Hierzu: Es ist 0Wa; = a; — 2|T;‘ﬁ‘2v1.
o
. . . O
Da Q' orthogonal ist, gilt weiter: o] = + . = =£||a]|-
0
aq v
1
\ Dazu muss:  v; € span{a; — Qe }

Waihle: V| = (a11 — 061,(121,...,(1”1)

span{e; }
—Qeg +are;

Eine stabile Wahl von ¢; ist:

o = —sign(an)|lai].
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12.3 QR-Zerlegung zum Losen linearer Gleichungssysteme

Zur Berechnung von QWx:

Es ist HV1||2 = (a1 — 06161) . (a1 — (Xlel) = ||a1||2—2061a11 + 0612
2
o

= 2a1(0q —ar),

. VX VX
und damitQWyx = X—2——vi=x+——-—-—v
¢ ]2 ai(an — o) !
+ Vi-X
= X V1.
o1vil

Hierbei ist vy die erste Komponente von vi. Nun iterieren wir den Eliminations-
schritt: Es ergibt sich

(0]

mit Q%) € O(n), 0% € O(n —k+ 1) definiert iiber:

0

VX

oy, = —sign (a,&?) ||a,(<k)\|, Vg = akk(k)_ o |, OWx=x+ e

wobei v die kte Komponente von vy ist. Wir erhalten schlieflich:
ri *

Q(”_I)Q(”_z)...Q(l)A —R=

0 Fon

T_
o A=W @ o2 gl g 0=0 0@ on-2)gh-1g.

Fiir ein Gleichungssystem Ax = b ergibt sich somit:
Ax=b < Rx=0 V-2 op

(i) Wende nacheinander die Spiegelungen Q(l),Q(”’z), ..., 01 auf die rechte
Seite an: y = Q(”_l)...Q(l)b. Hierbei speichert man natiirlich nicht die vollen
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

Matrizen Q(k) sondern nur die o4 und die v (vgl. Bemerkung 12.14) und ver-

wendet: v
-
Ox=x+ Vi
O Vick
(i1) Lose Rx =y durch Riickwirtseinsetzen.
Bemerkung 12.14 (Speicherschema)
,/‘]2 Y CEEY DY Y rln
3
1041
. n—1
: €R™, Vi WV
01
Tn—2n—1
Vn—1 n—1,n
| Trn

N J/

kann in der ,,alten Matrix “gespeichert werden.

Dabei sind von den Vektoren v; nur die Nicht-Null-Eintriige gespeichert. Die R-Matrix
ergibt sich aus den Eintrdgen r;j zusammen mit den o; = r;;, die die Diagonaleintriige von
R sind:

o ryp e e Fin
az r23 P oo rzn
R =
0 e 'n—2n—-1 Th-2n
02 Tn—1,n
Tnon

Beispiel 12.15 Zur Illustration berechnen wir die QR-Zerlegung der Matrix

~1 3 4
A=A = 24 2
25 12
—4
1
o = 3, V] = 2 , Q(l) =1- —le%w
5 12
—1 ~1 [ 4 3 o
oMl 2 |=( 2 -5 2 |12 =[O0 |=| 0 |V
2 2 2 0 0
3 3 N 5
oW 4 |=14 5 26 | 3
5 5 2 4

434



12.3 QR-Zerlegung zum Losen linearer Gleichungssysteme

3 3 A 3
oo ]=[o ~| 8]0 =0 |v
0 0 4 0
5 5 AL 5 5
o 3 |=|(3 -0 8 |40 = S |=| o |V
4 4 4 0 0
8 8 0 8
0@ o |=| o —% 8 |40 = -8
10 10 4 6
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

Schema 12.16 (Algorithmus zur QR-Zerlegung)

function [A,alpha] = QRDecomposition( A )
QR - decomposition
argument "A" is the matrix we want to decompose

%
%

)

% sign, being either +1 or -1, but not O

function sig = pmsign (val)
if (val < 0)
sig = -1;
else
gag — g
end
end

o)

% auxiliary function: apply O
function x = ApplyQ( k, alpha, v, x )

s = 0;
n = size(v);
for 1 = k:n
s = s + v(l)*x(1l);
end
s = s / (alpha*v(k));
for 1=k:n
x(1l) = x(1) + sxv(1l);
end

end

% main program
% get the length of the vector
[m,n] = size( A );

for k = 1:(n-1)
norm = 0;
for i =k:n

norm = norm + A(i,k)=*A(i,k);
end
norm = sqgrt (norm) ;
alpha (k) = -pmsign(A(k,k)) * norm;
A(k,k) = A(k,k) - alpha(k);
for j = k+1:n
A(:,3J) = ApplyQ( k, alpha(k), A(:,k), A(:,])
end
end
end
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12.4 QR-Verfahren fiir Ausgleichsprobleme

12.4 QR-Verfahren flir Ausgleichsprobleme

Das QR-Verfahren kann auch auf nicht quadratische Matrizen angewandt werden. Man
erhélt damit eine Zerlegung:

ri *

A=QR mitQeom), R=| 0  ru |, k=min(mn).

Hierbei kann r;; = O sein fiiri = 1, ..., k.

Damit kann die QR-Zerlegung auch zum Losen von Ausgleichsproblemen eingesetzt wer-

den, wie wir im folgenden diskutieren werden. Betrachten wir das Gleichungssystem
Ax=b mitA € R"™" be R™ x € R" gesucht.

Fiir m > n haben wir also mehr Gleichungen als Unbekannte und das Gleichungssystem ist
im Allgemeinen nicht Iosbar.

1 0 1
Beispiel 12.17 01 ( § ) = | 1 | istlosbar, genau dann wenn a = 2 ist.
11 a

Deshalb suchen wir stattdessen x € R”, so dass gilt

|Ax—b|?* = m]il{l |AX—b||*> (Problem der kleinsten Quadrate).
)ZG n

Als notwendige Bedingung erhalten wir:

Produktregel
=

V |[Ax—b|*> =0 ATAx—ATh=0.
——

(Ax—b)-(Ax—D)
(aiZ(Ajkxk - b])2 = 2Z(Ajkxk - b])A]l = ZZAZT](A]k'xk — b]) — Beh)
J.k J.k J.k

SchlieBlich folgt: ATAx = ATb.
- =~
e]Ranl GR”
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

Satz 12.18 (Normalengleichung) Das Problem der kleinsten Quadrate ist eindeutig los-
bar, genau dann wenn Rang (A) = n ist. Die Losung ist dann bestimmt durch die Norma-

lengleichung
ATAx=ATb.

Beweis: Esist ATA € R™", d.h. zu zeigen bleibt, dass AT A injektiv ist. Es gilt

ATAx=0=ATAx x=0=0=Ax-Ax = ||Ax||2Am2>'Rg'x:0.

O
Es sei Rang (A) = n fiir A € R™" b € R™. Betrachte die QR-Zerlegung von A:
A=QR mitQ € O(m),R e R™".
lAx—b|> = [[Q"(Ax—b)|]> daQ" € O(m)
I * 2
= T
EORe-QBP =] 0 h || 0'b
0
. T bl . n m—n .
Unterteile Q' b = b ,mith; € R", bp = R™". Dann ist
2
2
ri *x )
b 1 *
1 . 2
0 T'nn X _(bz) = T x | —bi +”0_b2“ )
T'nn
0

Der erste Summand wird offenbar Null (und damit die Summe minimal, da beide Sum-
manden nicht-negativ sind, und der zweite Summand konstant), wenn x die Gleichung

I *
x=b
T'nn
16st, (16sbar, da Rang (A) = n = r;; # O fiir i = 1,...,n). Damit ergibt sich also ||Ax — b||> =

|b2||%, d.h. mit der QR-Zerlegung bestimmt man sowohl die Losung des Problems der
kleinsten Quadrate, als auch das sogenannte Residuum ||Ax — b||.

Erliuterung: QR-Verfahren bewirkt Projektion des Problems in den Spaltenraum von A
mittels Q7 (vgl. STAT III).
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12.4 QR-Verfahren fiir Ausgleichsprobleme

Beispiel 12.19 (Lineare Regression)

Gesucht ist eine affine Funktion y(x) = ax + j3,
die moglichst gut die folgende x — y—Zuordnung
approximiert:

Xi

2
Vi 1

-2
1

1 4
0 5 — t——t—F—

14

-2 1 —1
I 1 0 (04
— 2 1 i — — —
|Ax—b||* — min  mit A ) 1 ,b 1 \X (B)
4 1 5
4
& [(axi+B)— ]2—>min.

i=1

Dies fiihrt auf die Normalengleichungen:

ATA( g ) —ATh &

(53)(G)-(F)

Lot
15’
23% 71
24—— 25="3
= )/ 25 75

Achtung: Fiir oo = 1,3 =0 gilt |x; — y(x;)| = 1 fiir i = 1,2,3,4, dennoch ist die Lésung des
Problems der kleinsten Quadrate

(x) = 71 ot 1
W=7 s
Wir suchen eine affine Funktion y(x) = ox+ 3, die moglichst gut die folgende Zuordnung

approximiert:

-10 -3 6 9
-19 7 19 73
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

Dazu minimieren wir ||Ax — b||? mit

1 —10 ~19
(B N |7
x_(oc A= e | b 19

19 73

Fiir die Normalengleichung ergibt sich
4 2 80 B 18
T,y Ty _
AA_(z 226)’ Ab_(94o>’ ~ (a>_(4)'

Stattdessen kann man das Minimierungsproblem auch direkt mit der QR-Zerlegung von A
losen:

1 —10
_ A _ 1 -3
A=A7=11 ¢
19
3
1 1
w=-2 n=| | o =1 — v
1
1 )
ol 1 ]_] o
2 I 0
1 0
~10 ~10 3 ~1
ol 31 [ 3| 11|, | o
6 |7 6 |Tel 1 | = o
9 9 1 12
~19 3 —40
Wy _ 7 _l 1 _ 0
e T 6| 1| “ 12
73 1 66
2 -1 —40
@_| 0 0 @_] O
A 0o 9| ? 12
0 12 66
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12.4 QR-Verfahren fiir Ausgleichsprobleme

0
_ _| 15 @_q_ L o1
Ohp = 15, V) = 9 R Q =1 225\/2\/2
12
-2 -2
) 0 _ 0
Q 0 0
0 0
—1 —1
) 0 _ —15
Q 9 0
12 0
—40 0 —40
@p_| 0 | _ L[5 . _| 60
QD = 12 225 9 (12.75) —24
66 12 18
. —40
AB) = 8_18 . b = :gg , =a=4,=18
0 0 18

Mit der Funktion y(x) = 4x+ 18 ergeben sich nun die folgenden Funktionswerte:

x |10 3 6 9
yoq) |22 6 42 4
yi |19 7 19 73

Das Quadrat des Residuums ist also einerseits
(22 —19)% 4 (7 — 6)> + (42— 19)% + (73 — 54)* = 32 + 12 + 232 4197 = 900,
andererseits

|ba || = 24% + 182 = 900.
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

12.5 Orthogonale Projektion und Orthonormalisierung

Zur Erinnerung: Es gelte ||y|| = 1, dann ist

X
x—(x-y)y Ly. //
:
Hierzu: '
(x—(x-y)y) -y =x-y = (x-y)[IylI* =0. /
(x-y)y ist die Projektion von x auf span{y} und es gilt vy

= Ge-y)yll < [l =3 fiir alle y < span{y}.

Notwendige Bedingung fiir ||x —zy||* < [lx — §||* fiir § € span{y} ist eine Extremstelle bei
t. Dieses kann nur das Minimum sein:

d
0=—[lx—1y[* = =2(x—1y) -y = =2(x-y—tlly|?) = r =x».

Nun betrachten wir den allgemeineren Fall in folgendem Satz:

Satz 12.20 (Orthogonale Projektion) Sei U C V ein Untervektorraum eines Vektorraums
V iiber R mit Skalarprodukt, dann heifst die Abbildung P :V — U mit (v— Pv) L U ortho-
gonale Projektion. Die Abbildung P ist eindeutig definiert und linear. Ferner gilt

|lv—="Pv|| < |lv—ul| fiiralleuecU.

Beweis:
(i) Zur Eindeutigkeit: uy,u; seien Vektoren aus U mitv—u; L. Uundv—u; 1 U,
(v—u) u—(v—up) - u=0-0=0

=
=  [v—wu)—(—u)]-u=0 firalleucU,
= (up—wuy)-u=0 firalleueU,

(ii) Zur Linearitét: Es gelte (v —Pvy)-u=0, (v —Pvy)-u =0, dann ist

(avi—aPvy)-u=0, (Bva—PBPvy)-u=0 firalleucU,
= [(ov) + Bva) — (aPvi + BPvy)]-u=0 firalleucU,
Hierbei haben wir verwendet, dass oPvy+ BPv, € U.

P(owvy + Bvy) = aPvy + BPv;.

Eindeutigkeit
=
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12.5 Orthogonale Projektion und Orthonormalisierung

!
(iii) Minimalititseigenschaft: Zu zeigen ist ||v — (Pv+tu)||> > ||v — Pv||>.

Hierzu: |[v— (Pv+mu)|> = |(v—Pv)—tul?
= |v=>Pv|> =2t (v=Pv)-u+13|ul|* > ||v—Pv|>.
—— N~

=0nach Def. >0

O

Wir zeigen hier nicht die Existenz einer solchen Abbildung. Bisher haben wir nur fiir eindi-
mensionale Untervektorrdume U = span{y} mit ||y|| = 1 durch Pv = (v-y)y die Abbildung
P explizit angegeben und damit ihre Existenz bewiesen.

Lemma 12.21 Falls {u,..,u} eine Orthonormalbasis von U ist (uj-u; = 0 fiir i #
7, llui||*> = 1 fiir alle i), so gilt

Pv=(v-up)uy+ ...+ (v-ug)u.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass (v — Pv) fiir oben angegebenes Pv senkrecht zu allen
Basisvektoren u; steht. Die Behauptung folgt dann aus der Eindeutigkeit der Projektion.

Es gilt: (v—Pv) -u; Ea veoui— (voug) ||u]|* =0 S22 Beh,
——
=1
O
Beispiel 12.22
1
2 0
U =span{u,uz}, u;= (1) ,ow=( 1|, [u|=uwl=1,
7 0
€L 1
1 1 3 2 0 —5
v=| 1|, v—=Pv=| 1 | —— 0 -1 1 | = 0
2 2 V2| L 0 1
V2 2

Orthonormale Basen spielen also eine besondere Rolle:

Frage: Wie gewinnt man aus einer Basis eine Orthonormalbasis?

Das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

Gegeben seien m linear unabhiingige Vektoren ay,as, ..., a;,.

- a
Verfahren: | lter Schritt | v; !

Nl

Abzug der Richtungsanteile in Richtung vonvy,...,vi_1 :

Ve = ax — (ag-vi)vi — ... — (k- Vk—1)Vk—1,
Normierung:
Vi = ‘i—k, k=2,....m.

Al

Satz 12.23 Die so konstruierten Vektoren vy, ...,v,, bilden eine Orthonormalbasis von
span{ap,...,am}.

Beweis: Zu zeigen ist:

* Orthogonalitit: Diese folgt induktiv. Nehmen wir an, dass v;-v; = 0 fiir alle i, j < k,
Nun zeigen wir vy - v; = 0 wie folgt

1 1
vevi=—((ag-vi)—(ap-vi)(vi-v;)) = — ((ag-vi) — (ax-v;)) = 0.
J HVkH (( ]) ( ])(] ])) Hka (( J) ( ]))
* ||vk|| = 1 folgt aus Konstruktion
 span{vy,...,v} =span{ay,...,a;} folgt ebenfalls aus Konstruktion
]
2 1 1
Beispiele 12.24 (i) Es seiena;=| 2 |, ay= , az=| 0 |, dann sind
1 1 0
2
al %
vi=r——=1 % |-
a1 1
3
] 2 1 !
~ % 32 32
=01 2 )= 2 )m={ 2|
: 1 2’ 2
3 3 3
NANEANE
.= 0o | =2 2 | —=| -2 — _2
N U T W O B s 1)
3 3 -9
2
1 (2 3,
V3—_ —1 = —g
9 _n 2
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12.5 Orthogonale Projektion und Orthonormalisierung

(ii) Orthogonale Polynome (vgl. Bemerkung 7.48)
Als Skalarprodukt auf dem Raum der Polynome betrachten wir

g(p.q) = /llp(x)q(x) dx.

Nun fragen wir nach einer orthogonalen Basis des Unterraums &%, = Polynome vom
Grad < 2. Dazu betrachten wir die Monome ag : x — 1,a1 : x — x,ap : x — x% und
wenden das Orthonormalisierungsverfahren an:

laoll = /1112dx:\/§ N vo(x):%,
-1
ﬁl(x):x—(/ll%dx)%:x = vl(x)—( /11x2dx) x= %x,

1 2 1
- 2 X 1 / 33 3 » 1
=X — Zdx ) — — -xd x=x"—=—+40
Va(x) =x (/1 NG x) NG ( L 2x x) 2x X 3+ ;

!

Zusammenhang mit der QR-Zerlegung
Die QR-Zerlegung liefert im Fall m = n
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

= ap =riivi
ay =rav1 + vy <= vy = a —rizvi

TkkVk = @k — F1kV1 — 12kV2 — - = Thk—1 kVk—1
Damit erhalten wir (durch Multiplikation mit v; for j = 1,...,k — 1) den Zusammenhang:
i = |all,
rip = (ax-vi), rn = ||
rig. = (ag-vj),firj=1,.. k-1
re = |[Vll-

D.h. die Koeffizienten der Gram-Schmidtschen Orthogonalisierung sind die Eintrige der
R-Matrix und die Spalten von Q die orthogonalisierten Vektoren.

Aus dem Lemma 12.21 und dem konstruktiven Orthonormalisierungsverfahren zum Satz
12.23 folgt direkt:

Satz 12.25 (Zusatz zum Projektionssatz) Falls U endlich dimensional ist, dann sichert
das Orthonormalisierungsverfahren die Existenz der Projektion P:V — U.

Bemerkung 12.26 Der Satz gilt auch generell fiir abgeschlossene Unterrdume U C V, die
unendlich dimensional sein konnen (ohne Beweis).

12.6 Fourier-Entwicklung und FFT

Die Fourier-Entwicklung erlaubt es, Schwingungen in ihr Frequenzspektrum zu zerlegen,
d.h. zu identifizieren, welche Frequenzen in welcher Amplitude in der Schwingung vor-
kommen. Dazu stellt man die periodische Schwingung als Linearkombination von Sinus-
und Kosinusfunktionen unterschiedlicher Frequenz dar.

Fourier-Reihenentwicklung Wir betrachten zunichst den umgekehrten Fall, d.h. die
Uberlagerung mehrerer Kosinus-Schwingungen unterschiedlicher Frequenzen zu einer pe-
riodischen (aber nicht mehr sinusférmigen) Schwingung (Fourier-Synthese).

Beispiel 12.27 Die Funktion f sei die Uberlagerung der Funktionen cos(x), cos(3x) und

cos(5x), ... mit den Gewichten %, ﬂziy, %52, .., d.h.
8 8 8
flx) = =) cos(x) + oY) cos(3x) + o cos(5x) +...
°° 8§ 1
_ L e falls k ungerade,
k=0 axcos(f) it { 0, falls k gerade.

Die Grafik zeigt die ersten Partialsummen der unendlichen Reihe und den Grenzwert f.
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12.6 Fourier-Entwicklung und FFT

| \\ // /} \ ’{ / -

5
S,

S
N v w

Gibt es einen Zusammenhang zwischen der Funktion f und den Koeffizienten der Kosinus-
Terme? Dazu multiplizieren wir die Reihe mit cos(lx) fiir l = 1,3,5,... und integrieren

2ﬂf(x) cos(Ix)dx = i ay /27: cos(kx)cos(Ix)dx.
0 k=0 0

Mit Hilfe der Additionstheoreme erhdlt man nun

2 1 2=
/ cos(kx) cos(lx)dx = = / cos((k+1)x) +cos((k—1)x)dx
0 2 Jo

[ Y ldx=m, fallsk=1,
T =0, falls m # n,

21 1
denn / cos(mx)dx = —sin(mx)|3* =0 fiir m # 0.
0 m

Insgesamt ergibt sich also

2
f(x)cos(Ix)dx = may,
0

wir konnen also die Koeffizienten a; aus der Funktion f durch Integration mit der passen-
den Kosinus-Schwingung bestimmen.

Man kann nachweisen, dass sich die (ebenfalls periodische) Grenzfunktion f auch folgen-
dermafen beschreiben ldsst:

—%x+1 x€[0,m),
fx)=4¢ 2x-3 x € [m,2m),

f(x—2krm) xe€ [2kn,2(k+1)7),k € Z.
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

Damit ldsst sich nun die Formel fiir a) (und analog ay,as,...) verifizieren:

1 27
a = A f(x)cos(x)dx

1 /= 2 1 (27 /2
:_/ ——x+1 cos(x)dx—i——/ —x—3 ) cos(x)dx
T Jo T TJr T

2 b4 2 2n 1 @ 3 2w
=—— dx+ — dx+ — - = d
2 )y xcos(x)dx+ 7172/71 xcos(x) x-l-n/o cos(x) 71'/71 cos(x)dx
2 T . . T 2 2n . . 21T
=— / sin(x) dx —xsin(x)|g | — — / sin(x) dx — xsin(x)|3
T 0 T T

l . T 3 . 2
+ —sin(x)[f — = sin(x)|

2 2 2 8
= —;cos(x)]g—l—O%— ;cos(x) TH0+0+0= ;(2—1—2) =

Man kann fozn f(x)g(x)dx hier als Skalarprodukt fiir stetige, 27-periodische Funktionen
f und g verstehen. Im Sinne dieses Skalarproduktes sind die Funktionen cos(x), cos(3x),
cos(5x) ... dann also orthogonal (und haben Norm /7).

Eine Partialsumme der obigen Reihe ist daher eine orthogonale Projektion der Funktion f
im Sinn von Lemma 12.21, die Skalierung % ergibt sich aus der Tatsache, dass die Basis-
funktionen cos(x),cos(3x),cos(5x) ... nicht normiert sind.

Welche Basisfunktionen muss man nun wihlen, um moglichst viele periodische Funktio-
nen in dieser Weise darstellen zu kénnen?

Satz 12.28 (Fourier-Entwicklung) Sei f : R — R periodisch mit Periode 21 und
Lipschitz-stetig. Dann ist

1

fx) =ao5

+ Z agcos(kx) + Z by sin(kx)
k=1 k=1

mit den Koeffizienten

1 27 1 2= 1 2=
ap = — fx)dx, ap=— f(x)cos(kx)dx, und by, = — f(x) sin(kx) dx.
T Jo 7 Jo 7 Jo

Die Reihe konvergiert gleichmdpfig.

(ohne Beweis)

Man kann also nicht nur aus harmonischen Schwingungen unterschiedlicher Frequenzen
andere periodische Schwingungen zusammensetzen (Fourier-Synthese), sondern auch um-
gekehrt alle (Lipschitz-stetigen) periodische Funktionen in ihre harmonischen Anteile un-
terschiedlicher Frequenzen zerlegen (Fourier-Entwicklung).
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12.6 Fourier-Entwicklung und FFT

Bemerkung 12.29 Die Funktionen
1
B = {E,cos(x),cos(2x),cos(3x), ...,sin(x),sin(2x), sin(3x),...}

sind im Sinne des Skalarproduktes

= [ s

alle orthogonal zueinander und haben jeweils die Norm /7. Dass man alle Lipschitz-
stetigen periodischen Funktionen durch Funktionen aus 9 darstellen kann und die Koeffi-
zienten sich durch das Skalarprodukt ergeben, bedeutet also, dass 9 in einem geeigneten
Sinne eine bzgl. (-,-);2 orthogonale (aber nicht normierte) Basis des Raums aller Lipschitz-
stetigen periodischen Funktionen ist.

Auch fiir viele unstetige Funktionen konvergiert die Fourier-Entwicklung. In der Regel
kann man aber keine gleichmifige Konvergenz erwarten.

Beispiel 12.30 (Gibbs-Phinomen) Wir betrachten die Funktion

1 x€0,m),
g(x): -1 X € [77:7271:)7
f(x—2km) x€[2km,2(k+1)7),k € Z.

Zur Berechnung der Fourier-Koeffizienten bemerken wir zundchst, dass aus Symmetrie-
griinden alle a; = 0 sind.

by = %/Ozng(x) sin(kx) dx
= % (/07r sin(kx) dx — /ﬂzn sin(kx) dx)

1 1 1
= (—zcos(kx)h’f + %cos(kx)ﬁr”)

1 1 1
= (—%(il -1+ z(l — (il))) (+1, falls k gerade)

=0, falls k gerade;

4
=0 falls k ungerade.
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

05/ : i

-0.5

0 2 4 6 8 10 12

Der maximale Abstand zwischen g und den Fourier-Approximationen entspricht dem Uber-
schwinger vor und nach der Sprungstelle. Dieser wird zwar beliebig schmal und riickt
beliebig nahe an die Sprungstelle heran, der Abstand zur Grenzfunktion g wird aber nie
kleiner als 0,17.

Schnelle Fouriertransformation (fast Fourier transform, FFT) Wir wenden uns
nun der effizienten Berechnung der Fourier-Koeffizienten zu. Dazu betrachten wir Parti-
alsummen der Fourier-Reihe. Da wir nachher die Menge der Basisfunktionen rekursiv in
zwei Hilften aufteilen wollen, sollte die Anzahl der Summanden gerade sein, wir wihlen
hier 3, cos(x),cos(2x), ... cos(nx),sin(x),sin(2x),. .. sin((n — 1)x).

Statt durch Sinus und Kosinus lédsst sich diese Summe auch mit der komplexen Exponenti-
alfunktion darstellen:

1 n n—1 n
fx) = do5 + k;l ay cos(kx) + kgl by sin(kx) = k:Z;‘H crexp(ikx).

Dabei gilt ¢ = c_ fiir 1 < k < n; co und ¢, sind reell. Die Koeffizienten ay, b; kann man
aus den ¢ zuriickgewinnen:

ar=cr+c_, br=ilcx—c_y) furl<k<n sowie ag=2co und a, = c,.

Um eine gegebene Funktion f nun durch eine solche Summe zu approximieren, kann man
(anstatt die Integrale zur Berechnung der Koeffizienten a; und b; auszuwerten) auch eine
Interpolationsaufgabe 16sen. (Achtung: Man erhilt dadurch die Fourier-Koeffizienten fiir
eine Funktion, die an den Knoten die durch f vorgegebenen Werte annimmt. Wir bezeich-
nen dies zur Unterscheidung auch als Fourier-Interpolation. Die Koeffizienten sind ndmlich
nicht exakt die Koeffizienten der Fourier-Entwicklung von f, siche Beispiel 12.31 unten.)

Dazu betrachten wir 2n Knoten x; = 22—7;], j=0,1,...2n — 1 mit gleichem Abstand und
suchen Koeffizienten ¢, so dass

n n n

flxj)=Y cexplike;)= ) ck(exp(ixj))k: ) ck(zén)k7

k=—n+1 k=—n-+1 k=—n+1
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12.6 Fourier-Entwicklung und FFT

wobei zén = exp(ix;) = exp (i %) die komplexen Einheitswurzeln sind. Wir erhalten also

eine Polynominterpolation in C zu den (reellen) Werten f(x;) an den (komplexen) Knoten

J
Qn
12 _ 2
(z3)" =23
3 1
e o 2 1 8
Offensichtlich gilt fiir die !
Einheitswurzeln
. . N4 _ (,2\2 _ A 2
7 = Zﬁ”, (z8)"= ()" =25 [
Ik — ik
) (IZn) 3y und Zg 2
S Jk 2n fallsk =0,
& “2n"" 1 0  sonst.
j=0 2
5 4 7
% 8
6
28
Inabesondere gilt also fiir die Summanden mit negativem Index
J\—k _ —jk _ —jk+j2n _ J \2n—k
C*k(ZZn) = C—klyy = C—kZpy - C*k<z2n) " ’

also konnen wir die Summe statt von —n -+ 1 bis n auch von 0 bis 2n — 1 laufen lassen, die
Rolle von ¢_j, iibernimmt dann der Koeffizient ¢y, _x:

n 2n—1
N — ok _ Jovk e
n
f(x]) Z Ck(Zz ) Z Ck(Zzn> mit ¢y = Cop—-
k=—n+1 k=0

Achtung: Die Koeffizienten und die Funktionswerte an den Interpolationsknoten stimmen
iberein, fiir andere Werte von x haben die beiden Interpolierenden jedoch unterschiedliche
Funktionswerte. Da die Koeffizienten gleich sind, ist es fiir die Berechnung der ay, by aber
egal, welche Variante wir benutzen.

Multiplizieren wir nun in dieser Darstellung f(x;) mit der Einheitswurzel zz_nj " und sum-
mieren iiber j, so erhalten wir

2n—1 i 2n—12n—1 v il 2n—12n—1 =) 2n—1 2n—1 J—1)
Z f()Cj)Zsz = Z Z Ckzénz2nj = Z Z CkZZn = Z Ck Z Ln = Cl'zn'
j=0 j=0 k=0 j=0 k=0 k=0 j=0

Die Summe in der Klammer hat namlich den Wert 2n, falls &k = [ ist, und Null sonst. Also
bleibt von der Summe iiber k£ nur der Summand / tibrig.

Insgesamt gilt also, dass die Koeffizienten

1 2n—1 . 1 .
=5~ Y fx 12,7¢ das Interpolationsproblem  f(x;) = Y cr(2h) 16sen.
=0 k=0
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

Diese Uberlegungen verliefen analog zur Herleitung der Koeffizienten ay, by oben. In der
Tat kann man die Summe zur Berechnung der ¢; als Approximation der Integrale zur Be-
rechnung der entsprechenden a; und b interpretieren.

Nun gilt fiir komplexe Einheitswurzeln die Kiirzungsregel z%,]l — 7}, auBerdem ist 75 = 75"
und z} = —zJ". Fiir k = 21 ergibt sich also die Formel
2n—1 il 2n—1
2n- sz—ZfX]ZQ,l fo,
j=0
S 1 ()
n
= Z f(x J + Z f xj+n /
Z () + £ (xjn)) 2 sowie
2n 1 ZZ—H) 2n—1 -
2n-cyq1 = Z f(xj)z zn Z f(xj)z,” Zzn
j:O

Z f(X] Z2n + Z f XH‘" ]+n)lz2n(]+n)>
=0

=T () Flagan) 5l

:/_\
AR =

Die Koeffizienten einer Fourier-Interpolation mit 2n Punkten entsprechen also den Koeffi-
zienten zweier Fourier-Interpolationen mit jeweils n Punkten. Sind dabei f(x j) die Knoten-
werte an den 2n Punkten, so sind f(x;) + f(xj+n) und (f(x;) — f(xj3n)) 25, die Knoten-
werte der beiden n-Punkte-Interpolationen. Wenn n eine Zweierpotenz ist, kann man diese
Zerlegung wiederholen, bis man bei Fourier-Interpolationen mit einem Knoten angekom-
men ist. Dort entsprechen die Knotenwerte den Koeffizienten.

Durch eine solche rekursive Zerlegung lassen sich die Koeffizienten (fiir sehr groBe n)
deutlich effizienter berechnen. Diese Verfahren bezeichnet man als schnelle Fouriertrans-
formation (fast Fourier transform, FFT).

Beispiel 12.31 Wir betrachten die Funktion f aus Beispiel 12.27 und berechnen die Ko-
effizienten zu acht Knoten. Dazu beginnen wir mit den gegebenen Funktionswerten f(x;)
an acht Knoten, und teilen diese durch die obigen Formeln in zwei Interpolationen mit
ja vier Knoten auf. Die ersten vier Werte sind jeweils die Summe zweier Knotenwerte
f(xj) + f(xj4a) und gehiren zu den Koeffizienten mit gerader Nummer. Die zweite Vie-
rergruppe gehort zu den ungeraden Koeffizienten. Dort sind die neuen Werte die Differenz
zweier Knotenwerte f(x;) — f(xj1a), zusdtzlich mit den Einheitswurzeln 23, zg ', zg > bzw.
Zg 3 multipliziert.

In einem zweiten Schritt wird jede Vierergruppe in zwei Zweiergruppen (wiederum eine mit
Summen, eine mit Differenzen der Knotenwerte) zerlegt. Jetzt miissen die Differenzen mit
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12.6 Fourier-Entwicklung und FFT

den vierten Einheitswurzeln zg und zéfl multipliziert werden. Als drittes werden schlief3lich
die Zweiergruppen jeweils in eine Summe und eine Differenz zerlegt.

Es ergeben sich also acht Interpolationen mit nur einem Knoten, fiir die also der Knoten-
wert gleich dem Koeffizienten ist. Aufgrund der Zerlegungseigenschaft sind das aber (bis
auf den Faktor 8) die Koeffizienten der urspriinglichen Zerlegung.

Man kann die Rechnung bequem wie folgt in einem Tableau notieren:

Index 8 Knoten 2 -4 Knoten 4.2 Knoten 8- 1 Knoten Index
000 f(0F)=1 0 0 =8cy 000
oo f(15)= 1 @0 0 =8cs 100
or0  f(27)= 0 0 0 =8c; 0I0
o11 f(35)=-% 0 2 0 =8c 110
100 f(4%)=-1 2 2442 =8c; 001
101 f(55)=-3 %@ 1 2 (z-2%) =2 22 =8cs 101
1o f(6%)=0 0 .72 2 22 =8c3 01l
1 f(1F) =1 —1.73 (z4+2%) 2 =-2 242 =8c; 11

Dabei ist 7z = zg s exp(—%) = % — Lz die der ersten Zerlegung zugrunde liegende

Einheitswurzel, d.h. die Faktoren bei den Funktionswert-Differenzen sind 2°,7',22,2°. In
der zweiten Zerlegung ergeben sich daher (22)°, (z%)!, etc.

Dabei notieren wir in jedem Zerlegungsschritt erst die geraden, dann die ungeraden Koef-
fizienten. Dadurch stehen die Summe und die Differenz genau in der selben Zeile wie ihre
beiden Summanden. Bei der Implementierung im Rechner konnen wir also stets genau die
beiden gerade verwendeten Werte iiberschreiben.

Allerdings verdndert sich dadurch die Reihenfolge der Eintrdge. Die Nummern der Koeffi-
zienten in der letzten Spalte (nachdem wir die rekursive Zerlegung bis zum Ende durchge-
fiihrt haben) erhalten wir durch Spiegeln der Bindirdarstellung der Indizes (ganz links und
ganz rechts im Tableau).

Fiir die gegebene Funktion f erhalten wir

1 1
a1261+C7=Z(2+\/§), a3263+05:Z(2—\/§),

alle anderen ay, und by, sind Null.

Die folgende Grafik vergleicht die Fourierentwicklung der Funktion f mit der Interpolation
durch schnelle Fouriertransformation, jeweils bis zum Term cos(3x). Die Koeffizienten der
Fourierentwicklung sind a; ~ 0,811 und a3 ~ 0,090, die der Interpolation a, ~ 0,854 und
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

az ~= 0,146. Beim Erhohen der Ordnung wird der Unterschied zwischen den Koeffizienten
der Reihe und der Interpolierenden geringer. Bei einer Interpolation mit 16 Knoten ergibt
sich z.B. a1 = 0,821 und a3 ~ 0,101, mit 32 Knoten a; ~ 0,813 und a3 ~ 0,093.

05+ O\ / \ /
/

/ f—
\ /¢ Emwicklung ----
-7/ Interpolation
L L

0 2 4 6 8 10 12

2n—1 .
Mit dem selben Ansatz kann man auch die Summe f(x;) = Y ck(zélfl) zur Auswertung
=0

der Interpolation an den Knoten bei gegeben Koeffizienten (FoJrier—Synthese) berechnen.

12.7 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 12.1 Betrachten Sie die folgenden Rotationen einer Sphire S
: Man drehe S um die y-Achse um den Winkel 7/2, anschliefend macht man dieselbe
Operation um die z-Achse und rotiert zum Schluss nocheinmal um 7 /2 um die x-Achse.

a) Schreiben Sie die Matrix zu jeder Operation auf.
b) Geben Sie die Matrix von der gesamten Operation an.

¢) Was hat man eigentlich getan?
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12.7 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 12.2 Betrachte die folgende gewohnliche Differentialglei-
chung:

X -y
v = =
Z 1

a) Schreiben Sie sie in der Form

P=AP+b (19)
wobel A eine 3 x 3 Matrix ist, und
X
P=1y
Z

b) Interpretieren Sie die Form (19) der Differentialgleichung und die Losung.

¢) Losen Sie die gewohnliche Differentialgleichung.

Anwesenheitsaufgabe 12.3 Betrachten Sie die fiinf Punkte

xi =2 -1 0 1 2

yvi 2 1 01 2

und bestimmen Sie mit der Methode der kleinsten Quadrate dasjenige quadratische Poly-
nom p, das diese Punkte am besten approximiert. Verwenden Sie hierzu die Normalenglei-
chung.

Anwesenheitsaufgabe 12.4 Wenden Sie das Gram-Schmidt-Orthonormalisierungs-
verfahren auf die Vektoren

3 7 10
al = 0 ,ady) = 0 ,az = 4
4 1 5

an.

Anwesenheitsaufgabe 12.5 Orthonormalisieren Sie die Polynome
poit—=1 piitest pyitei?

beziiglich des Skalarprodukte g(u,v) = fol u(x)v(x) dx auf den Interval [0, 1].
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

Anwesenheitsaufgabe 12.6 Betrachten Sie die Matrix
1 0

0
—1

A=

oS = O

0
0
a) Zeigen Sie, dass es sich um eine orthogonale Matrix handelt.

b) Berechnen Sie die Eigenwerte, Eigenvektoren und die Determinante.

¢) Handelt es sich um eine Drehung oder um eine Spiegelung?

Anwesenheitsaufgabe 12.7 Bestimmen Sie ( )yc > € R2 so, daB

) %

el 78) ()-(

Berechnen Sie den Wert der Funktion f an dieser Stelle.

minimal wird.

Anwesenheitsaufgabe 12.8
a) Geben Sie die Matrix A an, die eine Rotation um % in der xy-Ebene beschreibt.

b) Geben Sie die Matrix B an, die eine Rotation um 7 in der yz-Ebene beschreibt.

¢) Berechnen Sie AB.

d) Zeigen Sie, dass 1 ein Eigenwert der Matrix AB ist. Geben Sie einen zugehorigen
normierten Eigenvektor an.

e) Erginzen Sie diesen zu einer Orthonormalbasis des R?.

f) Berechnen Sie die darstellende Matrix zu der Abbildung x — ABx beziiglich dieser
Basis.

g) Um welche Art von Matrix handelt es sich?
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12.7 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 12.9 Orthonormalisieren Sie im R* die Vektoren:
ar = (1,1,0,0)", a=(1,0,1,0)" a3=(0,0,1,0)"

Erginzen Sie zu einer Orthonormalbasis im R*.

Aufgabe 12.10 Welche Aussagen sind richtig?

a) Jede diagonalisierbare n x n Matrix hat n linear unabhéngige Eigenvektoren. ja O

nein J

b) Jede diagonalisierbare n x n Matrix hat n verschiedene Eigenwerte. jad
nein 0O

¢) Jede symmetrische n X n Matrix hat n verschiedene Eigenwerte. ja O nein
O

d) Jede symmetrische Matrix ist diagonalisierbar.
jad nein OJ

e) Jede Spiegelungsmatrix ist diagonalisierbar.
jad nein OJ

Aufgabe 12.11 Essei A = ( _(1) (1) )

a) Berechnen Sie B = ¢/A.

b) Bestimmen Sie B~!. Welche Matrix erhalten Sie?

¢) Zeigen Sie B~ = /A" = (£/A)T.

Aufgabe 12.12 Gegeben seien zwei Matrizen A, B € R™". Zeigen Sie:
a) Sind beide Matrizen A und B orthognal, so ist auch die Matrix AB orthogonal.

b) Ist die Matrix A orthogonal, dann gilt |detA| = 1.
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

Aufgabe 12.13

a)

b)

1 -1 0
Gegeben seien die Matrix A = [ 1 I 0 | und die beiden Vektoren x =
0 0 V2

(1,0,1)T, y=(0,1,1)T.

Zeigen Sie, dass der Winkel ¢ := <(x,y) zwischen x und y, definiert durch cos ¢ :=
m, gleich dem Winkel y := < (Ax,Ay) zwischen Ax und Ay ist.

Eine 3 x 3 Matrix A heiflt winkeltreu, falls A invertierbar ist und

| (Ax, Ay)[ = | (x,y)]

fir alle x,y € R3\ {0} gilt. Zeigen Sie, dass jede Matrix A der Form A = AQ mit
Q€ 0(3)und A € R\ {0} winkeltreu ist.

Die Matrix A aus Aufgabenteil a) kann in der Form A = AQ geschrieben werden,
wobei A € R\ {0} und Q € O(3). Berechnen Sie diese A und Q.

Tipp: Berechnen Sie |detA| unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass sich die Ma-
trix A schreiben 148t als A = AQ mit Q € O(3).

Aufgabe 12.14 Betrachten Sie die Spiegelungsmatrix

cosQ  sino
A= . , a € R.
sine —coso

Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A.
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12.7 Ubungen

Aufgabe 12.15 Betrachten Sie eine Drehmatrix der Form

[ cosot —sino
~ \ sina  cosa

), aceR

und Spiegelungsmatrizen der Form

s = (8 ), pen

c — <cgsy siny >’ VER.
siny —cosy

a) Berechnen Sie die Matrix AB.

b) Berechnen Sie die Matrix BC.

c) Da A, B und C in O(2) liegen, sind auch die beiden Matrizen AB und BC orthogonal.

Handelt es sich bei AB bzw. BC jeweils um eine Drehung oder Spiegelung?

Aufgabe 12.16 Welche Aussagen sind richtig?

a) Die Eigenwerte einer Drehmatrix sind stets +1.
jad
b) Die Eigenwerte einer Spiegelungsmatrix sind stets +-1.
jad
c) Die Eigenwerte einer beliebigen orthogonalen Matrix sind stets 1.
jad
d) Die Determinante einer beliebigen orthogonalen Matrix ist +-1.
jad
e) Jede ldngentreue (d.h. orthogonale) lineare Abbildung ist auch winkeltreu.
jad

f) Jede winkeltreue lineare Abbildung ist auch ldngentreu.
jad

nein O

nein O

nein O

nein O

nein O

nein O
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

Aufgabe 12.17 Es seien u, v € R? mit u # v und ||u|| = ||v||. Weiter sei n := u —v.

a) Zeigen Sie, dass fiir die durch S,x := x — 2-*'5n definierte Spiegelungsmatrix S, gilt

[Inl[?
S,u=v und S,v=u.
1 *
b) Seiu=| —1 |.Bestimmen SievderFormv= | 0 | mit|/u| = ||v|. Berechnen
0 0

Sie die Matrix S, aus Aufgabenteil (a).

¢) Multiplizieren Sie diese Matrix von links an die Matrix

1 2 3
A=| -1 0 -3
-2 3

Aufgabe 12.18 Berechnen Sie die QR-Zerlegung der folgenden Matrizen mit Hilfe von
Spiegelungen. Berechnen Sie dabei nur die Matrix R und die Matrizen 0™, Die Matrizen
0% konnen sie entweder explizit oder in der Form 0% =1 —cn! mitceR, veR”
angeben.

1 2
a)A:<2 1)

1 2 3
bB=| -1 0 -3
0 —2 3

¢) Geben Sie den Rang der Matrizen A und B an.

d) Verwenden Sie die QR-Zerlegung, um die Gleichungssysteme Ax = b und Bx = d

mit
5 9
b= 1 und d= —11
11

zu losen.
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Aufgabe 12.19

a) Zeigen Sie, dass das lineare Gleichungssystem Ax = b mit

A=

— e O DN
—_— O

nicht 16sbar ist.
b) Losen Sie deshalb das Approximationsproblem
|Ax — b||*> — min!

mit Hilfe der QR-Zerlegung von A.

Aufgabe 12.20

a) Schreiben Sie eine Matlab Funktion QRSolve(A,b), die unter Verwendung der Funk-
tion QRDecomposition aus der Vorlesung das Gleichungssystem Ax = b 10st.

b) Testen sie diese Funktion anhand der Beispiele

1 2 X1 . 5
2 1 X2 - 1
und
1 2 3 X1 9
—1 0 -3 X2 = —11
0 -2 3 X3 11

c) Erweitern Sie die Funktion QRSolve zu einer Funktion, die lineare Ausgleichspro-
bleme fiir nichtquadratische Matrizen A 16sen kann.

d) Testen Sie diese Funktion anhand des Beispiels

|Ax — b||* — min

1 0 1
mit A = 2 1 und b = 1
0 1 1
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Aufgabe 12.21 Betrachten Sie den Vektorraum

V=A{f:]0,n] = R|f(x) = cysin(x) + ¢z sin(2x) + c3sin(3x) mit ¢y,cz,c3 € R}.

Die Funktionen

bilden offenbar eine Basis des Vektorraums V.

a) Zeigen Sie, dass vy, v, und v3 beziiglich des Skalarproduktes
T
gw) = [ v ax
0
orthogonal sind.

b) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis (ONB) dieses Vektorraums.

c) Berechne Sie die orthogonale Projektion der Funktion

SIETSIE

x <
T—Xx : x>
auf den Vektorraum V beziiglich g(-,-).

Tipp: Zeigen Sie zunéchst

sin(ax) sin(bx) = = (cos((a — b)x) — cos((a+ b)x)).

NS N
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Aufgabe 12.22 Thema: Eigenschaften schiefsymmetrischer Matrizen
Sei A eine reelle n x n Matrix mit AT = —A, d. h. A ist schiefsymmetrisch. Welche Aussa-
gen sind richtig?

a) Die Spur von A, trA, ist gleich null. jaOd nein O
b) Es gilt detA = 0 fiir n = 2. jao nein OJ
c) Es gilt detA = 0 fiir n = 3. jad nein O
d) Es gilt Ax-x =0 fiir alle x € R". jad nein OJ

e) Wenn A € R ein Eigenwert von A ist, dann folgt A = 0.

jad nein O
f) expA ist eine orthogonale Matrix. jand nein O
g) Es gilt det(expA) = 1. jaO nein O

Aufgabe 12.23 Thema: Orthonormalsystem und orthogonale Projektion
Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und U = span{uj,...,u, } ein Unterraum, wobei
{uy,...,u, } ein Orthonormalsystem sei. Welche Aussagen sind richtig?

a) WennveVundvuy; =0fliri=1,...,n, dann ist v = 0. jaOd nein O

b) Die orthogonale Projektion Pv € U eines Vektors v € V ist
eindeutig bestimmt und es gilt: Pv = Y | (v-u;)u;.

jad nein O
c) Firv,w eV gilt: Pv-Pw =Y | (v-u;) (w-u;).

jad nein O
d) Wenn v € V, dann gilt: ||v|?> = ¥, (v-u;)?.

jad nein O
e) Wenn v € U, dann gilt: |v||> = YL, (v-u;)*.

jagd nein O
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Aufgabe 12.24 Thema: Normalengleichungssystem
Sei A eine m x n Matrix. Betrachten Sie das Normalengleichungssystem

ATAx=ATb
fiir b € R™. Welche Aussagen sind richtig?
a) Fiir b = 0 hat das System stets nur die triviale Losung. jad nein O

b) Ax ist eindeutig bestimmt, auch wenn es mehrere Losungen x € R” gibt.
jaOd nein O

¢) Gilt Rang von A gleich n, dann ist AT A positiv definit. jad nein O

d) IstA eine symmetrische n X n Matrix, dann ist jede Losung des Systems auch Lésung
von Ax = b. jaOd nein OJ

Aufgabe 12.25
a) Was ist die Definition einer orthogonalen linearen Abbildung f : R" — R"?

b) Wann ist eine Matrix A € R"" orthogonal?

Aufgabe 12.26 Betrachten Sie die Funktion
%x, x€0,m),
flx)=¢2-1x x € [7,27),
fx—2km), x € [2km,2(k+1)7), k€ Z.
a) Skizzieren Sie die Funktion f(x) fiir x € [—27,47].

b) Berechnen Sie die ersten 4 Fourierkoeffizienten dieser Funktion, d.h. berechnen Sie

1 2=
=— d
a0 = _ : f(x)dx
und firk=1,...,4
1 2=
ak:—/ f(x)cos(kx)dx.
T Jo

c) Argumentieren Sie, warum by = % 02 " f(x) sin(kx)dx = O fiir alle k € IN gilt.
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1 3
Aufgabe 12.27 Betrachten Sie die von den Vektoren [ 1 | und | —1 | aufgespannte

0 V8

Ebene durch den Ursprung.
a) Berechnen Sie eine Orthonormalbasis der Ebene.

b) Berechnen Sie mit Hilfe der Orthonormalbasis die Projektion des Punktes p =
1

% auf diese Ebene.

V2

¢) Geben Sie die Ebene in der Form {x|x-n = d} an.

d) Berechnen Sie mit Hilfe von n erneut die Projektion des Punktes p = auf

S

diese Ebene.

Aufgabe 12.28

a) Es sei g : R — R eine periodische Funktion mit Periode 27 und Lipschitz-stetig.
Geben Sie die Fourierdarstellung (einschlieBlich der Formeln zur Berechnung der
Koeffizienten) von g an.

b) Angenommen die Funktion g wére nun 7 periodisch. Gilt die Fourierdarstellung wei-
terhin?

¢) Betrachten Sie nun die spezielle Funktion
f(x) = sin?(x).

Begriinden Sie, warum fiir die Fourierkoeffizienten b; aus der Vorlesung fiir alle
k>1giltb,=0.

d) Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten ag,a; und a, aus der Vorlesung fiir f(x)
(Tipp: Verwenden Sie zur Berechnugn von as: sin(x) = (1 — cos(2x)). Warum gilt
dies?).
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

Aufgabe 12.29

a) Erweitern Sie die Funktion QRSolve vom letzten Ubungsblatt zu einer Funktion, die
lineare Ausgleichsprobleme fiir nichtquadratische Matrizen A 16sen kann.

b) Testen Sie diese Funktion anhand des Beispiels

|Ax — b||*> — min

1 0 1
mit A = 2 1 und b = 1
0 1 1

Aufgabe 12.30 Berechnen Sie die Koeffizienten zur Approximation der Funktion f(x) =
sin®(x) mittels Schneller Fouriertransformation (FFT) fiir 8 Punkte.

Aufgabe 12.31 Betrachten Sie die Funktion

%x, x€0,m),

fx)=¢2-1x x € [7,27),
f(x—2krm), xe€[2kn,2(k+1)m), k € Z.
a) Berechnen Sie die Koeffizienten zu einer Approximation dieser Funktion mittels
Schneller Fouriertransformation (FFT) fiir
(i) 4 Punkte und
(i) 8 Punkte.

b) Plotten Sie die Funktion f und die beiden Approximationen mittels eines geeigneten
Programms (z.B. Matlab).
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12.7 Ubungen

Aufgabe 12.32
a) Zeigen Sie,
@ @)=z
() 7" =22,

coen 2] j
(i) 25, = 2,

(iv) z=2,",
j j+n
(V) Z2}’l - _Z2}’l .

b) Zeichnen Sie zﬁ und zé auf dem komplexen Einheitskreis. Interpretieren Sie die Re-
lationen aus der ersten Teilaufgabe am komplexen Einheitskreis.
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12 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

Aufgabe 12.33
a) Betrachten Sie die Koeffizienten ¢, der Forier-Interpolation zu den Funktionswerten
f Jo

n—1

—I

nee=Y fizg,
Jj=0

wobein € Nund f; € Rfiirallei=0,...,n—1.
Schreiben Sie fiir den Fall n = 4 die Formeln fiir 4c(, 4c1, 4c> und 4c3 ohne Verwen-
dung des Summenzeichens.

b) Betrachten Sie fiir n = 2 die zwei Interpolationsprobleme zu den Funktionswerten
80,81 bzw. hg, hy, dann gilt fiir deren Koeffizienten

2dy = gozg +g1Z(2) 2e0 = hozg + hlzg
2d) = g0+ 812, 2e1 = hot) + Mz, !
Sei nun
go = fo+ f2,
g1 = fit+ /3,
ho = (fo— f2),

h=(fi—f)z "

Welchen Zusammenhang zwischen 4cg, 4c¢o, 4¢3, 4c4 einerseits und 2dy, 2d;, 2ey,
2e; andererseits stellen Sie fest?

¢) Woher kennen Sie den Zusammenhang der Interpolationsprobleme?
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Aufgabe 12.34

a) Schreiben Sie eine Matlab Funktion QRSolve(A,b), die unter Verwendung der Funk-
tion QRDecomposition aus der Vorlesung das Gleichungssystem Ax = b 10st.

b) Testen sie diese Funktion anhand der Beispiele

(1)) - ()

und
1 2 3 X1 9
-1 0 -3 X2 = —11
0O -2 3 X3 11

Aufgabe 12.35 Losen Sie mit Hilfe der QR-Zerlegung das lineare Gleichungssystem

Ax = b mit
-3 2 1

Aufgabe 12.36 Bestimmen Sie ( ; ) € R? so, daB

1 -2 0
-l (25 (1) (1
2

2

minimal wird.

Berechnen Sie den Wert der Funktion f an dieser Stelle.
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13 Extremwertaufgaben im R”

Betrachten wir zunéchst ein paar Beispiele:

Minimum

/ Erinnerung: Eine Funktion f: R — R sei differen-
\ kein Extremum

\\ zierbar.
/ 4§ Maximum

Taylorentwicklung:  f(x+h) = f(x) + f'(x)h + 3D*f(x)h? + o(h?), falls f zweimal
stetig differenzierbar ist.

f'(x) = 0 ist notwendige Bedingung fiir ein lokales
Minimum oder Maximum in x.

Satz 13.1 (hinreichende Bedingung) Eine Funktion f sei zweimal stetig differenzierbar

(<)
inxmit f'(x) =0, f"(x) > 0, dann hat f in x ein lokales Minimum (Maximum).

h) — 'w)=0 f" h?) (<)
Beweis: Es gilt flat h>2 f@x) s (®=0 ) 2(x) + 0(hz ) > 0 fir & klein genug,
——

h—0
—0

(<) _
= f(x+h) > f(x)firalle h < h< 1= Beh.

Betrachten wir nun f: R2 — R:

(i) f(x,y) = x> +y?, offensichtlich gilt £(0,0) < f(x,y) fiir alle x,y € R. Weiterhin ist

orad f(x,y) = ( ;;‘) Derad f(x,) = (3 8)

Die Eigenwerte von Dgrad f sind positiv. Dies ist eine Verallgemeinerung von f”(x) >
0in 1D.

.. -2 0
) F03) =~ 457) e Derad ) = (0 ).
Es gilt £(0,0) > f(x,y) fiir alle x,y € R und die Eigenwerte von Dgrad f sind negativ.
sy 2 2 0 N
(iii) f(x,y) =x~—y*, Dgradf(x,y) = 0 -2 ) d.h. die Eigenwerte haben unter-
schiedliches Vorzeichen. Fiir die Funktion gilt £(0,0) > £(0,y) und f(0,0) < f(x,0).
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13 Extremwertaufgaben im R"

) (i) (iii)

Minimum Maximum Sattelpunkt

¥ 3 y?
Beispiel 13.2 f(x,y) = 7 + 7% + R
Betrachten wir zundichst das Verhalten von f in bestimmten Richtungen, hierfiir definieren

wir g(t) := f(tv,tw). Dann gilt

(W) =(1,0) ~ gl =",

77
7z
v

ll',,,'
/44

Y
s

) = (01) ~ gl0)=",

L7
I"“‘I
7

~
[\)
W
[\ )
~
\S]
7
r
17
17
17
"y
ity

(rw) = (1,1) ~ g(t) =5+ + =20,

(vyw)=(1,-1) ~ g(t):Z_Et +Z=—t.

Wie vermeidet man das ,, Testen “aller Richtungen? Es gilt

1 3 2
_ (3 3 N (xy_x 3 3 )
fxy) (;_1 %)(y> (y) Tttt
—_——

A

) (43
A ist symmetrisch, also diagonalisierbar:
1 0 5~
A=0DQ", D:(O _;), Qz(f f)
2 V2 2

< o=( %) ()0 ;)

X+

wobei Q7 ( i ) = ( —xery ) einem Wechsel des Koordinatensystems entspricht.

V2

1 1
= In Richtungen ( \{i ) , ( 1\@ ), welche den Spalten von Q und damit den Zeilen
V2 V2

von QT = Q7! entsprechen, erhalten wir
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13.1 Zweite Ableitung und Hesse-Matrix

ne _ 1 2
()l (2)-5
NG NG 2

Durch die Wahl des neuen Koordinatensystems passend zur Diagonalisierung der Matrix
A =2Dgrad f(0,0) ist die Form des Graphen von f leicht erkennbar.
Beachten Sie: Die Eigenvektoren von A stehen in den Spalten von Q, denn

A=0D0" = A0 =0D,

also spielt Q die Rolle der Matrix U in Satz 9.12.

13.1 Zweite Ableitung und Hesse-Matrix

Betrachten wir nun allgemein zweite Ableitungen von Funktionen f : R" — R:
Die erste Ableitung von f in x definiert sich als die lineare Abbildung Df(x) : R” — R mit

fx+v)=f(x)+Df(x)(v)+o(v) firalleveR".

Wir schreiben V f(x) fiir die Matrix zu Df(x) mit V f(x) = (Jx, f(x), ..., dx, f(x)) als Zei-
lenvektor, dann gilt

Fx4v) = f(0) 40, f(X)vi + ... 4 O, f(X)vn +0(v).

Nun ist grad f : x — grad f(x) eine Funktion von R" — R” wobei grad f(x) = Vf(x).
Wenn nicht nur f differenzierbar ist, sondern auch wieder grad f, dann erhalten wir

grad f(x+w) = grad f(x) + Dgrad f (x)w +o(w).

Hier ist Dgrad f(x) die Jacobi-Matrix zur Funktion grad f(x). Wir schreiben auch D?f(x)
und nennen die Matrix hierzu die Hessematrix zu f an der Stelle x:

*f *f
r1 9, Den ey
Df=| z
r2f ... PF
Jx1 I N

Interpretation der Hesse’schen als Bilinearform:

Df(x)(-) : R" — R ist eine lineare Abbildung. Fiir festes v € R" ist Df(-)(v) : R* = R
eine Funktion auf dem R". Falls diese wieder differenzierbar ist, erhalten wir

Df(x+w)(v) =Df(x)(v)+ (D(Df)(x))(v)(w) +o(w)
wobei  D(Df)(x) : R"xR" = R;  (v,w) — (D(Df)(x))(v)(w).
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13 Extremwertaufgaben im R"

Fiir (D(Df)(x))(v)(w) schreiben wir auch D?f(x)(v,w). Nach Definition von Df und
D(Df)(x) ist D*f(x)(-,-) eine Bilinearform, d.h. linear in v und w. In Koordinaten erhalten
Wir:

9%/ (x)

axjgxi '

Die Hesse-Matrix ist die Darstellung dieser Bilinearform im euklidischen Skalarprodukt:

D*f(x)(eie;) =

n

D f( Z Wj:sz(x)v-w.

Hierbei schreiben wir D?f(x) sowohl fiir die Matrix aller zweiten Richtungsableitungen

( 8325‘ ) , als auch fiir die Bilinearform die hinter der zweiten Ableitung steckt.
xj J\i 7j ]7 7n
D.h. wir nutzen fiir die lineare Abbildung und fiir die sie darstellende Matrix in der qua-

dratischen Form des Skalarprodukts das selbe Symbol.

Notationskonvention: g bedeutet, dass f zuerst in Richtung ¢;, dann ich Richtung e;

Y
abgeleitet wird. Demzufolge bezieht sich in D? f der Zeilenindex auf die erste, der Spalten-
index auf die zweite Ableitung. In der Schreibweise D? f(x)(v,w) wird zuerst in Richtung
v, dann in Richtung w abgeleitet.
Der folgende Satz sagt jedoch, dass diese Unterscheidung in den meisten Féllen nicht von

Bedeutung ist:

Satz 13.3 (Schwarz) Sei f: R" — R zweimal stetig differenzierbar, dann gilt fiir alle v,w €
R”:
D*f(x)(v,w) = D* f(x)(w,v).

D.h. die Bilinearform D?f(x) ist symmetrisch und damit ist dann auch D*f(x) eine sym-
metrische Matrix:

9*f () 9*f

X)) =
&xi axj a_xj ax»

(%)

1

Beweis: Wir beweisen dies ohne Beschrinkung der Annahmen fiir den Fall » = 2 und eine
Funktion f : R? — R mit (x,y) — f(x,y). Auf der einen Seite erhalten wir mit dem Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung angewendet auf die Funktion x — f(x,y +w) — f(x,y)
fiir eine Zwischenstelle & € (0,v) und dann auf y — f(x+&,y) fiir eine Zwischenstelle
ne0,w)

(fOt+vy+w) = fy+w) = (fx+vy) — f(x)))
(Ocf(x+&y+w)—oif(x+&,y))v
= ayaxf(x—’_éay"f— n)VW

Anderseits konnen wir den gleichen Term mit dem Mittelwertsatz angewendet auf die
Funktion y — f(x+v,y) — f(x,y) fiir eine Zwischenstelle fj € (0,w) und dann auf x —
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13.2 Lokales Verhalten in der Néihe von Extremstellen

f(x,y+ 1) fiir eine Zwischenstelle & € (0,v) anwenden und erhalten

(fx+vy+w) = fx,y+w)) = (f(x+v,y) = f(x,)))
= (O f(x+vy+q)—of(x,y+1))v
= odyf(x+&,y+7)vw

Da dies fiir alle v,w hinreichend klein gilt, folgt

00y f(x+E&,y+1) =y f(x+&,y+n).

Nun lassen wir v,w gegen 0 gehen und erhalten mit der Stetigkeit der zweiten Ableitungen

axayf(x7)7) = ayaxf(xay)'

13.2 Lokales Verhalten in der Nahe von Extremstellen

Definition 13.4 Eine symmetrische Matrix A, bzw. die dazugehorige quadratische Form
(v,w) — Av-w, heifst

* positiv-(semi)-definit, falls die Eigenwerte von A alle positiv (nicht-negativ) sind.
* negativ-(semi)-definit, falls die Eigenwerte von A alle negativ (nicht-positiv) sind.
* indefinit, falls es positive und negative Eigenwerte gibt.

Definition 13.5 (kritischer Punkt) f : R" — R sei differenzierbar, dann heifit ein Punkt
x € R" mit grad f(x) = 0 kritischer Punkt.

Satz 13.6 (Hinreichende Bedingung fiir Extrema) Die Funktion f: R" — R sei zweimal
stetig differenzierbar und x sei ein kritischer Punkt, dann ist

x lokale Minimalstelle von f (d.h. f(y) > f(x) fiir alle y mit ||y — x|| < € fiir ein
€ > 0), falls D> f(x) positiv definit ist.

x lokale Maximalstelle von f, falls D? f(x) negativ definit ist,

* x keine Extremstelle (Sattelpunkt), falls D* f(x) indefinit ist,

im allgemeinen Fall keine Aussage moglich, falls D? f(x) positiv oder negativ semi-
definit ist.
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13 Extremwertaufgaben im R"

Beweis:

flx+v) = f(x)—i—/Ol%f(x—f—tv)dt

= )+ A Df(x)(v) +D? £ (x) (v,1v) + r(x,v)|[v]| dt

1 1
= f(x)+Df(x)(v)+D2f(x)(v,v)/0 tdt~|—/0 r(x,tv)||v| dt

=:R(x,v)|[v[|2

r(x,rv) vl =0

1
= f(x+v) = @) +DF) ) + 5D () (4,v) +R(x,v) ]
(vgl. Taylorentwicklung in 1D)

PIL=0 2 <x+v>—f<x>>=102f<>(H B H)+R<x 0.

D2 7y

(i) Falls D? f(x) positiv definit ist, so gilt (siche Wlederholung weiter unter):
D’f(x)v-v> min A4|v|* < D*f(x ) min A;

=1 Il H [ =
——
>0

= V2 (f(x+v) = f(x)) > min A;+R(x,v) >0 falls ||v|| klein genug,
i=1,...,n N——

v||—0
M50,

= f(x+v) > f(x)fir alle ||v|| klein genug.
(ii) Analog gilt fiir eine negativ definite Hesse-Matrix D? f(x):
D’ f(x)v-v < _max Ail|v|?

= f(x+v) < f(x)fiir alle ||v|| klein genug.

. . . (<)
(iii) Ist D?f(x) indefinit, so gibt es eine Eigenrichtung v* zu einem Eigenwert A* > 0
mit

D f(x) (v¥,vF) = A% v |?

+
S Flerv) = 0+ AP R

. >
-~

> 0 fiir geniigend kleines v,

< 0 fiir geniigend kleines v—.
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13.2 Lokales Verhalten in der Néihe von Extremstellen

Damit ist die Behauptung bewiesen.
O

Wiederholung zur Diagonalisierung symmetrischer Matrixen (siche Folgerung 9.9)

Es gilt: nllin AV <D*fv-v < _max Ad|v]]%.
i=1,...n i=1,...,n

A 0 | |
Hierzu: D*f=0 o', 0=0T=| v - v,
0 A | |
A 0
& 0 =D*fQ
0 An

~ QL,'V,' = szv,'.
Damit erhalten wir
M 0
D’fyv-yv = oTv-oTv
0 Ay

= M (QTV)] + .+ 2 (Q7V),

T
< max 47PN max 4)[v]

( > min A[|Q7v|? = ( min /1,-)||v|2).
i=1,....n i=1,...n

Beispiel 13.7 Betrachte f(x,y) = 6xy —3y* — 2x3, dann ist
Vfi(xy) = (6y—6x*6x—6y)=0
= x=y6(x—x*)=0 < x=1loderx=0,

= ( i ) und ( 8 ) sind kritische Punkte,
’ B —12x 6

Nun ist

D?£(0,0) = ( 2 _66 ) mit Eigenwerten —3++/45  (indefinit) und

sz(l,l) = (_612 —66> mit Eigenwerten —9 ++v45  (negativ definit).

Die Funktion f hat also in ( 8 ) einen Sattelpunkt und in ( }

> ein lokales Maximum.
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13 Extremwertaufgaben im R"

Im Folgenden betrachten wir zwei geometrische Probleme:

(i) Zu Punkten a',...,a" € R ist der Punkt x € R? gesucht, fiir den die Summe
n

f) =Y |x- a¥||* minimal wird.
k=1
Hierzu: Die notwendige Bedingung ist:

Vix) = (i 8xi(x—ak).(x—ak)) = (iZ(xi—af)> =0
k=1 i=1,23 k=1 i=1,2,3

n
= 2nx;=2 Z af-c
k=1

1 v &
= Xi = — Z Cll'
oy
1 & g
= Xx=- Z a”  (Schwerpunkt).
=
Es gilt D*f(x) = (2n8;;);; = 2n1 (positiv definit), daher ist der Schwerpunkt ein
eindeutiges Minimum.
(i) Nun betrachten wir zu drei Punkten a',a?,a® € R? den Punkt x € R?, fiir den
1 2 3
fO) = lx—a'll+llx—a’|[+[lx—a|

minimal wird.
Hierzu: Betrachte zunichst eine Funktion g : R?> — R definiert durch

2(x;—a) Xi—a
T - =
24/ X (i —a;)?
xX—a
“ = gradg(x) = ——
lx—a
" x—al x—a* x—a’
= grad f(x) = + + :
lx—a'l] ~ x—=a]  lx—a?|
/\\ —_—— ——— N——
r r3 =r =N =r3
fiir x # o'
Notwendige Bedingung:
" N ri+ra+r3=0 (%)
~»  Wegen ||r;|| = 1 fiir alle i, bilden die Vektoren ein
3 gleichseitiges Dreieck,

= Der Winkel zwischen r;, r; fiir i # jist %.
Die drei Winkel im Punkt x in der oberen Skizze sind also alle drei gleich 7 — § =

(98113

.
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13.3 Lineare Gleichungssystem und Minimierungsaufgaben

Fiir eine hinreichende Bedingung betrachte die zweiten Ableitungen von g und f:

1 Xi—a xj—a L;i=]
O Ovo(x) = — [ & — ! 8j=19 o
rio8) Hx—dl(” |u—amu—ﬂu)ﬁ’ ’ {Oswmﬁ’

! xX—a
el ) T
]l rrl L—rrl 1—r3rd
zﬂﬂn»v:“WV—OhmV WP = (v r)? | VP = (- rs)?
[x—a'| ||lx —a?|| x—d

Nun ist stets |v-r;| < ||v|| (Cauchy-Schwarz); Gleichheit gilt dabei nur, wenn v €
span{r;}. Damit sind alle drei Summanden nicht negativ, und falls span{r|,r;,r3} =
RR? ist, so gibt es zu jedem v € R? ein r;, das nicht in dieselbe Richtung zeigt (und
dessen zugehdriger Summand daher positiv ist). Also ist = D?f(x) positiv definit.

Bemerkung 13.8 Falls span{ry,ry,r3} eine Gerade ist, so ist x = ap eine
Losung. Ebenso, falls der Winkel des von ay,a,a3 aufge-
spannten Dreiecks in der Ecke ay grofier als 120° ist. In

a3 diesen Fdllen gibt es keinen Punkt x, fiir den ri+r,+r3; =0
a

ist, also keinen kritischen Punkt.

In diesem Fall ist die Funktion f an der Minimalstelle nicht
differenzierbar (s.o.), daher muss die obige notwendige Be-
dingung hier nicht erfiillt sein.

ai

Bei nur zwei Punkten ist jeder Punkt auf der Verbindungsgeraden Minimalstelle.

13.3 Lineare Gleichungssystem und Minimierungsaufgaben

Nun untersuchen wir den Zusammenhang zwischen dem Losen linearer Gleichungssyste-
me und Minimierungsaufgaben:

A € R™" sei positiv definit und symmetrisch, definiere nun f(x) = %Ax-x —b-x
(f : R" — R). Dann ist

1 1
WS = g (Z SAiji be,> =5 LA T3 LAwri— by
j i

1
= grad f(x) = 3 (Ax+ATx) —b=Ax—b.  (wegen AT =A)
D.h. der Minimierer x* der Funktion
1
fR"=>R, x— EAx-x—b-x

ist die Losung des Gleichungssystems Ax = b.

479



13 Extremwertaufgaben im R"

Bemerkung 13.9 Ist D’ f(x) = D(Ax — b) = A positiv definit, dann ist x tatsichlich das
Minimum von f(-).

Diese Beobachtung kann man verwenden, um ein approximatives Losungsverfahren fiir ein
Gleichungssystem mit positiv definiter, symmetrischer Matrix zu definieren:

Schema 13.10 (Gradientenverfahren)

x=x9o€R" (Anfangswert);

Berechne iterativ: p=gradf(x);
Bestimme das Minimum t* von g(t)= f(x—1p);
Berechne neuen Punkt x=x—t*p;

Zum obigen 1D Minimierungsproblem: Es gilt
gt) = —(Vf)(x—tp)p=—gradf(x—1p)-p
= —(Alx—1p)=b)-p,

notwendige Bedingung: ¢'(t*) = 0< (Ax—b)-p=tAp-p,

h D.h. solange p # 0 (Ax # b) ist, gilt
a

") o Ax=b)-p _ p-p
Gerade -

1= xg+1p Ap p B Ap p

50 = 1) (Es war p =Ax—b = grad f(x).)

R

Das daraus resultierende Verfahren zur Losung linearer Gleichungssystem, mit einer Ma-
trix die positiv definit und symmetrisch ist, nennt man Gradientenverfahren.

13.4 Taylorformel im R”

Erinnerung: Ist f : R — R (k4 1) mal stetig differenzierbar, dann gilt

fa+8) = flo+Drwe+ 20 DI D) g

DM f(x+ ﬁé)gkﬂ
(k+ 1)

:0(§k+1)

0(§k+1)

E2+ E3 4.+

i

k' D
)3
i=0
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13.4 Taylorformel im R”"

Zunichst bendtigen wir eine etwas erweiterte Notation:
Wir nennen & = (Qy, ..., &) mit a; € N fiir i = 1,...,n einen Multiindex mit
| =+ o+ .+ 0y, X =272 a0 al= ol
Ist f: R" — R eine |a|-mal stetig differenzierbare Funktion, so setzen wir
%f(x) =95 9.0 f(x), wobeidf = dy;...0
——
o; Ableitungen
Zum Beispiel fir x e R?, f : R? = R
2300 =, 900 f(x) = 95 f(),
10— Bl 9 f(x) = 32 30,/ ().

Satz 13.11 (Kettenregel) Es sei f: R" — R k-mal stetig differenzierbar und
g(t) := f(x+1&) fiirt € Rund x,& € R" (fest), dann gilt

k !
Crel)= ¥ 0% (x4 iE)E

|a|=k
(Die Summe ist dabei iiber alle Multiindizes oc € IN§ mit |ct| = k zu bilden.)

Beweis: Zunichst zeigen wir durch Induktion:

dk n n n
tkg Z Z Z o ax,k 1 xilf(x"i_té)éil"'éik

ih=lib=1 =1

d d
Hierzu:—g(t) d—f(xl +1&,x0+ 1y, xn +1E)

dt
Z&x,f (x+1&)E v

i=1

k+1

k~k+1 Wg(t) - Z ax,kﬂ (d kfx+t§)) élqul

It1=1
n
1=

Nun definieren wir a; € Ny als die Anzahl der Indizes i; mit iy = j. Dann gilt §;;...§;, =

HEPR.EM = % Nach dem Satz von Schwarz kann man die Ableitungen vertauschen,

also gilt

Z Z’ Xik+1 xzk Xi1f<x+t§)gil"'§ikéik+l

Lig i

Do Ory FXH1E) = 0L .9 f(x+1E) = I F(x+1E).
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13 Extremwertaufgaben im R"

Es gibt aber W k-Tupel (iy,...,i;) bei denen der Index 1 o-mal, der Index 2 ;-
mal, ..., der Index n o,-mal auftaucht. All diese Tupel konnen wir also zusammenfassen
und erhalten eine Summe iiber alle solchen Tupel-Mengen. Daraus folgt

Sl = ¥ L0 iE)E
O

Satz 13.12 (Taylorsche Formel) Sei f: R" — R (k+ 1)-mal stetig differenzierbar, dann
gilt

fx+&) = Z m§a+ Z Mga

| |
o<k * o] =k-+1 s

fiir ein ¥ € (0,1) abhdngig von x und &.

Beweis: Definiere g(7) := f(x+1&). Nach Voraussetzung ist g (k+ 1)-mal stetig differen-
zierbar und mit der Taylorschen Formel fiir Funktionen einer Verdnderlichen gilt:

fx+g) =
f) = §0+50)+58 O+ ..+ 15e¥ 0+ e ()
- 8" (0) g ()
n mZ::0 m! * (k1)1
obiger Satz y @8O‘f(x)§a -y (k+1)!8“f(x+19§)§a
|a|:mm! o! Wordl (k+1)la!
k o @ f(ix
m=0|a|=m |a|:k+1 :

fiir ein ¥ € (0, 1). Daraus folgt die Behauptung.

Bemerkung 13.13 Fiir x € Bg(0) und ||§|| < O gilt

‘ L PICEO e | < c(rmmig

ot =k-+1 o
Rest:g;lied
x+9EEBR5(0)
Hierzu: Es gilt [0% f(x+ 9&)| < C(f),
#Ho||la| = k—|— 1} <C(n,k) und
o |—
[39 HinH-
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13.4 Taylorformel im R”"

Beispiele 13.14
(i) Betrachte das quadratische Polynom auf dem R>
px,y) =24 3x—2y+xy+x* —y%
Taylorentwicklung bei (x,y) = (0,0) ergibt:

p(v,w) = p(0,0)+dp(0,0)v+d,p(0,0)w
—— ~

=2 =3v =—2w
(le|=0) ~~ -
af=1
[Py 2, 1 {3y 2
+58xp(0,0)v +F8xyp(0,0)vw+ 58yp(0,0)w +0
:;%rvz :\rvw ::rwz
2

= 243v—2w+V+w—n’
(ii) Allgemeiner gilt fiir p € &, auf R" im Entwicklungspunkt 0:

1
P((x ) = c+b~x—i—§Ax~x, ceR,beR", A= (a;)ij€R"",

gradP(x) = b+ %(AT +A)x, D*P(x)= %(AT +A)
p(E) = p(0)+ ¥ 9%p(0)E% + ) PO g +0.
= \(x =1 ) \a =2 ' B
“ - 1 & 2al~,- 2 1V
:Z Jip(0)&; :EZ > &i +§”Z (aij+aji)&iS;
i=1 i l.ji:<ljiun
=b-& e
— EAg &

= c+b~§+%A§-§.

(iii) Gegeben sei die Funktion f(x,y) = sin(x)cos(y), dann ist die Taylor-Entwicklung

FletEy+E) = sin(x)cos(y) +cos(x)cos()§ —sin(x)sin(y)¢
B sm(x)zc!os(y) £2 _ cos ()EC - sm(x)zc!os(y) ¢

+0 (€. OI) -

(x) sin
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13 Extremwertaufgaben im R"

E"M’Ckel"(gf;r i e l w o e
= (3.0): .
r(Grege) = +( >'(5)+o+o(u<:,c>u3)
ol
r(E+res) = 1+o+§( )(8) () rouer)
- -l roneon).
(iv) Betrachte f(x,y) = /1 —x2 —y2, dann ist
fat a8 = sl vemarte): (3 )+ 50000 (§)(§)
+O(Hg )

it grad f(x,y) : (‘x)
mit gra X,y) = —F/———
s g VI—x2—y2 \ 7Y

(7)) ()

/T—x2—y2 (l_xz_yz)%

es ergibt sich fiir (x,y) = (0,0): = f(§,8) = 1+0—%(§2+C2) +0(||(§,C)||3)

und D* f (x,y) =

.

|
’ ) Flache von zweiter Ordnur
ein nach unten gedffnetes
Rotationsparaboloid

Allgemein sehen wir fiir x,& € R™:

Folgerung 13.15 Sei f: R" — R dreimal stetig differenzierbar, dann gilt

Fx+8) = Fx) + grad ()& + 5D F(0E -E+O(IEI).
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13.4 Taylorformel im R”"

Beweis:
fx+&) = ) 9%()E*+ ) 9°f(x)E*+ ), —8“ x)E*+O(|IE]P)
|o|=0 |or|=1 o 2
— WY ArE+ % Y RIRE+ Y a,F(0EE+0 (&)
i=1 i=1 i<j
= f(x)+grad f(x) Z]aa,f @)&E+O(JIENP)
i,j

= )+ end f(x)-§ + 5D (08 -E +O(IEI1)

Hierbei folgt aus |¢t| = 2 entweder o = 2¢; ((2¢;)! =2) oder ¢ =¢; +¢;
((ei+ej)=1-1=1) firi# j.

Beispiel 13.16 Betrachte

= ||X ra X :—x 2 X :—1 ——x —XT
70 =i am o) = i 2110) = (1 i ||x||>,
P(x)
_ ( ) 3

P(x>v=v—(||;c_||'v)H;C_H

= P(x) ist Projektion auf die Tan-
gentialebene an By in x.

N =4

(Xl
Normalenvektor an Kugel
mit Radius [|x|| im R”

Verwenden wir. dass fiir die Projektion P(x) gilt P(x)& - & =
P(x)& - P(x)&, so erhalten wir

P(x)& - P(x)6

= lx+cll = [x+N-S+
21|

+0(IEIF)

2
= e g+ ZEEE o)

linear in Richtung
der Normalen quadratisch in
tangentialen Richtungen
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13 Extremwertaufgaben im R"

Beispiel 13.17 (zu Taylorentwicklungen hoherer Ordnung:)
Betrachte die Entwicklung um (0,0) der Funktion
flxy) = 1—cos(x)+y’,

(0) > _sin(0)
fE0 = S8 -

2-3
?C3+0(|§|4)

= S8+ H0(E).

£+
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13.5 Der Satz iiber implizite Funktionen

13.5 Der Satz Gber implizite Funktionen

Beispiele 13.18 (Hinfiihrung)
(i) Betrachten wir die Funktion f(x,y,z) = x*>+y>+z> — 1 und die Menge B={(x,y,2) | f(x,y,2) =
0}.
B ist die Kugel mit Radius 1 um den Nullpunkt. Die Kugel ist keine Graphenflcdche,
aber lokal kann sie als Graphenfiiche geschrieben werden:

/(27:L\V BN{z>0} = {m%vl—ﬂ—ﬁﬂﬁ+ﬁ<1}
% | BN{z<0} = {(x,y,—\/l—xz—yz)’x2+y2<1},

BN{x>0} = {( 1—y2—72,y,2) ) V42 < 1}.
Wir machen die Beobachtung:

B kann dort nicht als Graph iiber der x,y-Ebene geschrieben werden, wo z = 0 ist,
dort gilt d. f (x,y,z) =2z =0.

(ii) Sei f: R? = R, (x,y) — f(x,y) (z.Bsp. f(x,y) = x> +y> — 1 ) gegeben, ferner gebe
esein g: (a,b) — R; x — g(x) mit
fx,8(x)) =0
(im Beispiel: g(x) =v1—x*,a=—1,b=1).

Mit der Kettenregel berechnen wir:

d _of af d

S rg0)) = Z ) + L 0 ) =0
Falls %(x,g(x)) # 0 ist, folgt

d ) d

280 = =5 (01 (x50,

( Fiir das Beispiel erhalten wir: ‘g (x) =2 —z—lyZX =—3= —ﬁ)

(iii) Betrachten wir die Matrix M € R"™" mit n > m und M = (A,B), wobei A € R"™* B ¢
R™™ ist fiir k = n — m. Nun definieren wir

E:={zeR"|Mz=0}.
Mit 7 = (x,y) fiir x € R¥, y € R™ erhalten wir

E={(x,y) e R"|Ax+By=0}.
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13 Extremwertaufgaben im R"

Falls nun B invertierbar ist, so konnen wir nach y auflosen:

y(x)=—-B'Ax wund E= {(x,y(x)) ‘y(x) =B 'Ax,x € ]Rk}.

Nun formulieren wir das implizite Funktionentheorem:

Satz 13.19 (Implizites Funktionentheorem) Sei f : R¥™™ — R™; (x,y) > f(x,y) stetig
differenzierbar und xo € R¥, yo € R™ mit f(xo,y0) = 0.

Ist die m x m-Matrix 0yf(xo,yo) invertierbar, dann gibt es Umgebungen U (xq) von xq
und U (yg) von yo und eine differenzierbare Abbildung g : U(xy) — U(yo), x — g(x) mit
f(x,g(x)) =0 fiir alle x € U(xo), und es gilt

9:g(x) = =9 (x,8(x)) ™' 9 f (x, g (x))-

Falls (x,y) € U(xo) x U(yo) und f(x,y) = 0 ist, so folgt ferner y = g(x).

]lel flx,y)=0 Erinnerung: f(x,y) = ¥4y —1

Ay

y
'/'ﬁé U(xo) x U(o) ’ K( x0=0
(vo)
/\\ yo=1
.
~_ |
>Rk
' x —
U(xo) U(xo)

Wir benétigen fiir den Beweis den Begriff der Operatornorm einer Matrix:

Definition 13.20 Sei A € R™", dann definieren wir die Operatornorm von A:

Al := max {[[Ax[} |x € R", [|x]| = 1} = s [[Ax]

Hierbei ist ||Ax|| eine Norm im R™ und ||x|| eine Norm im R".
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13.5 Der Satz iiber implizite Funktionen

Lemma 13.21 Es gilt

(i) ||| - ||| ist wohldefiniert und eine Norm auf dem R™",

||A;C||
A
(”) ||| ||| 0

(iv) Ist B € R™, so gilt || AB||| < ||A ||| [l|B]|l-
Beweis:

zu (i) B1(0) = {x € R"|||x|| = 1} ist eine abgeschlossene Menge, x — ||Ax|| ist eine stetige
Funktion, also nimmt diese Funktion ihr Maximum an, und |||Al|| ist damit wohldefi-
niert. Wir iiberpriifen die Normeigenschaften:

A =0 = Ax=0 firallexe R mit|x| =1
X

= AH H—0 fiir alle x € R” mit ||x|| # 0
X
A0 Ax=0 firallexeR"
= A=0,
IAA[l = ﬁﬁ}]IIMXII |/U‘mf1_XHAXH AT ITAIL,
la+cll = max [|Ax +Cx| < max (llAx]| +lICxl[)
S max | Ax] + max ICx[| = [l NI+ NIl
= ||| - ||| ist eine Norm.
A
zu (ii) M = = Behauptung.
[l IIXH

zu (iii) x=0V

[[Ax]|
0 [lAx][ = Tl %] < m

zu (iv) Sind A € R™", B € R"™*, dann ist AB € R"*. Damit folgt

A

| H |HA!H [l x]].
V0 IE7R

()
4Bl = max [lABx] < max i Il [Bxl] =4 112 ]I

Beweis: [des Impliziten Funktionentheorems] O.B.d.A. seien xyg =0, yo = 0.
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13 Extremwertaufgaben im R"

(Umformulierung)

B:=9,f(0,0) € GL(m), h(x,y) :=y =B~ f(x,y).
Dann gilt dyh(x,y) = 1—B'9,f(x,y)
= k(0,00 = 1-B~'B=0.

Da h stetig differenzierbar ist, gibt es eine Umgebung W; x W> der 0 im R**", so
dass

1
k(e < 3 fir (x.5) € Wy x Wa )
Wihle r > 0, so dass Vo, = {y € R"|||y|| < r} C W,. Da h(0,0) = 0 und & stetig ist,
gibtes ein s > 0, so dass V| = {x € R¥|[|x|| <s} C W) mit

r
sup [[A(x, 0l =: & < £
xX€V]
Aus der Definition von A(x,y) folgt, dass f(x,y) =0 < h(x,y) = y.

(Eindeutigkeit von y € V, zu x € V| mit f(x,y) =0)

Angenommen es gelte f(x,y;) = f(x,y2) fir x € Vi, y1,y2 € Va, dann folgt mit dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

y2—=y1 = h(x,y2) —h(x,y1) /—hy1+tyz—y1))d

_ [j%ﬁbﬂ+f@2—yﬂﬁf@2—YO =

2=yl < tren[gx lloyh(y1 +t(v2 = y0)) Il ly2 =1l

®
—Hyz—ylH

Damit folgt dann aber, dass y, = y;.

(Existenz einer Funktion g)

Wir definieren eine Folge von Funktionen (g )x—o,... mittels

go(x) = 0 firxeVy,
ger1(x) = h(x,gk(x)).

Im Folgenden beweisen wir, dass g; gegen eine Funktion g konvergiert. Hierzu:

(**)

lgca@-gl = g —hwge W)
T s - gl
< S ylgr00 - g0l = pllh(x0) 0]
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13.5 Der Satz iiber implizite Funktionen

Nun definieren wir eine Teleskopsumme:

k—1 k—1
1
() =) (gin1(¥) —&;() = e < ) e <2e <r
J=0 j=0

(geometrische Reihe: ¥.77 % =2)

D.h. g;(V}) C V, und damit ist die Definition (**) sinnvoll. Ferner konvergiert die
Folge gi(x) fiir alle x € V}, da sie durch die geometrische Reihe dominiert wird. D.h.
wir definieren einen Funktion

g(x) = lim gi(x)

k—ro0

als den punktweisen Grenzwert. Weiterhin folgt aus g1 (x) = h(x, gx(x)):

§(x) = h(x,g(x)) & flr.g(x)) =0.

(Differenzierbarkeit von g)
Es geniigt zu zeigen, dass Dg(xg) = Dg(0) = —B~'A, wobei A = 9,£(0,0),B =
dyf(0,0). Fiir ein allgemeines x € V| mit y = g(x) folgt die Aussage, dann durch
Ersetzen von (xg,yo) durch (x,y). Da f € C! ist B invertierbar und f(x,y) = £(0,0) =
0 folgt

0= f(x,y) = £(0,0) +Ax+ By +o((x,y))
0=Ax+By+o((x,y))
g(x) =B 'Ax—B ' o((x,8(x)))

—_——
<e(rs) (¥ + llg@)1)

mit ¢(r,s) — 0 fiir, s — 0

Wy

= (L=c(rs))llg@)|l < 1B~ Ax]| +[[[B[]] e(r, )] ||

= |lgx)|| <C|x|| falls ||x|| < sund r s klein genug
SO0 () = g(0) = B Ax+ B o)

=  Dg(0)=—-B'A.

Im letzten Schritt haben wir die Definition der Differenzierbarkeit verwendet.
O

Bemerkung 13.22 Aus dem Bewelis ergibt sich ein konstruktives Approximationsverfahren
fiir die Funktion g(-) aus dem Impliziten Funktionentheorem:

Schema 13.23 (Approximationsverfahren) Fiir x aus der Umgebung U (xo) berechne die
Folge:

go(x) = Yo;
gie1(x) = gk(x) =9y f(x0,50) " f(x, 8k(x))
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13 Extremwertaufgaben im R"

Im Beweis haben wir gezeigt, dass g, — g = g(x) konvergiert.
Fiir die Sphdire mit f(x,y) = x> +y*> — 1 = 0 und (xo,yo) = (0, 1) ergibt sich

go(x) =1,
1(3) = golx) — 3/ (5, g0x)) = 1= 32,
2
gz(X)Zgl(X)—% (x,81(x) =1—5x* %<x2—|—<1—1x2) —1)
zl—lxz—%x‘t

D.h. g>(x) entspricht der Taylorentwicklung vierter Ordnung von g(x) = /1 —x2.

Beispiele 13.24

(i) Betrachte die Funktion f : R? — R? definiert durch

2 2 2
Xy + -1 (2x 2y 2
f(x,y,Z) - ( X—y )7 Df_< 1 -1 0 ’

a(x,y)f = ( 21x E)i ) , invertierbar, falls y # —x.

D.h. es gibt Funktionen z — x(2),y(z) mit f(x(z),y(z),z) = 0.

Berechnung von x(z),y(z): Aus der zweiten Gleichung von f erhdlt man y(z) = x(z).
vi—z

NS

Setzt man dies in die erste Gleichung ein, folgt 2x(z)> = 1 — 72 = x(z) = £
D.h. es ist

{(x,y,z) |f(x,y,Z) = an % —X}
1—72 1—72
= {(\/\/; ,\/ﬁz ,Z> ZG(—Ll)}
_ 2 _ 2
U{ (—\/1\/; ,—\/1\/; ,z) zE(—l,l)}.
(ii) Gegeben sei folgende Funktion f : R® — R>:

¥ 4+y2—1 2x 2y O
f(X,y,Z)— < Z2+y2_1 )7 Df_ 0 2y 27 .

S
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13.5 Der Satz iiber implizite Funktionen

Parametrisierbar iiber y:

) . 2x 0 . .
Es ist Q(M)f: ( 0 2z ) invertierbar,
falls x # 0 und z #0;

xr=0sy’=1<z=0.

Parametrisierbar iiber x:

x . 2y . .
Es ist 8(%1) f= 2y 2 ) invertierbar,
falls y # 0 und z # 0;

y=0er=1a72=1,
=0y’ =1<x=0.

Parametrisierbar iiber z:

Esist Oy f = ( 20x g ) invertierbar, falls y # 0 und x # 0;

Esgiltx=0&y"=17=0,fenery=0=x>=172=1

D.h. {(x,y,2) | f(x,y,z) =0} ist weder iiber x, noch iiber y und z darstellbar bei
(0,1,0) und (0,—1,0).

Folgerung aus dem Impliziten Funktionentheorem: Der Umkehrsatz
Wenden wir uns nun dem allgemeinen Umkehrsatz im R" zu: Gegeben sei
f:R"=>R" x— f(x).

Falls es eine Umkehrabbildung g : U C R" — R” gibt mit (fog)(y) =y fiiralley € U und
g differenzierbar ist, dann haben wir bereits aus der Kettenregel abgeleitet:

1
D(fog)(y) =Df(g(y))Dg(y) = =1
e N N~
E]Rn,n GR”"” eRn,n 1

= Dg(y)=(Df(g()) "

Die Differenzierbarkeit von g und die Existenz einer Umkehrabbildung (zumindestens lo-
kal) folgt allerdings bereits aus der Invertierbarkeit von Df(x). Dies ist die Aussage des
Umkehrsatzes:

Satz 13.25 (Umkehrsatz) Sei f: R" — R" eine stetig differenzierbare Abbildung. Ist die
Matrix Df (xq) fiir ein xo € R" invertierbar, dann gibt es eine offene Umgebungen U von
xo, so dass fiirV = f(U) ={f(x)|x € U} gilt:

* f:U — V istinvertierbar, d.h. es gibt eine Abbildung g:V — U mit (fog)(y) =y,
* g ist stetig differenzierbar,

* Dg(y) = Df(x)~" mitx = g(y).
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13 Extremwertaufgaben im R"

Beweis: [mittels des Impliziten Funktionen Theorems] Definiere A(x,y) =y — f(x) und
yo = f(xo), insbesondere gilt dann i(xp,yo) = 0 und dyh(xo,y0) = —Df(xp) ist invertier-
bar.

Nach dem Impliziten Funktionen Theorem gibt es die Umgebungen U,V und eine Abbil-

dunge g, so dass
0="n(g(y),y)=y—f(g),

d.h. es gilty = f(g(y)), womit g die lokale Umkehrabbildung ist.

Ferner gilt dyg(y) = —axh(g(y),y)_l3yh(g(y),y)
= (Df(g(y) ' L= (Df(s()) "

Folgerung 13.26 (aus dem Impliziten Funktionentheorem)

Sei f: RF™ — R™ stetig differenzierbar, .M = {z € R*™| f(z) =0}, und es gelte
Rang (Df(z)) = m fiir alle z € .4 . Dann ldsst sich # iiberall lokal als Graph einer stetig
differenzierbaren Funktion iiber einer k-dimensionalen Ebene darstellen. Die Ebenen sind
als durch Koordinatenachsen aufgespannt wdhlbar.

Man nennt # in diesem Fall eine k-dimensionale, stetig differenzierbare Fliiche im R,
Ay y

Y
|

\ [
\ |
| |
a ]
[ /
\ |
\ |
\ |
\ [ /
\ | /
\ | /
\ /
\ | |
\ | [
\ [
\ /
L [
[ \ )
| | /
\ |
|\ -
I [
I T U I

Uber der x-Achse darstellbar Uber der y-Achse darstellbar

Beweis: Aus Rang (Df(z)) = m folgt: Es gibt eine Aufteilung der Variablen
X = (Zil 5%y s "'aZik) € Rk? y= (Zik+17"';zik+m) € Rm?

so dass dyf(z) € R™™ invertierbar ist (d)f(z) besteht aus den Spalten ix1,...,ix+m von
Df (z)) Aus dem Impliziten Funktionentheorem folgt dann, dass .# lokal als Graph einer
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13.5 Der Satz iiber implizite Funktionen

gl<Zi1 ) "'7Zik)
stetig differenzierbaren Funktion g : R¥ — R™; (Ziyy-eerZiy) : darge-

gm(Zil y "‘7Zik)
stellt werden kann.

Beispiele 13.27

(i) f(x,y,2) =x*+y*+22—1, Df(x,y,2) = (2x,2y,2z) hat Rang 1, aufer fiir (x,y,z) = 0.
Da aber 0 ¢ A = {(x,y,2) | f(x,y,2) = 0} ist, ist M eine Fliche der Dimension 2
im R3 (eine Hyperfliiche), nimlich die Kugel mit Radius 1 und Mittelpunkt 0.

) 22,2 2x 2y 2
(ii) f(x,y,z)z(x—ﬂ;j—yz ), Df(x,)GZ):( lx _)i ()Z)'

Df hat Rang 2 auf ganz M = {(x,y, 2)

fx,y,2) = < 8 ) } denn es gilt

2x 2x 2
(x,y,z)E//:>x:y:>Df(x,y,z):( lx _); OZ)

Diese Matrix hat nur dann nicht maximalen Rang, wenn x und z beide 0 sind. Dann
widire jedoch auch y = x = 0, der Ursprung liegt aber nicht auf /4. Damit ist # eine
1-dimensionale Fliche (Kurve) im R3. Setzt man x =y in die erste Gleichung ein, so
erhdlt man 2x* +z2 = 1, d.h. A ist ein Kreis gegeben durch die Parametrisierung

1

1
TECOSI ? 0 ‘
Y(t) = Jseost | =| 5 |cosi+ 0 |sint, t€][0,2m).
sint 0 1

Definition 13.28 Eine Hyperfliche im R” ist eine Fliiche der Dimension (n—1).

Bemerkung 13.29 Es gelten die Voraussetzungen der Folgerung 13.26, dann ist M der
Schnitt von m Hyperflichen im R™ k.

Die Umkehrung gilt jedoch nicht: Nicht jeder Schnitt von m Hyperflichen im R™ ¥ ist eine
k-dimensionale Fliche, siehe etwa Beispiel 13.24 (ii).

Beweis: Definicre .#; := {z € R"™*| fi(z) =0}, Vfi(z) # 0 fiir alle z € ./ (sonst wiire
Rang (Df(z)) <m—1). Dann gilt # = .4\ N\ .MM ...0 My per Definition.
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2,22
s~ |( F ) (§)frsoss

der Einheitssphdre und der um 1 in x-Richtung verschobenen Einheitssphdire.

Graphenfliichen: Jede Graphenfliche 148t sich natiirlich trivial als implizite Flache schrei-
ben:

{(x,y) |x € R", y = g(x) mit g stetig differenzierbar}
{(x,)| f(x,y) = 0}, wobei f(x,y) =y — g(x).

Tatsdchlich ist Vf(x,y) = (—Vg(x),1) # 0, wie fiir die zweite Darstellung gefordert.

13.6 Geometrie impliziter Flachen

Betrachten wir nun die Tangentialrdume und Normalrdume an implizite Flachen.
Gegeben sei

//l:{xEIRk,yERm‘f(x,y):O},

wobei D, f(x,y) invertierbar sei fiir ein (x,y) € .#. Dann gibt es lokal eine Abbildung g :
R* — R™ mit f(x,g(x)) =0, d.h. . ist lokal als Graph iiber x € R¥ darstellbar. Betrachten
wir eine Kurve y(t) = (x+te;, g(x+te;))T auf .# so gilt mit der Kettenregel

100~ payer )= (areie) )

Damit erhalten wir als Basis des Tangentialraums T{, \).#, der aus allen Tangentenvektoren
solcher Kurven besteht

{< Dgzlc)el > ( Dgfk) )} C R, dann ist
xy) = Span{( 8,:;( ) > < Dy g(x )}
eR

- { < Dg(x > g ' S Rk}; Dg(x) € R™*  der Tangentialraum,

y
I

]}i‘cf;?; ) M = {( * ) + ( Dg]l(x) ) & ’ Ee R* } der affine Tangentialraum und

Nup# = T

V LTy H } der Normalraum.

X,y X,y

Wir wissen bereits, dass

N(X,y)% = Span{gradﬁ(xvy)}i:l.,...,m
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13.6 Geometrie impliziter Flédchen

—Vii— " '
Tats#chlich ist : E=0

Vi Dg(x)

= Dxf(x7y) Dyf(x’y> '

- yf(x7y)_lef(xay>
— xf(xay) —Dyf(x,y)Dyf(x,y)*lef(x,y) = O

Beispiele 13.31 (i) f(x,y,z) =x>*+y*+72—1

(2x,2y,22)"  (x,3,2)"

Normalen = ,
1(2x,2y,22)[| [ (x,3,2)
X
Nixyz-# = span{n} = span y
z
Ty = n.
Si & X
= &L |eR| | & ||y |=0
& & z

Fiir einen konkreten Punkt (x,y,z) kann man daraus auch die Basivektoren des Tan-
gentialraumes berechnen.

Mittels des Satzes iiber implizite Funktionen kann man die Flidche auch lokal als
Graph einer Funktion schreiben und dort Definition 5.18 verwenden. Fiir z > 0 kon-
nen wir z.B. nach z auflosen und erhalten:

z=g(xy) = VI-x*—y,

—X -y ..
Dg(x,y) = Vg(x,y)= , , und damit ist
(x.9) wn = = e
4 1 0
T(-x>yvz)% = { _éxc_cy ‘ §7C € ]R‘} = Span Ox 9 1y
1,x2,y2 Tz Tz

(ii) Betrachte
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13 Extremwertaufgaben im R"

Ry
fleyz) = ( (x_1)2y+y2+z2_1 )a
2x 2y 2z
br = w1 2§ 2z)’
X x—1
Niyy)-# = span y ), y =
b4 F4
X x—1
Tixyz)-# = span y) X y
b4 4
0
= span -z
y

Aus (x,y,z) € M folgt x = 2, die Schnittfliiche ist also gegeben durch y* + 7> = %,

d.h. durch einen Kreis mit dem Mittelpunkt (%,0,0) und Radius \/g.

13.7 Extremwertaufgaben unter Nebenbedingungen

Nun betrachten wir die Minimierung oder Maximierung einer Funktion unter Gleichungs-
nebenbedingungen.

Beispiel 13.32 Betrachte die Funktion
g(x,y) =  ax’+2bxy+cy’—1 =0,

(5 )G)0)
: —1
b ¢ y y (\ M
—_—
—A -
mit einer positiv definiten Matrix A. \)

Dann ist # = {(x,y)|g(x,y) = 0} eine Ellipse.

Aufgabe: Gesucht sind die Extrema der Funktion f(x,y) = x> +y* auf /.

Bemerkung 13.33

* Dies entspricht der Suche nach Punkten mit minimalem oder maximalem Abstand
vom Ursprung

1(x,y) = 0] = V/x2+y2 = \/f(x,y).

* Auf ganz R? hat f(-,-) genau in (0,0) ein Minimum. Hier fragen wir aber nach
Minima und Maxima auf A .
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13.7 Extremwertaufgaben unter Nebenbedingungen

Falls wir eine Parametrisierung t — (@(t), y(t)) der Kurve .4 kennen, so konnen wir nach
Minima und Maxima von t — f(@(t),y(t)) fragen, d.h. eine notwendige Bedingung wcire
dann

FO0). () =02 Af(0(0), wi)o' () + S (P W)W (1) =0 (1)

Aus g(@(t), y(t)) =0 folgt

d

2800, w(1) = 0= dug(@(1), (1) 9 (1) + (@ (1), y ()Y (1) =0 (2)

Da # differenzierbare Kurve im Sinne von Folgerung 13.26, ist gradg # 0 auf .# . Damit
konnen wir uns iiberlegen:

w+@: (27 ) o0+ ( 5 )vin-o

x8 ayg
= ( (aiif ) , ( gﬁ; ) sind linear abhiingig
ouf Of )
R Y =1
< ang( g 98

& grad f(@(t),w(t)) = Agradg((t), w(t)) fiir ein geeignetes A € R.

Zusammenfassend erhalten wir: Ist (x
gig von der Parametrisierung ¢ — (@(
Es gibtein A € R mit

,y) Extremalstelle von f auf .#, dann gilt unabhén-
);

v(t)):

grad f(x,y) — Agradg(x,y) =0 und g(x.y) =0.

In obigem Beispiel erhalten wir: < ;i ) —A (

Dies ist ein lineares Gleichungssystem in x, y:

("5 ) (5)-0

-~

=:B

2ax+2by
2bx +2cy

. . . . X . .
Mit anderen Worten, wir suchen nach einem Eigenvektor ( y > und einem Eigenwert %

der Matrix A.
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13 Extremwertaufgaben im R"

Wir fragen nur nach nichttrivialen Lésungen ( i ) 2 0 und erhalten damit:

detB=(1—Aa)(1—Ac)—A*h* =0
(sonst wire B invertierbar = (x,y) = (0,0))
= (ac—b)A*—(a+c)A+1=0
a+c 1

A% — A =0
< P
a+c V(a+c)?—4(ac—b?)
A= +
< M2 2(ac —b?) 2(ac —b?)
a+c+/(a—c)?+4b>
A= :
< M2 2(ac — b?)

Da A positiv definit ist, konnten wir dabei durch detA = ac — b? dividieren. Nun gibt es
zwei verschiedene reelle Nullstellen A1, A,, sofern (a — ¢)? +4b* > 0 ist, d.h. sofern nicht
a = c und b = 0 sind (dann wire die Ellipse ein Kreis und f auf .# konstant, d.h. alle
Punkte auf .# sind gleichzeitig Minimal- und Maximalstellen).

. X X . .
Zu A, gibt es Losungsvektoren ( yl ) , ( y2 ) Diese konnen auf zwei Arten so nor-
1 2

miert werden, dass g(x;,y;) = O fiir i = 1,2 gilt. Es gibt somit vier Extremalstellen. Diese
sind als Minimum, Maximum, Minimum, Maximum angeordnet und liegen in Richtung
der Eigenvektoren von A, d.h. der Hauptachsen der Ellipse.

VY

A

Allgemein gilt der folgende Satz:

Satz 13.34 (Extrema unter Nebenbedingungen) Es seien f: R" — R, g: R" — R" ste-
tig differenzierbar, m < n, # = {z € R"|g(z) =0} und Dg(z) habe Rang m fiir alle z € .
Falls f auf .# an der Stelle 7* ein lokales Extremum hat, so gibt es reelle Zahlen Ay, ..., Ay,
derart, dass der Punkt z* kritischer Punkt der Funktion

h(z) = f(z) —Mg1(z) — A282(2) — ... — Amgm(2)

ist, dh. Vf(z*) =M Vgi(z*) — ... — AnVgm(z*) = 0.

Beweis:
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13.7 Extremwertaufgaben unter Nebenbedingungen

Betrachten wir eine Kurve y: [—1, 1] — .# C R" auf .Z, y(0) = z*, y differenzierbar,
Z* sei lokales Extremum von f auf .#, dann hat f oy ein lokales Extremum in 0, d.h.

0= 4 (Fo7)(0) = VA (0))7(0) = V() 70).

Ferner gilt Vg;(z*)7(0) =0, da y € T;».# und Vg(z*) € N+
(oder direkt: goy=0= i(go 7)(t) =0=-Dg(y(0)) 7(0) =0 = Vg;7 =0, wobei

dt
—Vg—
Dg = >,
D.h. fiir alle Ay, ..., A4, € R gilt
V() = MV81(2) = AaVea(z') = . = AnVm(2') | 1(0) = 0.
T

Nun gilt aber Ty = {7(0)|y:[-1,1] = .#,y(0)=z"}. D.h. es gilt
L(z*,A1,...,An)v = 0 fiir alle v € T;+.#. Betonen wir noch einmal, dass hier
die Wahl der Ay, ..., A,, noch keine Rolle spielt, im néchsten Schritt dagegen werden
wir sie speziell wihlen.

Es gilt R" ={v+n|ve T4 ,n € Ny} Es geniigt also zu zeigen, dass man
A1, ..., Ay finden kann, so dass L(z*, Ay, ..., A, )n = O ist fiir alle n € N».# oder gleich-
wertig L(z", A1, ..., Am)n =0, k = 1,...,m fiir eine Basis {ny,...,n,,} von Ny . Nun
wissen wir aber, dass n; = grad g;(z*) eine Basis von N,+.# definiert, d.h. es gilt

L(Z" Aty Ay)n = 0 firallen e Np A <
Vf(Z)gradgi(z') = AiVgi(")gradgi(z”) + ...+ AnVem(z")gradgi(z")
= Mgradg(z")-gradg;(z") + ... + Amgrad g, (z*) - grad g;(z")
firi=1,...,m.
Dies ist ein lineares Gleichungssystem im R mit m Variablen Ay, ..., 4,,. Zu zeigen
bleibt, dass die Matrix G € R”"™ mit G;; = grad g;(z*) - grad g j(z*) invertierbar ist.

Hierbei verwenden wir, dass G invertierbar ist, wenn G symmetrisch und positiv de-
finit:

Gv-v = (Dg(z")) (Dg()T )v-v=Dg(z") v Dg(z")Tv
— ||Dg(z*)Tv||2 > 0.
Im Fall der Gleichheit gilt ~ Dg(z")Tv=0""*"&)"",—0. v

Somit gibt es eindeutig bestimmte Zahlen A1, ..., A, so dass L(z*, A1, ..., A4,) = O ist.
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13 Extremwertaufgaben im R"

Bemerkung 13.35 Die Zahlen Ay, ..., Ay, heifien Lagrangemultiplikatoren.

Beispiele 13.36 (i) f(x,y)=x-y, g(x,y)=x*>+y*—1.
Die Funktion f hat unter der Nebenbedinung g(x,y) = 0 ein lokales Extremum <

grad f(x,y) — Agradg(x,y) =0, g(x,y)=0

Y\ _af 22\ _ lokales lokales
< ( x ) A ( 2y ) =0 Minimu Maximum

und x* —l—y2 =1

< —yx> 2 2 ) -
= y—x"=0=x"=y
x2+y2=1
= 2=lund2y’=1 lokales lokales
1 1 Maximum Minimum
= x=t—,y=4=

V2 Ve

(ii) f:R" = R, f(x) = Ax-x (A sei symmetrisch),
g R'"=R, gx)=|x|>-1=x-x—1
Hat f unter der Nebenbedingung g(x) = 0 ein lokales Extremum, so gilt

grad f(x) —Agradg(x) =0 < 2Ax—2Ax =0 < Ax = Ax.
D.h. an einem lokalen Extremum gilt

x ist Eigenvektor von A,

A ist Eigenwert von A.

Tatscichlich wissen wir bereits:

Ax-x
Amax = max = max Ax-x,
A0 XX 2=
. Ax-x .
Amin = min = min Ax-x.
XA0 XX |xf2=1

502



13.8 Ubungen

13.8 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 13.1 Welche der folgenden Aussagen sind richtig bzw. falsch?

a) Die Funktion fi(x,y) = x> +y> besitzt im Punkt (0,0) einen kritischen Punkt. ja O
nein O

b) Die Funktion fi(x,y) = x* +y* hat im Punkt (0,0) ein lokales Extremum. jaO
nein O

¢) Die Funktion f>(x,y) = x> 4+y*> — y* hat im Punkt (0,0) einen kritischen Punkt. ja O
nein O

d) Die Funktion f3(x,y) = x> 4 y*> — y* hat im Punkt (0,0) ein lokales Minimum. ja O
nein O

e) Die Funktion f>(x,y) = x*> +y* — y* hat im Punkt (0,0) ein globales Minimum. ja
a nein 0

Anwesenheitsaufgabe 13.2 Betrachten Sie die Funktion
f:R?>R
(%)) = f(x,y) = (7’ =y) - (" +e7)
a) Bestimmen Sie lokale Minima, Maxima und Sattelpunkte von f.

b) Skizzieren Sie den Graphen von f.

Anwesenheitsaufgabe 13.3 Gegeben sei die Funktion f : R* — R mit

f(x,y) = cos(x+y).

Berechnen Sie die Taylorentwicklung der Funktion f im Punkt (0,0) mit Restglied der
Ordnung 4.
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13 Extremwertaufgaben im R"

Anwesenheitsaufgabe 13.4 Gegeben sei die Funktion f : R — R mit
f(x) =x1x0.
a) Berechnen Sie den kritischen Punkt x* der Funktion f(x).

b) Berechnen Sie die Hessesche D f(x*) der Funktion f an der Stelle x*.

c) Berechnen Sie die Eigenwerte A; und zugehérige Eigenvektoren v; der Matrix
D?f(x*).

d) Berechnen Sie fiir i = 1,2 die Funktion

8i(t) = f(x" +1vi).

Bemerkung: Gilt A; < 0 und A, > 0 so folgt daraus, dass g; in # = 0 ein Maximum und
g2 in t = 0 ein Minimum hat. Daraus folgt, dass die Funktion f an der Stelle x* einen
Sattelpunkt besitzt.

Anwesenheitsaufgabe 13.5 Sei K ein Doppelkegel mit einem Offnungswinkel von
90°, vom Ursprung aus in z-Richtung geoffnet.

a) Geben Sie eine Funktion g : R? — R zur impliziten Darstellung von K an:

K={(x,y,2) € R*: g(x,y,2) =0}

b) Wo ist K eine stetig differenzierbare Fliche?
¢) Wo lidsst sich K lokal als Graph iiber der xy-Ebene darstellen?

d) Wo lésst sich K lokal als Graph iiber der yz-Ebene darstellen?
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Anwesenheitsaufgabe 13.6 Sei K ein Doppelkegel mit einem Offnungswinkel von
90°, vom Ursprung aus in z-Richtung gedffnet, gegeben durch

K={(x,592) €R3: g(x,y,2) =x*+y* — 2> =0}
und P eine Ebene gegeben durch
P={(x,y,2) €R}:ax+by+cz=d},
wobei a,b,c,d € R mit a®> +b*+c? = 1.

Die Mengen P N K bezeichnet man als Kegelschnitte.
Welches Objekt ergibt sich fiir den Kegelschnitt in den folgenden Fillen?

a) a=b=0,c=1,d=1
b) a=c=Y,b=0,d=1

©)a=32b=0c=%d=1

Anwesenheitsaufgabe 13.7 Berechnen Sie die Taylorentwicklung der Funktion
fxy) =2 —Txy+2x%y

im Punkt (1, 1) mit Restglied der Ordnung 4. Uberpriifen Sie durch Ausmultiplikation, ob
die Taylorentwicklung gleich der Funktion ist.

Anwesenheitsaufgabe 13.8 Entwicklen Sie die Funktion
FiR = Rix s e ool

nach Taylor an der Stelle x = x( bis einschlieflich Terme zweiter Ordnung.

Anwesenheitsaufgabe 13.9 Entwicklen Sie die Funktion

fOy,2) =—v1—x2+y2+ 22

nach Taylor an der Stelle (0,0,0) bis einschlieBlich Terme zweiter Ordnung.
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Aufgabe 13.10 Betrachten Sie die Graphen der beiden Funktionen

z(x,y)=xy und w(u,v)= u? — 2.

a) Skizzieren Sie einige Niveaulinien der beiden Funktionen, also einige der Mengen
Niz=cy = {(x,y) € R? | z(x,y) = xy = ¢ = const} bzw. Niw=c} 1= {(u,v) € R? |
w(u,v) = u> —v* = ¢ = const}, zum Beispiel fiir c = 1,4, 16.

b) Mit welchen Transformationen bildet man Niveaulinien von w auf Niveaulinen von
z ab und umgekehrt?

c) Welche 2 x 2-Matrix A erfiillt folgende Bedingungen:

ao)=2( 1) a(V)=2(1)
seensie ()= (7).

d) Berechnen Sie die Jacobi-Matrizen Df, Dg der Parametrisierungen

X u
Xy u* —v?

e) Bestitigen Sie mit der Kettenregel die Beziehungen

<

D(goA)(x,y) = Dg(u,v)-A ( . ) -4 ( ) >
(

D(fo A" (u,v) = Df(x,y)- A~

Aufgabe 13.11 Berechnen Sie den kritischen Punkt der Funktion
fx,y) =32 —5xy—2y" +3

und entscheiden Sie, ob ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt vorliegt.
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Aufgabe 13.12 Welche Aussagen sind richtig fiir eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion f: R" — R?

a) Hat f ein globales Minimum an der Stelle a, dann gilt V f(a) = 0. jaO
nein O

b) Hat f ein globales Minimum an der Stelle a, dann ist die Hesse-Matrix D?f(a) posi-
tiv definit. jaOgd nein
O

¢) Gilt Vf(a) = 0 und hat D? f(a) nur positive Eigenwerte, dann hat f bei a ein lokales
Minimum. jand nein O

Aufgabe 13.13

a) Berechnen Sie die kritischen Punkte der Funktion
fa(x,y) =% =y’ +3axy

in Abhéngigkeit von o € R\ {0} und entscheiden Sie jeweils, ob ein Maximum,
Minimum oder Sattelpunkt vorliegt.

b) Bestimmen Sie die lokalen Maxima und Minima der durch
f(x,y) = x> +y> —3x— 12y +20, (x,y) € R?

gegebenen Funktion.

Aufgabe 13.14 Betrachten Sie die Funktion f: R> — R

f(x,y) = sin(x)cos(y)

und finden Sie im Intervall [0,27) x [0,277) Minima, Maxima und Sattelpunkte von f.
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Aufgabe 13.15 Sei xy € R und
Z={xeR}x}+x3 =1}

Finden Sie xz € Z, so dass
[0 —xz]| < |lxo —x]]

fiir alle x € Z.
a) Stellen Sie xp und ein beliebiges x € Z in Zylinderkoordinaten dar.
b) Geben Sie den Abstand ||xo — x||? als Funktion d(¢,z) an.
¢) Bestimmen Sie die kritischen Punkte der Funktion d(¢, 7).
d) Berechnen Sie die Hessematrix von d(¢,z).

e) Bestimmen Sie das Minimum der Funktion d(¢,z).

Aufgabe 13.16 Sei f: R"” — R,

1
flx)= 5Ax-x+b-x+c

mit A € R™" symmetrisch, b € R", c € R sowie g: R — R,
g(1) = fxo+18)
mit xp, & € R”.
oseia=(3 D)om(Demram(2)e=( 1)
Berechnen Sie g'(¢) und g” (¢).
b) Zeigen Sie fiir beliebige A, b, ¢, xo und &
gt)=Axo+t&)-E+b-E.

Tipp: g = fohmith: R — R" und h(r) = xo +1&.
Verwenden Sie die Kettenregel im R”.

c) Zeigen Sie fiir beliebige A, b, ¢, xo und &:

¢ =AE &

Tipp: Erinnern Sie sich an die Regel zum Ableiten von Skalarprodukten.
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Aufgabe 13.17
a) Bestimmen Sie fiir die Funktion
fix— f(x) =cos(x)

die Taylor-Entwicklung an der Stelle xo = 7 mit Restglied
O(Jx — xo|?").

b) Bestimmen Sie fiir die Funktion
g: (x,y) = g(x,y) = cos(x) cos(y)

die Taylor-Entwicklung an der Stelle (xg,yo) = (0,0) mit Restglied der Ordnung 3.

Aufgabe 13.18 Sei a € R” gegeben. Entwicklen Sie die Funktion f(x) = ||x — al| nach
Taylor an der Stelle x( bis einschlieBlich Terme zweiter Ordnung.

Aufgabe 13.19 Sei A eine n x n-Matrix, b € R" und detA # 0. Weisen Sie nach, dass die
Funktion
f(x) := ||Ax||* — 24x-b

genau einen Minimierer xo € R” hat.

Aufgabe 13.20 Sei f: R — R gegeben durch

0 , Xx=y=0
flxy) = xy2 : , sonst

X"y
x2 +y2

Berechne Sie die partiellen Ableitungen % £(0,y) und a% f(x,0) mit Hilfe von Differen-
zenquotienten. Berechnen Sie anschliefend 8‘3%6 £(0,0) und %;y £(0,0).

Aufgabe 13.21 Geben Sie die Formel der Taylorentwicklung einer Funktion f : R” — R
bis zur Ordnung 2 an.
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Aufgabe 13.22 Gesucht ist die Schnittmenge der beiden Zylinder

24y = 1,
x2+z2 = 1.

(1) Zeigen Sie, dass die Schnittmenge aus zwei geschlossenen Kurven besteht und jede
der beiden Kurven durch einen Schnitt einer Ebene mit einem Zylinder beschrieben
werden kann.

(i) Finden Sie eine Parameterdarstellung fiir beide Schnittkurven.

(iii) Bestimmen Sie mit dem Satz iiber implizite Funktionen die Tangentenvektoren an
die Schnittmenge.
Tipp: Fertigen Sie eine Skizze der Situation an!

Aufgabe 13.23 Gegeben sei die Funktion

r.y.2) = ( h(x,y,2) > _ ( (k=2 +y* +72 -4 )

8 (xay ) Z) x—1
und betrachten Sie die Menge

M ={(x,y,2) € R : f(x,y,z) = 0}.

a) Geben Sie eine geometrische Interpretation der Situation an. Welche Figuren schnei-
den sich hier? Was ist die Schnittmenge dieser Figuren?

b) Beschreiben Sie die Schnittmenge vollstindig (in insgesamt 4 Stiicken) als Funktio-
nen iiber z bzw. iiber y.

Tipp: Fertigen Sie eine Skizze der Situation an!
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Aufgabe 13.24 Essei f: R? — R eine stetig differenzierbare Funktion mit V f(x,y,z) #

0.

a)

b)

Bestimmen Sie fiir die durch f(x,y,z) = 0 gegebene Fliche die Tangentialebene in
einem Punkt (xo, yo,z0) mit

0
f(x()ayO:ZO) = 07 a_jzf(x()ay()?ZO) % 07

indem Sie die Flidche als Graph einer Funktion iiber der xy-Ebene darstellen und den
Tangentialraum an die Graphenflache in Normalenform berechnen (Tipp: Ohne Nor-
mierung der Normalen ist die Rechnung einfacher). Verwenden Sie den Satz iiber
impliziten Funktionen, um die auftretenden partiellen Ableitungen dieser unbekann-
ten Funktion durch partielle Ableitungen von f auszudriicken.

Was ergibt sich fiir das Ellipsoid mit der Gleichung

2 2 2
X %
LT

b? 62_1:0

flx,y,2) =

a

an der Stelle (xo,y0,20) = —=(a,b,¢)?

Sl-

Aufgabe 13.25

a)

b)

Betrachten Sie das Gravitationspotential

_ mG _ mG
x—all  /(x—a))2+(y—a2)?+(z—a3)?

Ux)=U(x,y,2) :

eines Punktes a € R? der Masse m > 0. Die positive Konstante G mit dem Wert
G = (6672 +4)10~4m>s~2kg ! ist die Gravitationskonstante. Zeigen Sie, dass die
Niveauflichen

Fe={xeR*:U(x) =c}

von U fiir jedes ¢ > 0 zweidimensionale Flichen sind. Um welche Flachen handelt
es sich?

Das Gravitationspotential zweier Punkte a,b € R3 (a = b) der Massen m| = my =

m > 0 lautet
m1G sz

lx—all  [lx—5]]

Sind die Niveauflichen .7, := {x € R? : V(x) = ¢} von V wiederum fiir jedes ¢ > 0
zweidimensionale Flichen?

V(x)=V(x,yz):
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13 Extremwertaufgaben im R"

Aufgabe 13.26 Bestimmen Sie denjenigen Punkt Py = (xo,yo,20) auf dem Rotationshy-
perboloid H := {(x,y,z) € R? | x*> +y? —z> — 1 =0}, der vom Punkt (1,—1,0) den kleinsten
Abstand hat.

Aufgabe 13.27

a) Bestimmen Sie das Maximum der Funktion f(x,y,z) := x%y%z* unter der Nebenbe-
dingung x> +y*+ 722 = 1.

b) Folgern Sie die Ungleichung

3 a+b+c
Vabc < ———
vabe < 3

zwischen dem geometrischen Mittel v/abc und dem arithmetischen Mittel %b*c,
welche fiir alle nichtnegativen a,b,c € R gilt.

Tipp: Zeigen Sie v/x2y?z2 < 1 falls x? +y* + 2% = 1.

Setzen Sie x2 = L 2 £

a 2 _
atbrc Y T atbre © T afbre

Aufgabe 13.28 Sei xo € R? und
Z={xcR3}|P+y*=1}.

Finden Sie mit Hilfe des Satzes liber Extrema unter Nebenbedingungen xz € Z, so dass der
Abstand zwischen xz und xy minimal ist.

Aufgabe 13.29 Geben Sie die Taylorentwicklung zweiter Ordnung einer glatten Funktion
f:R"— R an?

Aufgabe 13.30 Berechnen Sie die Taylorentwicklung der Funktion
8%, 3,2) = X +xy’ +x2°

im Punkt (1,1,0) mit Restglied der Ordnung 5. Uberpriifen Sie durch Ausmultiplikation,
ob die Taylorentwicklung gleich der Funktion ist.
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13.8 Ubungen

Aufgabe 13.31 Bestimmen Sie fiir die Funktion

ﬁ%w::Vﬂ—%vxlfﬂ—Rﬁ, 0<r<Rg,

die Taylor-Entwicklung an der Stelle (R,0) mit Restglied der Ordnung 3.

Tipp: Finden Sie eine Funktion A(-), so dass g(x,y) = h(d(x,y)) mit d(x,y) = /x% +y2.

Aufgabe 13.32 Betrachten Sie die Funktion

flx,y) = 252+ 3xy+ 2y2.

a) Schreiben Sie f in der Form

1 X X X
x,y)==A . +b- ,
1) =5 (y) (y) (y)
wobei A € R*? und b € R2.

b) Berechnen und plotten bzw. skizzieren Sie die 1-Niveaulinie von f, d.h.
{(xy) €R?| flx,y) =1}.

c) Berechnen Sie die exakte Losung des Minimierungsproblems

min _f(x,y).
(wkwf(w
d) Fiihren Sie 4 Schritte des Gradientenverfahrens fiir den Startwert £y = ((1)) durch.
Benutzen Sie hierfiir einen Taschenrechner, Matlab etc.
e) Fiihren Sie 4 Schritte des Gradientenverfahrens fiir den Startwert Xy = G) durch.

Benutzen Sie hierfiir einen Taschenrechner, Matlab etc.
f) Plotten bzw. skizzieren Sie die 2- und 7-Niveaulinie.

g) Fiigen Sie nun die Iterationsschritte der Gradientenverfahren und deren Abstiegsrich-
tungen zu Ihren Skizzen hinzu. Welches typische Verhalten stellen Sie fest?
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13 Extremwertaufgaben im R"

Aufgabe 13.33 Betrachten Sie die Gleichungen:

h(x,y,2) :=y*+7*—4=0,
g(x,y,2) i=x+y—1=0,
h(x,y,z) ) ( 0 )
f(x,v,2) := 7 = .
(3,2) ( 8(x,y,2) 0
Geben Sie eine geometrische Interpretation der Situation an. Welche Figuren schneiden
sich hier? Was ist die Schnittmenge dieser Figuren? Beschreiben Sie die Schnittmenge

vollstandig und geben Sie den Tangentialraum an.
Tipp: Fertigen Sie eine Skizze der Situation an!
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14 Ein kurzer Ausflug in die Differentialgeometrie

14.1 Krimmung von Kurven

Wir betrachten zunichst Kurven im R” (n = 2, 3).
Zur Erinnerung: / := (a,b) sei der Parameterbereich einer Kurve

xl(t)

x:I—-R"; x(r)= :
Xn (1)

Mit x(I) := {x(¢) |t € I} bezeichnen wir die Spur der Kurve x. Falls x differenzierbar ist, so
bezeichnet

() = %x(r)

den Geschwindigkeitsvektor der Kurve zur Zeit ¢ an der Stelle x(¢), ||x(7)|| die Geschwin-
digkeit.

Beispiele 14.1

(i) x:(—o0,00) = R?%; x(t) = ( (;)Iftt ) auch beschrieben durch das gewdhnliche An-

1 coso —sinQ
fangswertproblem x(t) = D(%)x(t) und x(0) ( 0 ), wobei D(at) ( Gno cosor >

eine Drehung um den Winkel o ist.

(vgl. Kapitel 10: Gewdéhnliche Differentialgleichungen)
Die Kurve % mit X(t) := x(2t) hat die gleiche Spur wie x.

rcost
(ii) x: (—o0,00) = R3;x(t) = | rsint | ist eine Spiralkurve (Schraubenlinie) mit Ra-
ct
dius r und Geschwindigkeit ||x(t)|| = V'r? + ¢

3
(iii) x: (—o0,00) — R?; x(t) = ( ;2 ) ist offensichtlich eine differenzierbare Kurve

mit (x2(1))® = (x1(£))> = x2() = (x1 (1))

Es gilt aber x(0) = , dies erlaubt hier,

0 i /
0 Nd
dass die Spur der Kurve trotzdem nicht ,,glatt*
ist, sie hat einen ,,Knick“.
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14 Ein kurzer Ausflug in die Differentialgeometrie

(iv) ,,Nicht glatte*“ Projektion auf die x\,x3-Ebene:
3
t
x:(—oo,00) 5> Ryx(t)=| ¢ |;
2

10|l = VOrF+ 1+ 472 £ 0.

Definition 14.2 (Bogenlinge) Es sei x : [to,t;] — R" eine Kurve, dann heif3t

SO)ﬁ=/§Hﬂ£)Hd§

die Bogenlinge der Kurve x von ty bis t. Eine Kurve x : [0,L] — R" mit ||x(¢)|| = 1 heif3t
bogenldngenparametrisierte Kurve.

Satz 14.3 Eine Kurve x : [a,b] — R" mit ||%(¢)|| # O fiir alle t € (a,b) besitzt eine Bogen-
lingenparametrisierung, d.h. es gibt eine Funktion y: [0,L] — [a,b], so dass % : [0,L] — R"
mit X(t) = (xoy)(t) eine Bogenlingenparametrisierung der gleichen Spur ist.

t
Beweis: Definiere s() ::/ |1%(&)||dE, s(z) = ||x(¢)]], d.h. s : [a,b] — [0,L] mit L = s(b)
ist strikt monoton. Damit gi%t es nach dem Umkehrsatz fiir skalare Funktionen eine Um-
kehrabbildung y = s~! : [0,L] — [a,b]. Nun definieren wir () = (xo ¥)(t) und rechnen
nach:

FOI = @) 70] = [76)] o7
B LI
= oo N = oy =
hierzu:
1 1

y=5"1 e sr) =1 = SO0 = 1e 10 = s

Satz 14.4 (Kiirzeste Kurven (Geoditische) im R") Die (differenzierbare) Kurve kiir-
zester Ldnge zwischen zwei Punkten im R" ist die Verbindungsgerade.

Beweis:
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14.1 Kriimmung von Kurven

Sei x : [a,b] — R" eine beliebige (differenzierbare) Kurve
mit x(a) = p und x(b) = g. Weiterhin sei v € R"” mit ||v|| =1
q ein beliebiger Vektor der Linge 1. Dann gilt:

(q—p)v = (x(b)—x(a)) v= (/abxmdf) "’

b (x) rb
P _ /v-x(;)dzg/ 1(0)]| dr.
a N~~~ a
<I(o)

Speziell fiir v = ﬁ gilt dann ||g — p|| < s(b), wobei s(b) die Linge der Kurve x ist, d.h.
die Verbindungsgerade mit Linge ||g — p|| ist eine Kiirzeste. Ferner gilt Gleichheit bei ()
nur, falls fiir alle ¢ € (a,b) gilt (¢ — p)||%(¢). D.h. die Richtung der Geschwindigkeit ist
konstant gleich v = (¢ — p).

O

Bemerkung 14.5 x sei eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve, dann gilt X 1 X.

d
Hierzu: Es gilt 0 = — ||x]|? = 2i - x.
dt ~~
=1

Beispiel 14.6 Betrachte die Parametrisierung eines Kreises mit Radius R:

0 - ( Sy )

O = gy oot (&

Definition 14.7 Es sei x eine nach Bogenldnge parametrisierte Kurve, dann nennen wir
k(1) = ||X(¢)|| die Absolutkrimmung oder einfach Krimmung der Kurve im Punkt x(t).

Zuriick zum Beispiel: Ein Kreis mit Radius R hat die Kriimmung 113- Eine Gerade hat die
Kriimmung 0.

Bemerkung 14.8 Wenn man eine Normalenrichtung auf einer Kurve x : [a,b] — R? fest-
legt, z.B. so, dass (x,n) positiv orientiert ist, d.h. det(x,n) > 0 (in Richtung von x betrachtet
zeigt die Normale nach links), so kann man der Kriimmung auch ein Vorzeichen geben:
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14 Ein kurzer Ausflug in die Differentialgeometrie

Definition 14.9 (Kriilmmung) Wir definieren fiir eine nach Bogenlinge para-

K(t) == —(t) -n(t),
. . . mit n(t) = — —3X(t) _ —X2(?)
metrisierte Kurve x im R? t n(t) %] ( x1(t) ) < (1) )»

Erneut zuriick zum Beispiel des Kreises aus Beispiel 14.6:

c() = 7 (~e0s(2)) (=eos (7)) 7 (0 (7)) (-n (2)) =
=—(—- — — —))—=(sin{— —sin| =) ) =—.

R\ R R)) T R\MR R)) TR
Der Kreis wird (in diesem Fall) im Uhrzeigersinn durchlaufen, die Normale zeigt also

(entsprechend obiger Konvention) nach auBlen. In diesem Fall ist die Kriimmung positiv,
bei einer nach innen gerichteten Normalen wére sie negativ.

Bemerkung 14.10

Fiir bogenlingenparametrisierte Kurven gilt x(t) = n(t) - x(t)
(Variation der Normalen in Richtung der Geschwindigkeit).

Hierzu: 0=n(t) %(t) < 0=n(t) x(t) +n(t) -x(t)

Satz 14.11 (Kriimmung ebener Kurven) x : [a,b] — R? sei eine zweimal differenzierba-
re Kurve mit x(t) # 0 fiir alle t € (a,b), dann gilt

K(t) = ||x(2)|| 73 (1 (£)%2(2) —%2(1)x1 () fiir alle t € (a,b).
Beweis: Es sei %(t) = (xoy)(t), wobei y(t) = s~1(t) ist, mit s() = [} [|%(s)| ds (d.h. yist

die Reparametrisierungsfunktion zur Bogenlidngenparametrisierung von x, X ist die Bogen-
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14.1 Kriimmung von Kurven

langenparametrisierung). Dann gilt:
o .X':l @) y(t) > .
X(t) = . t) (nach der Kettenregel),
(t) <x20’}/(l‘) 7() ( gel)

a = o ( 2 ).

caty = o 0 ) ().

Damit ergibt sich dann

Koy(t) = #(t)-(t) = 0+7(1)° ( ;fzooyi(/t(;) ) . ( 227;8 )7

X ] IIJI’nkehrsatz. fiir
wobei 7(1) = (s~T(0) R (5 (1)1 = o y(r)|
Mit s = y(¢) ergibt sich schlieBlich
K(s) = H)c(s)H_3 ()'c'l (8)%2(s) — X2(s5)X (s)) fir alle s € (a,b).

O

Satz 14.12 (Absolutkriimmung) Fiir eine zweimal differenzierbare Kurve x : [a,b] — R"
mit x(t) # 0 fiir alle t gilt

k(t) = 2@ [le)IP5() — G@) %) 2(0)| -
Beweis: Definiere %(7) wie im Beweis zu Satz 14.11, dann folgt
E(r) = ¥(6) (o y() + V(1) (o ¥(1)
Mit (1) = [|[xo y(t)|| ! = (o ¥(t) - %o y(t))_f ergibt sich dann

(foy)-(xoy)7
[ %oyl

LY k(s) = [F0)] = [ 05) - ) ) + ) ) )]

() = - = —|ior| ™ (koy)- (o)

O

Bemerkung 14.13 Definiere v(t) =
dann ist

l)H (Tangentialvektoren an die Kurve mit Linge 1),

X
[[x(z)

k() = 5@ [5() = () - %) v(O)]| = 60|72 | Pyt (@)

wobei Py, = 1 —v(t)v(t)T die orthogonale Projektion auf den Normalraum N;x (die Hy-
perebene senkrecht zu v(t)) an die Kurve x im Punkt t ist.
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14 Ein kurzer Ausflug in die Differentialgeometrie

Zum physikalischen Hintergrund: Es ist

x(t)  die Geschwindigkeit eines Massepunktes x,
¥(t)  die Beschleunigung eines Massepunktes x.

Die Bewegung eines solchen Massepunktes in einem Kraftfeld wird beschrieben durch
(1) = F(x()

Wir nehmen an: F(x(t)) = —f(x(¢))x(¢) mit f : R" — R. Dies gilt zum Beispiel fiir die

Bewegung eines Massepunktes um eine feste Masse im Ursprung.

Schauen wir uns nun den Fall ebener Kurven:
X(1)
Betrachte die Abbildung x(s,#) = sx(¢) mit der Jacobi-
. . xl(t) le(l‘) . pee g
Matrix D ;)x = ( () s ) dann gilt fiir die
durch den Strahl x(¢) in der Zeit 1, bis ¢ iiberstrichene
Fliache 7 (tg,t1):

x(t)

1 1
A tg,11) = / / |det Dy yx(s,1)| dsdt
fo

= /Sds/t |x1 (1) —x2(1)%1(2)| dt

%
d 1 . .
= —d/ (to,t) = =|x1(t)x2(t) —x2(2)%1(2)].
dt 2
Satz 14.14 (Zweites Keplersches Gesetz) Falls die Bahn eines Massepunktes x durch das
Kraftgesetz i(t) = — f(x(t)) x(t) beschrieben wird, so gilt

d
Eszf (to,t) = konstant.

(D.h. der Strahl x(t) iiberstreicht in gleichen Zeitintervallen stets die gleiche Fliche.)

Beweis: Nehmen wir an x;(7)x2(f) — x2(¢)%1 (t) > O (andernfalls muss man die Kurve ge-
miss dem Vorzeichen in Intervalle zerlegen und dann die Terme nachher wieder aufaddie-

ren), dann gilt

AP
= — | X1X2 — XX LiX2 — XX
dr? 0 2 &/Ll/ &’Ll/
=0 =—(x1f(x)x2—x2f (x)x1)=0
= 0.
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14.2 Mannigfaltigkeiten, Karten und Atlanten

14.2 Mannigfaltigkeiten, Karten und Atlanten

Nun wenden wir uns der Betrachtung allgemeiner Fldchen zu:

Definition 14.15 (Mannigfaltigkeit) Eine Menge .# heiit m-dimensionale C*-
Mannigfaltigkeit, falls gilt:

e Fiir p,q € ./ mit p # q gibt es Umgebungen U (p) NU(gq) = 0.

* Es gibt eine Uberdeckung von .# mit (bezogen relativ auf ) offenen Mengen
{Ui}i=1,...1 (d.h. der Begriff "offen” ist wohldefiniert auf #) (I < o) und dazu ge-
horige Abbildungen y; : U; — R™ fiir die gilt:

— yi: Ui — yi(U;) ist eine stetige Abildung mit stetiger Inverser.
- Yj oyi—1 :yi(U;) € R™ — R™ ist k-mal stetig differenzierbar.
Die Abbildungen y; heifen Karten, die Gesamtheit aller Karten Atlas. Die inverse Abbil-

dung x; = yi—1 nennen wir Parametrisierung zur Karte y;, die Abbildungen y; o yl._1 heiflen
Kartenwechsel.

Bemerkung 14.16 Es wird nicht vorausgesetzt, dass .# C R" ist.

Beispiele 14.17 (i) Kurven (vgl. Abschnitte 5.2 und 14.1): Es sei v : (a,b) — R" eine
stetig differenzierbare Kurve mit ¥(t) # 0, dann ist # = y((a,b)) (Spur der Kurve)
eine 1-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit. Weiterhin ist (yo )~ fiir jedes invertier-
bare, stetig differenzierbare 3 eine Karte.

(ii) Graphenflichen (vgl. Abschnitte 5.4 und 11.6 ab Seite 387): Es sei f : R — R
k-mal stetig differenzierbar, dann ist # = {(§, f(E)|& € R™} eine m-dimensionale
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14 Ein kurzer Ausflug in die Differentialgeometrie

Ck-Mannigfaltigkeit. Die Abbildung x : R™ — R mit x(&) = (€, f(&)) ist eine
Parametrisierung.

(iii) Implizite Flichen (vgl. Folgerung 13.26): Es sei f : R" — R™ eine stetig differen-
zierbare Funktion und Rang (Df) = m auf # = {z| f(z) = 0}. Dann folgt mit dem
Impliziten Funktionentheorem, dass ./ eine (n—m)-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit
ist.

(iv) parametrisierte Hyperflichen (vgl. Abschnitt 11.6 ab Seite 387): Wenn x : @ C
R — R" eine stetig differenzierbare Parametrisierung mit Rang (Dx) = n — 1,
dann ist x(@) eine (n— 1)-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit.

(v) Sphire S¥ im R¥*1:
Es ist S* = {x € R*"|||x|| = 1}, dann ist S* nach (iii) eine k-dimensionale Mannig-

faltigkeit.
Betrachten wir nun zwei Karten (stereographische Projektion): Py : S'\N — R", P :
SK\S — R”"
N
/ . Py(x) = Schnittpunkt des Strahls von N (Nordpol)
Py(x) R x {0} durch x mit der Ebene R* x {0},

\/ e Ps(x) = Schnittpunkt des Strahls von S (Siidpol)
durch x mit der Ebene R* x {0}.

S

Zu Pn(X): Es sei x = (X1 g, Xpy1) mit X1 = (X1,...,X¢), dann ist die Gerade des
Strahls gegeben durch {N +t(x—N)|t € R}.
Im Schnittpunkt der Geraden mit RF x {0} gilt in der (k+ 1)-ten Komponente:

1
1+t(xk+1—1)20<:)t: ,
1 —xp41
X1..k
= Py(x)=0+ xp.k—0)=1T—""—.
@) l_xk+l< ) 1 — Xt
. X1..k
Analog erhalten wir: Pg(x) = —————.
§ () 14 xp41
0 0
es gilt hierbei: N=|" |, S= :
0 0
1 —1

522



14.2 Mannigfaltigkeiten, Karten und Atlanten

Nun zum Kartenwechsel:

Zu Pyl Fiir y = Py(x) gilt ||Py(x)[|* = ||y1?
2
B R fP=t T=Xy g ME
(1 —xpp1)? (I =) T =2ppn
o T = I P o e = PP
1+ lyl?
X
Ferner folgt aus (Py(x)); =y; = ;
1 — X4
PE YT ) = i 1+ ly|? \LHI2) T+l
~ 2y yl*-1
= 5o = (1 -
N 4[24yl

Damit ergibt sich fiir den Kartenwechsel Pso Py L.

2y /7\\_
2 50 {"_\“
(Pyoby")(y) = — i = =

T
R e Il

Diese Abbildung bezeichnet man als Spiegelung (Inversion) an der S*~!. Da s %

Umkehrabbildung zu sich selber ist, folgt auch Py OPS_I - W

Nun betrachten wir eine (d — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit im R¢ (z.B. 2-
dimensionale Flache im RR?), d.h. eine Hyperflache:

Wir nehmen an, dass die Fldche beliebig oft differenzierbar ist.

—_—
uc#
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14 Ein kurzer Ausflug in die Differentialgeometrie

Wir definieren den Tangentialraum an . in x = x(&) (vgl. Definition 11.45 und Bemer-
kung 11.46):

Tt = {70)|7(t) =x(E+1),v e R},

=Tl = {Dx(g)m e R‘H}.

dx dx
981" 7 8
Wir erinnern uns an die Langenmessung auf einer Fliche: (vgl. Definition 11.50)
Gegeben sei eine Kurve ¢ : [0,1] — x~!(U), dann ist die Linge von ¢ im RY~! gegeben

1
durch Linge(c) = / ||lc(2)|| dt. Auf .# ergibt sich die Lange dann durch
0

Die Vektoren { } bilden eine Basis des Tangentialraums.

Linge(xoc) — /01 H%xoc(t)Hdt:/ol |Dxc(t)| dt
_ /O L /Dx(e)e(r) Dr(e() Ve dr
= /()1\/DxTDxc"édt.

Wir definieren G(E) := Dx(E)'Dx(€) (Metrischer Tensor),
gvyw) = G(E)v-w (Metrik).

Der Term g(-,-) kontrolliert Lingenidnderung unter der Parametrisierung x.

Zur Erinnerung sei bemerkt, dass wir G

bereits im Kapitel iiber die Flicheninte-
gration (Satz 11.52) kennengelernt haben: !
-
4
Fliiche(x(V)) = / et G(E) dE.
v
Zur Vereinfachung schreiben wir auch:

g = (&ij)i,j=1,..a—1 fir G.

Die Komponenten der Inversen g~

von g(= G) bezeichnen wir mit g

g l= (gij)i,j:l,...,dfl-

Man nennt g bzw. g(-,-) auch die 1. Fundamentalform von .Z . Diese stellt ein Skalarpro-
dukt auf dem Tangentialraum in Kartenkoordinaten dar. Man vergleiche hier das Kapitel
fiir Skalarprodukte.
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14.3 Geodatische Kurven auf Flachen

Im Folgenden werden wir uns mit kiirzesten Kurven auf Flichen beschiftigen. Hierzu de-
finieren wir zunichst eine bestimme Mengen von speziellen Kurven, die nachher kiirzeste
Kurven als Untermenge enthalten werden.

Definition 14.18 (Geoditische Kurven) Eine zweimal stetig differenzierbare Kurve x :
[0,1] — A auf einer glatten Hyperfliiche .# heifit geoditische Kurve, falls

X(t) ] x(t)
IO RREIO]|

Hierbei ist n(x(t)) die Flichennormale auf # . D.h. falls x bogenlingenparametrisiert ist
(¥ L x), so steht die Beschleunigung senkrecht auf der Fliche: i(t) = X(t) - n(x(t)) n(x(t)).

x(t) #0  und f(f)—[X(t)'n(X(f))]n(X(f))—[f(f)'

Satz 14.19 Sei x : [0,1] — .# kiirzeste Kurve unter C>-Kurven auf .4, die x(0) und x(1)
verbinden, so ist x eine geoddtische Kurve.

Beweis: Wir zeigen, dass eine Kurve, die nicht geoditische Kurve ist, auch nicht die kiir-
zeste Verbindung der Endpunkte sein kann. Nehmen wir an, dass x nach Bogenlédnge para-
metrisiert, d.h.

|%(2)|| =1 firalle 7€ (0,1).

Wenn x nicht geoditische Kurve ist, dann gilt (wegen ¥ L X)

(t) = x(t) - n(x(2))n(x(1)) +v(0),

wobei v eine stetige, nicht verschwindende vektorwertige Abbildung lings x(z) mit v(¢) €

Ty(r)~# und v(t) L x(t) ist. Nun konstruieren wir eine Schar von Kurven

x:(—€,&)x[0,1] > . A
mit
x(0,¢) =x(t), Ix(0,¢) =%(t), dex(0,8) =n(t)v(2),
wobei 7 : [0,1] — R eine glatte Funktion sei mit (0) = 1(1) = 0, die auf (0, 1) echt po-
sitiv ist. Dies macht man z.B. durch das Fortsetzen von vox zu einem Vektorfeld V definiert

auf einer Umgebung der Kurve x auf .# und dem Losen der gewohnlichen Differential-
gleichung dyx(s,t) = V(x(s,7))n(¢) mit Anfangswerten

x(0,2) = x(1).
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14 Ein kurzer Ausflug in die Differentialgeometrie

x(s,-)
x(1)

{x(s,-), s € (—&,€)} Schar von Kurven

x(0)

Nun betrachten wir die Linge

1
S RCECOIRT

der Kurven x(s, -) und erhalten

d 1 050ix(s,t) - Opx(s,1) / 0,05x(s,t) - Opx(s,t)
—L($)|s= = d = d
a5 - (ls=0 /0 19x(s,0)] ts o o T e s
= dx(0,1) 1 d,x(s,t)
part. Int. [asx(o ). Hatth } /(9gxst al(”%x(s t)ll) di
| 2x(0,1)[|9,x(0,1)| —a,x(o,t)(atx(o,t).a,zx(o,z))
= 0— [ n@)v() 3 dt
0 [0:x(0,1)]

- - /O M)« (1) = (1) (8(01) - 5(0)) )
= [ 0w (nx) (80) n(a0) + 010 )
= / n(0)||v()|*dt <0,

da v nicht identisch Null ist, und 17(z) > 0 auf ganz (0, 1). Bei den Umformungen haben
wir zunichst verwendet, dass ||d;x(0,2)|| = ||x(¢)|| = 1, anschlieBend X(z) L %(z) und den
Zusammenhang zwischen X und v. Im letzten Schritt benutzen wir die Tatsache, dass v
tangential ist, also v(¢) L n(¢). Aus L'(0) < 0 folgt aber schlieBlich, dass es ein positives s

gibt, so dass
1
= [ ko)l ar
0

Somit kann x nicht die kiirzeste Verbindung sein, da x(s, -) kiirzer ist.

Beispiele 14.20 Betrachte den Zylinder
{xeR?|f(x) =x} +x3—1=0}.
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14.3 Geoditische Kurven auf Flachen

&1

(i) Mantellinien x(t) = | & | mit konstantem & € R? mit ||&|| = 1:
t

Man berechnet i(t) = 0, also sind alle Mantellinien geodcitische Kurven (wie grund-
sdtzlich alle Geraden, die auf der jeweiligen Fliiche liegen).

cost
(ii) Schraubenlinien x(¢) = sint mit Konstanten c¢,b € R (fiir h = 0 Breiten-
ct+b

kreise): Aus der Kurventangente v(t) = _||§g%|\

alt man mittels w(t) = v(t) x n(x(t)) eine Orthonormalbasis {v(t),n(x(t)),w(t)} des
R3. Man kann nun x(t) in dieser Basis darstellen:

und der Flidchennormalen n(x) erh

Falls x eine geoddtische Kurve ist, ist nach Definition X — (X -n)n— (¥-v)v =0, also
muss (%(r) - w(t))w(t) = 0 sein. Daraus ergibt sich nach Skalierung die Bedingung

() - (2(r) x Ai(x(1))) = 0

fiir eine beliebige Flichennormale 7i an der Stelle x(t). Dies verifiziert man fiir
Schraubenlinien leicht durch Nachrechnen:

— sint
x(t)y=1| cost |,
c
cost
n(x(t)) =1 sint |,

0
—csint
x(t) xn(x(t))=| ccost |,

—1
—cost
¥(t)=| —sint |,
0

X(t)- (x(t) X n(x(t))) = ccostsint — csintcost = 0.

Bemerkung 14.21 Nicht jede geoditische Kurve ist Kiirzeste. Vergleiche dazu die Ab-
schnitte auf Grofskreisen auf der Sphdre mit Radius 1, die ldnger sind als T.
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14 Ein kurzer Ausflug in die Differentialgeometrie

Liinge (x) > Ldnge ()

Liinge (x) > Ldnge (X)

14.4 Krimmung auf Flachen

Nun betrachten wir dhnlich wie bei Kurven die 2. Ableitung der Parametrisierung, bzw. die
Variation der Normalen:

Definition 14.22 (2. Fundamentalform) Die Abbildung h = (h;j); j—1...a—1 mit

9%x(§)
35:‘%1’

heif3t 2. Fundamentalform von .#. Hierbei ist n(x) die Normale an 4 in x(&).

hij = —n(x(§))

Bemerkung 14.23 Wir wissen bereits, dass n(x) =

ii(x) = ((—=1)"!detA,);,

0
wobei A; = ( xk(é)) (d.h., i-te Zeile von Dx gestrichen).
k=1,..

aél :d,k;fi
Fiir d =3 ergibt sich die bekannte Formel: ii(x(§)) = &;(;) % &;(5)
1 2

I=1,.d—

Es folgt aus n(x) L Tx.#:

O:i((nox). ax>:(nox). 0% d(nox)

& dE; d§dE;  d&  IE;
—hij
d(nox) Jx
= hii=h;=———" )
J J &éj aéi

(Vgl. den Kurvenfall: k = —n-X = 7- % fiir bogenliingenparametrisierte Kurven im R?. Hier
ist & = (h;;);j noch mit der Karte verkniipft.)
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14.4 Kriimmung auf Fldchen

D.h. die 2. Fundamentalform beschreibt Variationen der Normalen bezogen auf die Parame-
trisierung, in dem Sinn, dass sie D(nox) in allen tangentialen Richtungen ;—g, i=1,..,.d—1
J

identifiziert. Weiterhin gilt

d d(nox)
By | : (l’l ox )a
d&; d&;
d.h. die Normalkomponente der Variation der Normalen verschwindet. Die Variation der

Normalen kann somit als Abbildung des Tangentialraums in sich selbst verstanden werden.
In diesem Sinn definieren wir die lineare Abbildung Sz, : T,.# — T,.# implizit iiber

dx\ dx d(nox) Jdx
( T M aéj) aék aéj aék Jjk ( )

Die Abbildung S7, , ist eindeutig durch diese Gleichung bestimmt, denn fiir jede lineare
Abbildung A : T, # — T, (hier A = St,_z) gilt Av € T A falls v € T, . D.h. S,_pv
ist eindeutig bestimmt, wenn wir S7,_,v; bestimmen fiir {v;}; Basis von T.#. St,_,v; ist

In(x)[I* =1 0= 55 |lnox|* =2

eindeutig bestimmt wenn wir St,_,v; - v; angeben. Hier wihlen wir v; = g—g
J
Basis-Darstellung von St_,: Die Matrix S = (S;;); j—1,...a—1 sei die Basis-Darstellung

ox ox
2 dn
&7 "9

dx dx
(3035,) = L9035

Hier steht in den Spalten der Matrix das Bild eines Basisvektors dargestellt in der Basis.
Wir nennen Sy, die Weingarten-Abbildung zu .# im Punkt x und schreiben auch

von St beziiglich der Basis

STXL%[ = Dn.
Es gilt

;Su 55 95, R = STeg=h
N——

g,h symmetrisch
=

gS=heS=g"h

Zusammenfassen folgt damit: g(Sv,w) = gSv-w = hv-w = h(v,w). Dies entspricht der
Gleichung (20) fiir S7,_z.
D.h. S ist die Darstellung der 2. Fundamentalform in der 1. Fundamentalform.

Lemma 14.24 S ist symmetrisch bzgl. der Metrik g(-,-), d.h. es gilt g(Sv,w) = g(v,Sw).

Beweis: Es gilt g(Sv,w) =gSv-w=hv-w=hw-v=gSw-v=gv-Sw=g(v,Sw).
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14 Ein kurzer Ausflug in die Differentialgeometrie

Damit kann man § diagonalisieren und wir definieren:

Definition 14.25 (Hauptkriimmungen) Die Eigenwerte Ki,...,Kg_1 von S heifen Haupt-
krimmungen. Die Eigenvektoren vy, ...,vy_1 mit Sv; = K;v; heifsfen Hauptkrimmungsrich-
tungen. Diese sind g-orthogonal, d.h. g(v;,v;) = 0;;. Hier ist §;; wieder das Kroneckersym-
bol mit ;; = 1 fiir i = j und 6;j = 0 sonst. Die Vektoren Dxv; fiiri =1,...,d — 1 nennt man
eingebettete Hauptkrimmungsrichtungen in Ty .

A RZ

Bemerkung 14.26 Die Hauptkriimmungen sind per Definition Eigenwerte der Weingar-
tenabbildung Dn = St,_y : To M — T M . Fiir die eingebetteten Hauptkriimmungsrichtun-
gen rechnen wir wie folgt die Eigenvektor-Eigenschaft nach: Fiir alle v e R4 gilt

K;Dxv;-Dxv = KliTva,-'v:gKiv,-'v:g(Kivi,v)
= g(Svi,v)=gSvi-v="hv;-v=_Sr_yDxv;-Dxv.

Dies heisst aber, dass K;Dxv; = St, sDxv; da S, eine Abbildung von T,.# nach T,.#
ist. Damit ist dann Dxv; Eigenvektor von St, 5 zum Eigenwert K;.

Diese Eigenvektoreigenschaft der Hauptkriimmungsrichtungen impliziert, dass die Fld-
chennormale n lings Kurven, die tangential zu einer solchen Richtung im Punkt x ver-
laufen genau in dieser Richtung variieren. Fiir andere Richtungen weiss man nur, dass die
Variation der Normalen im Tangentialraum liegt.

Definition 14.27 (Mittlere Kriimmung, GauB-Kriimmung) Sind x;,i = 1,....,d — 1 die
oben definierten Hauptkriimmungen, dann definieren wir

D
L

die mittlere Krimmung durch H :=

A

D
L

und die GauB-Kriimmung durch K :=

N
Il
i,

a
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14.4 Kriimmung auf Fldchen

Betrachten wir nun Graphenflachen

s Essei #Z ={(&,f(&))| & € ®} mit der Parametrisierung
x:o— A, &—x(&)=(&,f(&)),dann sind
I’l(X) (_Vf(§)7l)T
I(=Vf(E), DI’
? - LM = span{ (ei,g—é) i=1,..,d— 1}.

Nun betrachten wir einen kritischen Punkt von f:

E%c 0 mitVf(E%) =0
= gij=ei-ej+0=0;;<g=1 (allgemein gilt fiir Graphen: g:ﬂ—i-VfTVf)

= S(EY) = h(EYT =h(EY) Y —D2F(E%)  (Hesse-Matrix).

(*) Hierzu:
0
: Px(E) _ P/
O = | | hy=—n(E9). _
1
Taylorentwicklung:

£(&)=f(&%) - %Zhu(é —&NE—&)+olE-&°IP)
LJ

Interpretation dieser Formel: Die zweiten Ableitungen charakterisieren lokal die Kriim-
mung des Graphen.

K1,k >0

Beispiele 14.28

(i) Betrachte die Sphiire S*> = {x € R3|||x|| = 1}. Die Sphdire ist rotationsinvariant, wir
konnen fiir die Berechnung der Hauptkriimmungen daher einen beliebigen Punkt

betrachten. Hier wiihlen wir x = (0,0,1) und f(&1,&) = (/1 — &2 — &3. Damit folgt
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14 Ein kurzer Ausflug in die Differentialgeometrie

dann
—(&1,%2)
VIi&1,6) = ——————,
J1-82-¢2
D*f(&1,&) = _ < é ? ) + < gl ) S
T ite—g (-g-a)t
D2f(0,0) = —((1) ?)ﬁK’l,Kz:l.

Hier sind alle Richtungen Hauptkriimmungsrichtungen und es gilt H =2, K = 1.

rcos @
x(@,z) = | rsing
Z

parametrisierten Zylinder mit Radius r. Wir berechnen

—rsing 0
Dx(¢,z) = rcosqo 0 :

(ii) Wir betrachten den durch

8x(p2) = Dx"(9,2)Dx(9,2) (
—rsm(p 0 rCos @
rcos(p x| O | =] rsingp |,
1 0
- cos @
n X .
He9.9) = o 1T - ( "0’ )

—n(x(¢,z)) - a—(sz(w) =1
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14.5 Ubungen

Alternativ berechnet man die zweite Fundamentalform mittels

d(nox —sing
199 (g 0)= [ coso |.
¢ 0

In jedem Fall erhdlt man

) —1
1, (=0 r 0\ (r 0
S=¢g h_(o 1)(0 0)‘(0 0)

und damit

Hauptkriimmung  eingebettete Hauptkriimmungsrichtung

—rsin@
% Dxe| = rCcos @ (entlang Breitenkreisen)
0
0
0 Dxe; =1 0 (entlang Mantellinien)

1

sowie H = % und K = 0. Die eingebetteten Hauptkriimmungrichtungen stehen in der
Tat senkrecht aufeinander.

14.5 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 14.1 Betrachten Sie eine Ellipse (in der Ebene) mit den Halb-
achsen a und b und bestimmen Sie die Kriimmung in den Scheitelpunkten.
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14 Ein kurzer Ausflug in die Differentialgeometrie

Anwesenheitsaufgabe 14.2 Sei x : [a,h] — R? eine Kurve auf einer Fliiche M. An den
Stellen y € M sei n(y) eine Normale an M.

Falls x bogenldngenparametrisiert ist, so gilt:
x ist geoditische Kurve < k(1) = (¥(¢) - n(x(¢))) n(x(z)).
a) Zeigen Sie, daB der Aquator auf der Einheitssphiire eine geoditische Kurve ist.

b) Zeigen Sie, dal} alle Schraubenlinien geoditische Kurven auf den jeweiligen Zylin-
dern sind.

Anwesenheitsaufgabe 14.3 Betrachten Sie fiir r,r, € R mit r% + r% = 1 Kurven
try

y(t) = try
f(tr1 ,tr2)

durch die Fliche {(x,y, f(x,y))|x,y € R} mit f(x,y) = xy. Bestimmen Sie die Kriimmung
dieser Kurven im Ursprung.

Anwesenheitsaufgabe 14.4 Berechnen Sie die Kriimmung der Graphenkurve

Yt (fzt)) : fiir f(¢) = sin(¢) und € [0, 27]

in den Punkten y(£%).
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14.5 Ubungen

Aufgabe 14.5 Betrachten wir einen Kreis vom Radius r, der mit der Geschwindigkeit

(1) die x-Achse entlang rollt. Es sei P derjenige Punkt, mit dem der Kreis den
Koordinaten-Ursprung beriihrt.

y =

a) Geben Sie eine Parametrisierung der Kurve an, die P durchlauft.

—»

LT Lg)

b) Zu welchem Zeitpunkt und wo beriihrt der Punkt P zum zweiten Mal die x-Achse?

c) Berechnen Sie die Bogenldnge der Kurve, entlang derer sich der Punkt P bis zur
zweiten Berithrung entlang bewegt hat.

Tipp:
cos(20) = 1 — 2sin®(a)

Aufgabe 14.6 Berechnen Sie die Bogenlidnge der Schraubenlinie

rcost
y(t) := | rsint
ht

mit 0 <¢ <27 und interpretieren Sie das Ergebnis geometrisch.

Aufgabe 14.7 Zeigen Sie:
Fiir eine zweimal differenzierbare Kurve x(z) : [a,b] — R lisst sich die Absolutkriimmung
mittels

k() = (@)1 7 () > %(0)|

berechnen.

Tipp: Zeigen Sie k(t) = x(t), wobei k() durch die Formel in der Vorlesung gegeben ist.
Verwenden Sie eine geeignete Eigenschaft des Kreuzproduktes.
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14 Ein kurzer Ausflug in die Differentialgeometrie

Aufgabe 14.8 Betrachten Sie die durch X : (0,27) x R — R?

cos s —sins
(s,v) = X(s,v)=| sins | +v coss
0 1

parametrisierte Fliche.

a) Zeigen Sie, dass es sich um das einschalige Drehhyperboloid mit der Gleichung x? +
y? — z2 = 1 handelt und fertigen Sie eine Skizze zur Veranschaulichung der Fliche
an.

b) Zeichnen Sie die beiden Kurven (z.B. fiir vg = 0,41,+2 und s = 0, %, T, 3—”)

COSS — Vg sins

1(s) = X(s,v0) = | sins+wvpcoss |, vo=-conste R,
Vo
COSSo — vsinsg
() = X(so,v)=| sinso+vcossy so = const € (0,2).
1%

in Thre Skizze.

c) Berechnen Sie die Absolutkriimmung der beiden Kurven.
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14.5 Ubungen

Aufgabe 14.9 Betrachten Sie die durch X : [0,27) x [0,100] — R?

2cosu
(u,v) = X(u,v) = | 2sinu
v

parametrisierte Fliche.

a) Zeigen Sie, dass es sich um den Drehzylinder mit der Gleichung x> 4 y> = 4 handelt
und fertigen Sie eine Skizze zur Veranschaulichung der Fldche an.

b) Zeichnen Sie die Kurven

2
n(t):=X0,0)=1 0 |,
f

2cost
»(t) :=X(¢,10) = | 2sinz |,
10
2cost
1a(t) ;=X (¢,¢) = | 2sint
t

in Thre Skizze. Um welche Kurven (auf der Flidche) handelt es sich?
c) Berechnen Sie %(z), #;(¢) und %(z) x %(¢) firi=1,2,3.

d) Zeigen Sie, dass die Vektoren

fiir alle r € [0,27) orthogonal zu ¥(¢), i = 1,2,3, sind und, dass gilt N;(¢) ist ortho-
gonal zu %(r) x §;(¢) fur i = 1,2,3. Versuchen Sie sich die Situation in einer Skizze
zu veranschaulichen.
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14 Ein kurzer Ausflug in die Differentialgeometrie

Aufgabe 14.10 Betrachten Sie die Kurve
_(x(2)\ _ (€ cos(2m) ’
o) = (y(t)) = (ef sin(27e) ) €&
mitz € [0,2].
a) Berechnen Sie die Punkte y(%), i = {0,...,8}, und skizzieren Sie die Kurve.

b) Berechnen Sie die Bogenlidnge der Kurve.

¢) Bestimmen Sie die Kriimmung der Kurve.

Aufgabe 14.11 Betrachten Sie die Fliche

2| X %
AZ:{(Xl,)Q)ER —+—§1,X1>0}.

a’ b2
a) Zeichnen Sie die Fldche A.

b) Berechnen Sie den Fldcheninhalt von A.

¢) Berechnen Sie den Schwerpunkt von A, wenn die Dichte p = 1 konstant ist.
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14.5 Ubungen

Aufgabe 14.12 In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass der “beste” Looping in einer
Achterbahn ein Klothoiden-Looping ist. Eine Klothoide ist eine Kurve x : [0,5] — R? mit
der Eigenschaft, dass die Kriimmung an jedem Punkt proportional zur Linge bis zu dieser
Stelle ist. Das folgende Bild zeigt den Ubergang von einer Geraden zum Kreis mit einer
sogenannten Klothoiden im allgemeinen Fall (aus Wikipedia).

—Anfang Ubergangsbogen
Ende Gerade

Ende Ubergangsbogen
Anfang Kreis

Abriickmat

le——— Lange Ubergangangsbogen [ 2 4-‘

Lange Ubergangangsbogen ———————»|

Der Looping besteht also aus einem Kreisbogen und zwei Klothoiden, an den Ubergangs-
stellen zum Kreisbogen bzw. zur Geraden stimmen die Ableitungen bis zur Ordnung 2
tiberein. Wir nehmen zusitzlich an, dass sowohl der Achterbahnzug als auch die Fahrgi-
ste einen einzigen Massenpunkt bilden und es weder Reibung noch Luftwiderstand gibt
(Erinnerung: g = 9.81%).

a) Berechnen Sie den Radius R und die Kriimmung Ki..js des Kreisbogens, wenn man
davon ausgeht, dass die Fahrgiste bei einer Geschwindigkeit von 20" im oberen
Punkt schwerelos sind.

b) Die Klothoide x erfiillt folgende Bedingungen:

1

x(0) =0,%(0) =e; und k(1) = yvid

Zeigen Sie, dass die Gleichung der bogenlidngenparametrisierten Klothoide folgen-
dermallen gegeben ist:

x(1) :/Ot o (2%2) ds. (21)

. 2
sin (ﬁ)
c¢) Sei im Folgenden A = §. Was ist die Linge einer der beiden Klothoiden bis zum
Beriihrpunkt mit dem Kreis?

d) Geben Sie die Taylor-Entwicklung der Klothoiden mit Restglied O(*) um den Ur-
sprung an.
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14 Ein kurzer Ausflug in die Differentialgeometrie

Aufgabe 14.13 Bestimmen Sie mit einer Programmiersprache Threr Wahl das Integral

in

Gleichung (1) aus obenstehenden Aufgabe fiir t+ =*“Beriihrpunkt aus ¢)”, indem Sie die

Sinus- bzw. Kosinus-Reihe bis zur Ordnung 2,4,6,8 komponentenweise integrieren. Ver-
gleichen Sie Ihre Ergebnisse mit den exakten Werten

x1 =10.1777638111437820 xy = 0.4242628624214808

und der Taylor-Entwicklung aus Aufgabenteil d) der vorherigen Aufgabe.

Aufgabe 14.14 Betrachten Sie die Gleichungen:

540

h(x,y,2) == +y* ~1=0
g(x,y,z) :==x—2=0

h(x,y z)) <0)
f(x,y,z) = 7 = .
(x,3,2) (g(x,y, 2) 0
a) Welche Figuren schneiden sich hier? Was ist die Schnittmenge dieser Figuren? Fer-
tigen Sie eine Skizze der Situation an.
b) Finden Sie einen Punkt P auf der Schnittmenge mit x = 1.

¢) Berechnen Sie den Gradienten Vi, Vg an dem Punkt P und nutzen sie, um eine
Tangentenvektor der Schnittmenge zu finden.
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Losungen

Losungen

0 Ein wenig Motivation vorab
Lésung 0.1

h(d, a,1) :l+dtan<l7;g‘o)

Man sieht (wahlweise durch Ausprobieren oder durch eine entsprechend verallgemeinerte
Darstellung des Fehlers durch die Ableitungen) dass sich der Fehler in / direkt auf den
bisherigen Fehler der Hohe addiert.

Losung 0.2 Esist a =0°01"= %O. Mit der Formel d = -Z% R aus der Vorlesung erhilt
man d = 1.855km. (Laut ISO 31 ist die Ldnge einer Seemeile heute als 1.852km definiert.
Wenn man anstelle der idealisierten Linge des Aquators die durchschnittliche Linge eines
Meridians verwendet, so erhilt man eine deutlich genauere Approximation dieses Wertes.)

Lésung 0.3

a) Steht man direkt am Turm, so ist d = 0 und & = 90. Da
1(0,90) = 0- tan (g) — 0 oo,
funktioniert die Formel fiir die Hohenfunktion in diesem Fall nicht.

b) Die Sensitivitit einer Funktion wird durch den Betrag ihrer Ableitung wiedergespie-
gelt. Je hoher der Betrag der Ableitung ist, desto hoher ist die Sensitivitit in diesem
Punkt. Wir miissen also iiberpriifen, wie sich die Ableitung betragsmifig verhilt. Es
gilt:

dh < o ) dh dr

=t - - -
dd ~ " \180 da~ 180cos? (7)

Steht man nun nah am Turm, so ist & nur wenig kleiner als 90°, d.h. % ist sehr grof3,
denn fiir x < %, x — 7 gilt tan(x) — co. Mit anderen Worten, die Sensitivitit bzgl.
Abweichungen in d ist sehr groB. AuBerdem gilt fiir x < 7, x = J cos(x) — 0, so
dass die Sensitivitdt bzgl. Abweichungen in o ebenfalls sehr groB3 ist.

c) Steht man sehr weit entfernt vom Turm, so ist d sehr grof3 und o sehr klein (fast
null). Da fiir x — 0 cos(x) — 1 gilt, d jedoch sehr groB ist, ist die Sensitivitiit bzgl.
Abweichungen in o groB.

Lésung 0.4 Die Losung lautet:
p(x) = =262 +x+3.
Probe:

p(-1) = (-2)-1+(-1)+3=-2-143=0 V
p(1) = 2+1+43=-2+4=2 V
p(=2) = (-2)4+(-2)+3=-8-2+43=-10+3=-7 V

543



Losungen

Wie findet man die Losung?
Ansatz: p(x) = ax*> +bx+c
Bedingungen:

)  O0=p(-)=a-(-1)?>4+b-(—1)+c=a—b+c
2)  2=p(l) =a+b+c
3) —T7=p(-2)=4a—2b+c

Lineares Gleichungssystem:

I: a — b + ¢ = 0
II: a + b + ¢ 2
II: da — 2b + ¢ = -7
I'=I: a — b + ¢ = 0
II=I1+1: 2a + 2c = 2
IP=II42I1  6a + 3c -3
I"=I: a — b + ¢ = 0
=111 a + ¢ = 1
Ir=iIr:  2a + ¢ = -1
I=I: a — b + ¢ 0
Ir=I": a + ¢ = 1
=11 a = -2

a=-2=c=1—-a=14+2=3 = b=a+c=-2+3=1

= p(x) = —2x> +x+3

Losung 0.5 Zunichst stellen wir fest, dass
: d .
sin(0) =0, cos(0) =1 und Esm(r) = cos(t).
Da y(0) = 0 gelten soll, setzen wir analog zur Vorlesung

y(t) = csin (\/gt) ,

wobei ¢ noch zu bestimmen ist. Hierzu berechnen wir die erste Ableitung

y(t) = C\/gcos (\/gt> E

und stellen fest, dass ¢ = \;OF gelten muss.
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1 Mathematische Grundlagen

Somit erfullt

die Anfangsbedingungen und da
y(t) = ~ 0 in ( Et) B

n m ) m
m

gilt, 1ost dieses y(¢) die gewohnlichen Differentialgleichung (1).

1 Mathematische Grundlagen

Losung 1.1
apg=1

1 1 4

a»r = 1 _ 4,1 1

2=a1t3mTr =313

=1 1 _ 13, 1

az=ltmm =79 +3

13
9

4
2

=]

7

an+1 1aBt sich schreiben als:

n+1
ap+1 = ( )

Mit Hilfe der Geometrischen Reihe (vgl. Skrlpt) 148t sich dies umschreiben zu

n+1 1
L0

(l n+2
3

Lésung 1.2
Induktionsanfang (IA): Fiir n = 0 ist die Formel korrekt:
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Induktionsannahme (IAn): Die Formel

n

Z3(k+1):%(n+l)(n+2)
k=0

sei richtig fiir ein n € N.
Induktionsschritt (IS): n ~» n—+1
Behauptung: Die Formel ist korrekt fiir n+1 € N:

n+1 3

Y 3(k+1)=>(n+2)(n+3)
k=0 2

Beweis:

rf3(k+1) = Z 3(k+1)+3(n+2) 2 %(rH— 1)(n+2)+3(n+2)
k=0 k=0

=24 () +2) = 24 t3) v

Also gilt die Formel fiir alle n € N.
Lésung 1.3

i) Skizzen der beiden Funktionen:
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05 +

05 —

Abbildung 2: Die Funktion f.
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l J—

05 —+—
\ /
~ e
~ \\‘ ”’ e
”~ O ~
4 ~
-~ ~
e ™~

Abbildung 3: Die Funktion g.
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ii) Wie die Skizze suggeriert, ist der Grenzwert lim,_,o g(x) = 0. Dies ist z.B. mit Hilfe

einer Folge (x,),en mit x, — O fiir n — oo ersichtlich (wie in Definition 1.11 aus
der Vorlesung): Es gilt x, — 0, also existiert nach Definition zu jedem € > 0 ein
N(¢g) € N, so dass |x, — 0| < € fiir alle n > N(¢&). Damit gilt dann

|8(xn) —8(0)] = lg(xn) = O] = [xaf ()| = |xa| < €.

1
Xn
Die letzte Gleichung (|x,f <xin) | = |xu|) gilt, da f(x) stets 1 oder —1 ist und so-
mit immer Betrag 1 hat. Damit gilt also lim, . g(x,) = 0 (wieder nach Definition

1.11 mit selben € und N(€)) und somit nach Notation 2.8 aus der Vorlesung, dass
limx—>0 g(X) =0.

Lésung 1.4
((@n+bp) = (a+b)| = |(an—a)+(ba—D)|
Dreiecksungl.
< lan, —a| + |b, — b|
™ ~
fiir n;i\”(é) fiir n;SN(E‘)
< 28 fiir n>max(N'(€),N(€))
Lésung 1.5
)
1
lan] = ’1+—( <2
n
i)

1
asz(—1)2k<1+ﬂ) 14— 1 fir koo

(vgl. Grenzwertsitze)

Léosung 1.6 Die Reihe (a,)peny mit a, = Y1 % ist nach unten beschréinkt durch die
harmonische Reihe (@ )neny mitd, =Y, %, d.h.esgiltfrallen € N

1 4Ny

EZ.Zfln-

l

n
a=Y
i=1

=

L =1

Damit divergiert (a,),enN-
Losung 1.7

a)ﬂw=x+m:x+{_x: x>0}:{2x: £>0

x  x<0 0 : x<0
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b) Im Gegenssatz zu der Funktion aus dem Aufgabenteil a) ist die Funktion g(x) auf der
x-Achse um eins nach rechts verschoben und zusétzlich mit dem Faktor 4—1‘ skaliert.
Dabher gilt

si={ gy A5y =1l

¢) Um die Funktion 4(x) umzuschreiben betrachten wir zunichst die Funktion

0 : x<-—1
hl(x):{2x+2 D ox> -1

die fiir x < 0 mit der Funtion h(x) iibereinstimmt. 4 (x) 1dBt sich dhnlich wie die
Funktion g(x) durch Verschiebung von f(x) konstruieren. Es gilt also

hy(x) =x+1+|x+1].

Um den zweiten Knick zu konstruieren addieren wir ein Vielfaches der Funktion
f(x) zu hy(x). Da f(x) = 0 fiir x < 0 dndert dies nichts am Verhalten von & (x) fiir
x < 0. Wihlen wir als Faktor —1, so @ndert sich aber die Steigung fiir x > 0 von 2 auf
0, da die Steigung von f(x) fiir x > 0 gleich 2 ist. Die Funktion %(x) 146t sich also
schreiben als

h(x) = g1(x) + (=1)- f(x)
=x+1+x+1]—(x+]x])
=1+ x+1]—|x]

Lésung 1.8

a) Die Negation von Aussage (6) ist

s (—A(s) A—B(s)) .

b) Eine mgliche Formulierung von Aussage (6) lautet: “Alle StudentInnen schlafen mor-
gens aus oder geben einen gut bearbeiteten Ubungszettel ab.”

Eine mgliche Formulierung der Negation lautet: “Es existiert eine Studentin/ein Stu-
dent, die/der morgens nicht ausschlift und keinen gut bearbeiteten Ubungszettel ab-
gibt.”

Losung 1.9 Die Losung ist
an=(n+1)>2

Wir beweisen dies mit vollstdndiger Induktion iiber 7.
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a) Induktionsanfang (IA): Fiir n = 0 ist die Formel richtig:

ap=0+1)>%=1

Induktionsannahme (IAn): Die Formel

an = (n+1)?

sei richtig fiir ein n € N.
Induktionsschritt (IS): n~ n+1
Beh.: Die Formel ist richtig firn+ 1 € N:

apy1 = (n+ 2)2

Bew.:
i1 =an+2(n+1)+1=(n+1)>+2n+3=n*+4n+4=(n+2)%
Also gilt die Formel fiir allen € N = {1,2,3,...}.
Lésung 1.10

1 11
a) Zigl(ai—aiH) Z, 14i — Z, 14i+1 = Zl 14i — Zizzai:al—all
b)

10 10 10 5 5
ZZ“!/ ZZ“ZZJ = Z Z“l/ ) ai2))
i=1j= i=1j= i=1 j=1
10
= Z 2012] 1
Losung 1.11
Zu a)
mnzlz
! 1
Y K=c1-2:3 v
k=1
(TAn): Zkz 6 n(n+1)(2n+1) fireinn € N.
(IS): nkm»ln—l— 1:
Beh.:

n+1
Zkz n—l—l Y(n+2)(2n+3)
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Bew.:
n+1 n
Y& = YKE+mn+1)
k=1 k=1
_ én(n—l—l)(Zn—f-l)-i—(n—f—l)z
_ %(n+1)~(n(2n+l)+6(n+1))
= é(n+1)-(2n2+7n+6)
= é(n+l)(n+2)(2n+3) v
Zu b)
(IA): Firn=1:

(IAn): n! > 2" fiir einn € N.
IS):n~n+1:
Beh.:
(n41)!>2"

Bew.:
Es gilt

(n+1)!'=(n+Dn! > m+1)2"" 1 >2.0071 =2n,

Lésung 1.12

a)
I 43n—1  nA(=T+3-L)  —T+2-

2
an: = = n
5n%+5 n?(5+3) 5+
fﬁrn—>+w,da%,—’;—2,5—2—>0fiirn—>+oo.
b)
. _n3(3+ni2—n%)_3+n%—n%_>i_§
nT3 13 1.\3 23 8
n (2+\/ﬁ) (2+\/ﬁ)

fiirn—>+<x>,dar%,—n%,\/lﬁ%Ofﬁrn%—koo.

¢) Beh.:a, = (1 +nl2)” — 1 fiir n — +oo.
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Beweis: Wegen der Bernoulli-Ungleichung gilt:

1 1 1
a ( +112) Z 1+n n? +n

|| 1 1 _( n’ )"
o () (R

B n?+1-1 n_ 1 1 " | n _nz—n-i—l
- nz+1 - n2+1 - n2+1 n2+1
2 2
n“+1 n—n+1l-+n n
= < = =1
n = n?—n+1 n2—n+1 +n2—n—|—1
D.h. also : a, = (1+1/n%)" — 1 fiir n — oo, da sowohl 1—1—% — 1 als auch 1+
n2:1rl+l—>1'
Lésung 1.13

a) Die Losung erhalten wir durch Spiegeln der Punkte £y und P; an der x- bzw. y-
Achse.Spiegeln wir den Punkt Py an der y-Achse, so erhalten wir den Punkt P; =
(—1,0). Nun Spiegeln wir P an der y-Achse und erhalten P, = (—a, /1 — a?). Durch
erneute Spiegelung an der x-Achse erhalten wir Ps = (a,—v/1 —a?). Zum Schuss
spiegeln wir nun noch Py an der x- und y-Achse und erhalten Py = (—a, —V'1 —a?).

b) Wir erinnern uns an die Gauf3sche Flachenformel aus der Vorlesung. Fiir ein Polygon
bestehend aus n + 1-Punkte berechnen wir den Flidcheninhalt durch

1 n
F:=3 Y (ke — X))y
k=0
wobei P, = (xi,yx). Somit erhalten wir

1

> {0—1—(1—(—61))- l—a?2+(a—(-1))-V1—ad?
+0+(—1—a)-(—V1—-a)+ (—a—1)-(—/1—a?)
:1(4.(1+a)\/1—a2

2

=2-(14+a)V1—a?

c) Da der Fldcheninhalt in diesem Fall nur vom Parameter a abhingt, konnen wir das
maximale Hexagon durch Berechnung des Extremums von F(a) berechnen:

Flla)=2V1-a+2-(1+a)—t" Lo,
@=2VI=@ 42 (1) =

F(a)
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Durch Umstellen erhalten wir
1 1

2 — —_—— =
a —|—2a > 0.

Berechnung der Nullstellen der quadratischen Gleichung:

1 1 1 1 3 1
=ty ==+ =2
M2="4" N1 2~ 2734 {_1

Des Weiteren gilt

24+6a 2-(a*+add)

Pl == =a icay

und damit
F"(%) <0,
d.h. fiira = % ist das resultierende Hexagon wirklich Flicheninhalt maximierend.
Das resultierende Hexagon ist zu dem gleichseitig und gleichwinklig (120°).
Losung 1.14

a) Es gilt

b) Wir rechnen nach:

1 n a 1 [a a—x2 <0
X, —Xp==I\|X — | —Xp==| ——X = .
n+1 n 2 n X, n ) X, n 2Xn >~

Die letzte Ungleichung folgt mit Hilfe von Aufgabenteil a).

c¢) Die Folge (x)nen ist fiir n > 1 monoton und beschriankt. Nach Satz 1.44 aus der
Vorlesung ist sie somit konvergent.

d) Gehen wir auf beiden Seiten von (7) zum Grenzwert iiber, so erhalten wir die Glei-
chung

-3 (+)
X—2X x.

Durch Multiplikation beider Seiten mit x ergibt sich

2

= (Pta)er=asx=a.

| =
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit
Lésung 2.1 Wir werten das Polynom
px) =x* =3 +2x—1
an der Stelle x) = —1 mit dem Hornerschema aus:
1 =30 2 -1

-1 4 -4 2
1 —4 4 21

Wir erhalten somit
p(x) = (x+1)(x> —4x® +4x—2) + 1

Lésung 2.2

f(O+h)—f£(0) cos(3)h*—0

h

= :hcos(%>—>0 firh— 0

D.h. f(x) ist in O differenzierbar mit f'(0) = 0.
Lésung 2.3

1) Zuerst skizzieren wir die Menge

()2 +37 =)

und stellen fest, dass es sich dabei um einen Kreis mit Mittelpunkt (0,0) und Radius
r handelt.
Verindert man die Menge wie folgt

Ll Q)+ G) =1}

so erhidlt man als Graph eine Ellipse mit Halbachsen der Lingen a und b. Dabei ver-
lauft die Halbachse der Linge a entlang der x—Achse und die andere entlang der
y—Achse.

Mit diesem Wissen ist es nun nicht mehr schwer den Schritt nach 3D zu machen und
die in der Aufgabenstellung angegebene Menge zu skizzieren. Es handelt sich dabei
um einen Ellipsoiden mit Halbachsen entlang den drei Koordinatenachsen, wobei sie
die Lingen a, b und c haben.

(17 +()+ () =1}

Darstellung der Menge {(x, ¥,2)
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ii) Um die Funktion f(x,y) skizzieren zu konnen betrachten wir ihre Niveaulinien, d.h.

556

die Mengen
{Ce)f(x,y)=c}  mit  ceRT.
Da
1 o 1
f(xay)zm:c & x4y ==

gilt, sind die Niveaumengen Kreise um den Koordinatenursprung. Unsere Funktion
ist also rotationssymmetrisch, so dass es im folgenden geniigt eine Halbgerade vom
Urspung aus zu betrachten, d.h. z.B. die positive x—Achse.

1
0)=— £ fii 0
f(x,0) 2 — iir x—
und
)=~ 50 fi N
x,0)=— iir X — oo,
) xz

Graph der Funktion f(x,y) = - fiir x,y € [0.1,1]:

x2 +y2
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Lésung 2.4 Mit dem Newton-Verfahren lassen sich Nullstellen einer Funktion bestim-
men. Um ein Newton-Verfahren zur Berechnung von \/a zu entwerfen brauchen wir also
eine Funktion, die \/a als Nullstelle hat. Da wir ein Newton-Verfahren entwerfen wollen,
das ohne die Auswertung von /a auskommt, brauchen wir also eine Funktion mit Null-
stelle \/a, in der /a selber nicht vorkommt (g(x) = x — y/a scheidet also aus). Eine solche
Funktion ist

fx)=x*—a.
Fiir das Newton-Verfahren benotigen wir die Ableitung von f:

f(x) =2x.

Das Newtonverfahren sieht also wie folgt aus:

X0 Startwert
Xppl = Xp— S (xn)
n - n
1 (xn)
2 _
_ xn—x” a
2xp
B Xn a
- T o
X a
2 2x,
Xnt 5
N 2
Lésung 2.5
av 2 aVv T,
—(r,h) = =zrh —(r,h) = =
ar(r7 ) 37[7" ah(r7 ) 3r
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V(r+0.01r,h+0.01h) — V(r,h)
V(r,h)
Y (1, 1)0.017 + 2% (r,1)0.01h +0(0.017,0.01h)
V(r,h)
2rh-0.01r 4+ %r2-0.01h 4 0(0.01r,0.014)
T Zh
gr

0(0.017,0.01h)
ﬂzh

= 0.03+

3

Bis auf Terme hoherer Ordnung vergroBert sich das Volumen also um 3 Prozent, wenn man
rund /& um je ein Prozent vergrofBert.

Alternativ:
Eine andere Moglichkeit die relative Anderung des Volumens V zu berechnet ist

V(r+0.01r,h+0.01h) — V(r,h)
V(rh)
V(r(140.01),h(1+0.01)) =V (r,h)
V(r,h)
V(r(1.01),h(1.01)) =V (r,h)
V(rh)
2r2(1.01)%h%(1.01) — Zr2h
Zrlh
2rPh(1.01)° — %r%h
Zrlh
= 1.01°—1
0.030301.

Vergroflert man r und /& um je ein Prozent, so vergroBert sich das Volumen V um genau
3.0301 Prozent.

Lésung 2.6 Es gilt

f(0) = 1,dacosO=1,sin0=0,
f'(x) = 2cosx-(—sinx)+2sinx-cosx

= 2(sinxcosx —sinxcosx) =0.

Damit folgt
f(x) = const. = 1, da wir gezeigt haben, dass f(0) = 1.
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Lésung 2.7 Mit Hilfe der Differentiationsregel fiir die Umkehrfunktion erhalten wir

arccos’ (x) = (cos 1)/ (x) = —m (22)

Da sin? (x) + cos? (x) = 1 gilt weiterhin, dass
1 1 1

2)— — __ __ .
2= "G (arccos (x)) /1 — cos? (arccos (x)) 1—x2

Also gilt arccos’ (x) = —
Losung 2.8

1—x2°

a) Ja! Die Cosinus-Funktion sowie die Funktionen 1 und x? sind stetig auf R\{0}. Da
die Verkettung sowie das Produkt stetiger Funktionen stetig ist, ist cos ()—lc) x? stetig
auf R\{0}. Wir miissen also schauen, ob die Funktion f(x) stetig in x = 0 ist. Dazu

betrachten wir den Grenzwert von cos (%) x2 fiir x — 0.

1
cos (—) x> §x2—>0 fiir x — 0,
X

1
cos (—) 2 > —x> 50 firx—0.
X

D.h. cos (%) x? — 0 fiir x — 0 und somit ist die Funktion f(x) stetig auf ganz R.

b) Ja! Zunichst wissen wir, dass x> und 1 — x stetig sind. Ihr Nullstellenmengen sind

N = {0} und Ny_, = {1}. Aus der Vorlesung wissen wir, dass % stetig ist auf

R\N,2 und ﬁ stetig ist auf R\N;_,. Da sie Summe zweier stetiger Funktionen
auch stetig ist, ist f(x) stetig auf R\{0, 1}.

c) Ja! Dadie Betragsfunktion auf R stetig ist und die Summe zweier stetiger Funktionen
auch wieder stetig ist, ist f(x) stetig auf R.

d) Ja! f(x) 14Bt sich umschreiben zu

£0) = VI =/ VI

Die Betragsfunktion ist auf R stetig und bildet auf ]Rg ab. Da die Wurzelfunktion auf
Rg stetig ist und die Verkettung stetiger Funktionen stetig ist, ist f(x) stetig auf R.

e) Ja! "72 — 1 und —%3 + 3 sind stetig auf R. Da
22 3

2
o l=1=-2143
2 i

besitzt die Funktion f(x) keinen Sprung an der Stelle x = 2 und ist somit stetig.
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Lésung 2.9

a) Es gilt:
X —3x42=(x—1)(x—2)

und daher
X2 —3x42 x4l

x—2— -1 fir x—1.
x—1

Also ist die Funktion f(x) an der Stelle x = 1 stetig erginzbar mit dem Funktionswert
f(1):=-1!

b) Wir beachten, dass
x—1=(Vx—1) (Vx+1)
gilt und erhalten daher
Vx—=1_ Vx—1 A1 1 . 1
x=1  (Vx=1)(Va+1)  Va+l Vitl 2

Also ist die Funktion g(x) an der Stelle x = 1 stetig ergdnzbar mit dem Funktionswert

fir x — 1.

g(l):= %

c) Hier gilt:

x*=5 _x—V5 x+/5
(x—12  x—1 x—-1°

Fiir x | 1 (z.B. fiir die Folge x,, := 1+ %) ergibt sich:

V5 (23)
x—1

x+¢1§—>+oo, (24)
x_

(23) und (24) ergeben zusammen

12 — —oo  fiir x| 1.

Fiir x 1 1 (z.B. fiir die Folge x,, := 1 — }Z) ergibt sich dagegen:

V5L (25)
x—1
”ﬁa—oo, (26)
x—1
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(25) und (26) ergeben zusammen

— —oo  fiir x 7T 1.

(—17

Also ist die Funktion i(x) an der Stelle x = 1 nicht stetig ergéinzbar. Als Funktions-
wert ergédbe sich (die Formel ist formal, d.h. symbolisch zu verstehen):

__4_

h(l) = —oo0,

(="
Man sagt, die Funktion %(x) besitzt an der Stelle x = 1 eine Polstelle ohne Vorzei-
chenwechsel.

) . 2x—2 1 firx>1 . C e
d) Die Funktion k(x) = m =V 21 firx<l } ist stetig fiir x # 1 und hat an

der Stelle x = 1 eine Sprungstelle mit einem Sprung der Hohe 2 von —1 auf +1 als
Unstetigkeit. Sie ist an der Stelle x = 1 also nicht stetig ergénzbar.
— Skizze anfertigen!

Lésung 2.10 Wir wihlen die drei Folgen

1 , 1 d o 1
Xp==— X, =——— und X = —t"
" 2mn " 2mn+ % " 27m+377r

Alle drei Folgen konvergieren offensichtlich gegen 0. Dann gilt
r}gr;f(xn) = nlgrolo sin(2zn) =0
: N T
r}l_r)Igof(xn) = nh_r&sm(Zﬂn—k 2) =1
lim £() = lim sin(27n+ %) = —1
n1_1>r°10fxn = lim sin(27n + —-) =

Dies beweist die Unstetigkeit der Funktion f(x) = sin1 an der Stelle x = 0.
Lésung 2.11 O.B.d.A. sei unser Polynom

p(x) =" p ey 4. 4 eix+eo

normiert. ) ol o
_ 2n+1 n
Da p(x) =x 1+7+...+ﬁ+w}
—> o I X —>+oo
= Pl = — —o0 I X —» —oo

Man kann daher Stellen a < b finden mit p(a) < 0 und p(b) > 0.
Deshalb gibt es ein xp € [a,b] mit p(xp) = 0 nach dem Zwischenwertsatz, da p(x) stetig ist!
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Bemerkung: Die Losung der Aufgaben ist hier zu Ende. Man kann zusitzlich ein konkretes
b < oo angeben, fiir das gilt p(b) > 0. Dazu gehen wir wie folgt vor:

Fiir x > max(1,2 (Z%,”:O lev])) > 1> 0 gilt:

plx) = X+ ...+ ¢

NN A! Dreiecksungl. (1 27
Ip(x)| < (—|Czn+...+co\)x2"+l < - Z oy ] 2t
* Y v=0

Da x > 1 und gleichzeitig x > 2 (Z%,”:O |cy|), kann man |p(x)| schlieBlich wie folgt abschiit-
zen:
x2n+1

N | —

p(x)| <

1
x2n+1 _ §x2n+1

= %xan >1/2>0.

= plx) =" 4 )

v

Also kann man b = max (1,2 (Z%,":O |cv|)) wihlen.
Entsprechend findet man ein a mit p(a) < 0!
Lésung 2.12

a) Fir die Menge A = {x| —2 <x <5} gilt:
supA =5 = maxA
und
infA = -2,

aber —2 ist kein Minimum von A. Zur Begriindung beachten wir, dass nach Definition
der Menge A gilt:
x<5 firallex€A.

D. h. 5 ist obere Schranke von A. Ausserdem gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es ein x € A derart, dass

5—e<x<5.

Denn wir kdnnen ja zum Beispiel x =5 — % € A wihlen, um die gewiinschte Unglei-
chung zu erhalten. Also ist 5 kleinste obere Schranke von A. Da 5 € A, gilt demnach
sogar

maxA =5 = supA.

Entsprechend sieht man die Aussage fiir —2 ein:
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e —2 ist untere Schranke von A nach Definition von A.

* —2ist grosste untere Schranke von A, da es zu jedem € > 0 ein x € A gibt derart,
dass
—2<x< -2+E€.

Wihle z. B.x = -2+ 5.
o —2ist kein Minimum von A, weil —2 ¢ A.
A= (-2,5]

b) Fiir die Menge B = {x|x> <5} gilt:
supB = V5 und infB=—/5,

aber 1/5 ist kein Maximum von B, weil v/3 ¢ B. Entsprechend ist —+/5 kein Mini-
mum von B, weil —\/5 ¢ B. Dazu beachten wir, dass gilt:

B={x|x*<5}={x] -V5<x<V5}
und benutzen die gleiche Argumentation wie in a)!

o= (~549
¢) Fiir die Menge C = {x|3 <2x+5 < 8} gilt schliesslich:

supC = maxC = und infC =minC = —1.

2
Denn es gilt:
3<2x+5<8 & 0<2x+2<5
& 2<2x<3 & —lgxgg,

woraus mit der Argumentation von a) die Behauptung folgt.

o[+

Losung 2.13
a)
p'(x) = 4x°—18x+4

Denn: (x")" = nx"~! fiir n € Nund (af + Bg)’ = af’ + g fir &, € R und diffe-
renzierbare Funktionen f und g.
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b)
g (x)=[x*=5)% =8(x*—5)7 - 2x = 16x(x* —5)7
nach der Kettenregel: [f(g(x))] = f'(g(x)) - ¢'(x) und den Regeln in a)!
c)
/ /
21 ! <\/x2—1> \/x2+1—\/x2—1<\/x2+1>
Y (x) = Jo = P (Quotientenregel!)
1 X X
= . Vxr+1-— x2—1~—}
241 {\/xZ—I v v Va2 +1
B 1 x-(P+1)—(*—1)x
I VX2 —1vx2+1
B B 4x—x+x
(2 +1D)Vxr+1vx2—1
B 2x
(x241)3/24/x2 —1 -
Benutzt:
x2—1 SRR S o= (Kettenregel!)
2vx2 — 1 Va1’ '
2r1) = - X
2vVx2+1 VaZ+1’
1
!/
(A = g
Beachte: v/x2 — 1 ist nur definiert fir x> —1 >0 & *>1 & [x[>1 & x>
loderx < —1. /
. . e ce . o Vx2— 2
Beim Ableiten ,,geriit“ v/x> — 1 in den Nenner: < \/i2+1) =@y e » Also alles
Hrichtig” fir [x| > 1 < x> 1 oderx < —1
d)
X\ "
en(x) = <1 + ;)
, x\n—1 1
— (1 _> -
) = n(147) -
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

nach der Kettenregel!

Bemerkung: Spiter sehen wir:

en(x) =

Obige Formel legt also

X\
<1+—> — € fiirn — oo
n

(eX)/ — ex

nahe, da (14 ) — 1 fiir n — +o0 und x € R beliebig, aber fest.

Problem: Gilt: lim, ¢),(x) = (e*)" ?
Vertauschen von zwei Grenziibergingen!

Lésung 2.14 Wir rechnen (2 +4)* aus:

2+h)] =

la=12]!

oder f(x) = x3, f'(x) = 3x?

(24h)*(2+h)
(4+4h+h*)(2+h)
8+ 8h+2h> +4h+4h> + I
8+ 12h+6h*> + I

2
8+ 12 h+h*(6+h)

“ =o(h)

= a = 12 (Def. der Ableitung/MWS!)

Losung 2.15

a)

W) = (P—12=x*-22+1>0 VxeR.

W(£l) = (1-1)%*=0!
W) = 2(x*—1)-2x=4x(x*—1) =dx(x—1)(x+1)
= 4 —dx

Nullstellen von W: x = —1,x = 0,x = +1.

)

W'(0)=0.

O<h<l=0<h*<1= W(h) =4hh*-1)<0
—1<h<0=0<h’<l=W(hm=4_h (F*—1)>0
N~ ———

<0

<0
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Losungen

D.h. fir —1 <h < 0ist W/(h) > 0, d.h. Steigung der Tangente an den Graphen
von W im Punkt (h, W (h)) ist positiv, W'(h) =0 ~» horizontale Tangente, dann
W'(h) <0 fiir0 < h <1 ~ Tangentensteigung negativ.

= W(0) =1 liefert lok. Maximum.

Entsprechend:
ii)
W(£1) =
W/(£14+h) = 4(£1+h)((£1+£h)>-1)
= 4(ilih)(1izh+h2—1)
= 4(j:1ih)( +2h)
4(£1+h)h(h+2)
+ -Fall:

W (1 +h)=4(1+h)h(h+2) >0 firh >0
W1 —h)=4(1-h)h(h—2)<0fir0<h<1!
— -Fall:
W (=14+h)=4(—=1+h)h(h—2)=4(h—1)h(h—2)>0fir0 <h < 1
W (=1—h)=4(=1—h)h(h+2)=4(=1)(1+h)h(h+2) <0 fir 0 < h(< 1)!
= W(=£1) =0 liefern lok. Minima!
i) Wegen W (x) =2 (1- 2+ L) gilt
W (x) — oo fiir x — +oo!
W(£2) = (4—1)* = 3> = 9 — Maxima auf [-2,2]!
Beachte: W(£2) = 9 sind Randextrema!
W (2)=4-23=24>0, W (-2)=-24<0!
Alternativ kann man die Art der Extrema im Innern des Intervalls auch wie folgt
bestimmen:

) 0 (s.0)
) =1
) = 12x2—4=4(3x"—1)
W/(£l) = 12:1-4=8>0
) = —4<0
) = Ound W/ (£1) =8 >0 = =1 liefert lok. Min. (Schule!)
) = Ound W”(0)=—4 <0 = 0 liefert lok. Max.

Skizze:
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

b)

f(x) = |X¥*—2x|>0 VxeR
= |x(x—2)]

= f(0)=0=(2)

Erwarten: x =0, x = 2 liefern Minima!
Um die Funktion f(x) mit Fallunterscheidung zu schreiben, schauen wir uns die
Ungleichung

¥—2x>0 & x(x=2)>0

an. Sie ist erfiillt in den folgenden beiden Fillen:

x>0 und x>2
und

x<0 und x <2,

d.h. in den Fillen x > 2 bzw. x < 0. Da diese beiden Fille nicht ganz R abdecken
miissen wir drei Fille unterscheiden.

x?—2x=x(x—2) firx>2
fx) =4 —x*+2x=(—x)(x—2) fir0<x<?2
x> —2x=x(x—2) firx<0

2x—2=2(x—1) firx>2
= ffx)=<{ —2x+2=(-2)(x—1) fir0<x<?2
2x—2=2(x—1) firx<0

Problem: f nicht differenzierbar in x = 0, x = 2 wegen Betrag!

Man erkennt aber: f'(x) =0 & x=1
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i f(1) =

F()=0, f(1+h)=(—2)h<0firh>0
F(1=h)=(=2)(=h)=2h>0fir0<h < 1

= f(1) =1 lok. Max.
ii) £(0) =
O0<h<l f(h)=h(h=2)=(—h)(h—2)
fl(h)=(=2)(h—1)>0
1<h<0 f(h)=h(h—2)
F(R)=2(h—1)<0
— £(0) = 0 lok. Min.

iii) f(2) =

O0<h<l fQ2+h)=22+h-1)=2(1+ )>
f2=h)=(=2)2-h- )=

= f(2) =0 lok. Min.

Wegen f(x) = |x* —2x| = x*|1 — %\ — oo fiir x — oo gilt:

x>2 : f(x)=x*—2x ~ Parabel
0<x<2 : f(x)=—x*+2x ~ Parabel
x<0 : f(x)=x*—2x ~ Parabel

Beachte: f’ springt bei x = 0 von —2 auf 2 und bei x = 2 ebenfalls von —2 auf
2.

Skizze:
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

8 %
f(x)
6 1
4 1
2 1
| | | | X
-2 -1 1 2 3 4
Losung 2.16  u(x,y,z) = /x> +y*+ 72
N 8u(x ) X
SN = ———
ax 7 VX2 4yr 422
du y
SN2 = Y ——
gy( ) V242
u Z

_x’ 7Z e —
aZ( %2) VX2 4yr+22

= Vu(x,y,z) = a Y <
o VY2 + 22 242+ 22 4y + 22

u(x,y,z) =R & x*+y>+72 = R?
Niveaumengen sind Kugeloberflichen mit Mittelpunkt (0,0,0) und Radius R > 0.
Losung 2.17

a) Ja!
f(x) > 0 fiir alle x € [a,b] = f ist streng monoton wachsend = Beh.

b) Nein!
f(x) = x ist auf [—1,1] streng monoton wachsend, aber f’(0) =0 (f'(x) > 0 folgt
aus dem Mittelwertsatz, jedoch nicht f/(x) > 0)

c) Ja!
sieche Vorlesung.

d) Nein!
siehe a): xo konnte a oder b sein.

e) Ja!
Satz von Rolle.
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f) Ja!

Vgl. Beweis zum Satz von Rolle.
Lésung 2.18
a)
3
fi= 5= 0,1875
332 324432 57

= FTE = @~ 0,22265625
3 572 32124572 15537
f3:?+ﬁ: 516 = 16 ~ 0,23707580
3 155377 32284155372 1046704737
3 1046704737% 3290 4 10467047372
fs=5+ 264 = >4 ~ 0,24689209
b) (IA): Firn=1:
3 4 1
h=1%~1%6"2 "
(TIAn): f, < }l fireinn € N
IS):n~n—+1:
Beh.: ffH—l < %
Bew.:

3 ,am 3 /1\* 3 1 1
ﬁ“—ﬁ+ﬁ<“ﬁ+G)—ﬁ+ﬁ—z

¢) Man betrachte die Differenz f,, | — f, und zeige, dass diese groBer als O ist:

2 e 3 (e 1 3
fn+1_fn—fn fn+16—<fn 4) (fn 4)

Nach Aufgabenteil b) sind nun die beide Terme in den Klammern kleiner als O und
somit ist das Produkt grofer als 0.

d) Die Folge ist nach oben beschrinkt und zudem (strikt) monoton wachsend. Somit
besitzt sie einen Grenzwert (Satz aus der Vorlesung). Es gilt also lim,, .. f;, = f und
somit:
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Losungen dieser Gleichung sind 211 und %, wobei zweitere nach Aufgabenteil b) aus-
scheidet.

Losung 2.19 (IA):n=2:
(fi-f) =fl-+fi-f5 Produktregel! — Vorlesung/Skript!

Zwischenbemerkung (nach Tipp): n = 3:

(fi-fo-f3) =f-fa- s+ fi-fa-it+hi-fa fa
Beweis: Setze: f1- > =:g

= (fi-f-fa) = (g )
g fs+g-f3 (Produktregel!)

(fi-f2) s+ fi-farf3

(fl- ot fi-f3)-fa+fi-fo-fs  (Produktregel!)

= fi-h-Bth A H+h-h-f v

(IAn): Formel ok. fiir n € N:

(fire ) = foroe b fie fumt Sy

IS):n~n+1:
Beh.:
(fl'---'fn'fn—O—l)l:fll'fZ'---'fn'fn+1+"'+f1""'f”'f’;+1

Beweis: g:=f1-...- fu

(f1'~'-'fn'fn+l)/ = (g'fn—i—l)/
g n+1+g-f,i+1 (Produktregel!)

(fr-foro ) o+ 1 oo S fra

= (fi-forefatot St fumt fo) St S0 oo fae fon
= fllefnfrH—l

+ firfo B3 fa fari e

+ fire S S

+ firfrfafur ¥ qed

Folgerungen:
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b) (x") = nx""!
(f(x)=x, f'(x)=1)
Lésung 2.20

a) Dadie Funktion f differenzierbar in a ist, existiert nach einem Satz aus der Vorlesung
eine Funktion 0 : R — R mit

flath)=f@+ f@nron) wd Do
was dquivalent ist zu
flath)—fl@) ., olh) o(h) n—9
h = f ((l) + T und T —0

Da f(a) =0, f'(a) = —1<0, h>0 und ( ) beliebig klein wird, muss (sobald
]#| < list) f(a+h) < 0sein. Diese Behauptung gilt auch fiir jedes 2 mit 0 < 2 < h.

b) Da jede differenzierbare Funktion auch stetig ist, a +h < b mit h geniigend klein
und f(a+h) <0 < f(b) existiert nach dem Zwischenwertsatz ein xy € (a,b) mit

f()C()> = 0

c) Da f differenzierbar und f(a) = 0 = f(xp) existiert nach dem Satz von Rolle ein
x1 € (a,x0) mit f'(x1) = 0.

Lésung 2.21

a) Man kann folgende Funktionswerte berechnen:

f(=1)=-1-7-3+4 =-7
f(0) =4
f()=1-7+3+4 =1
f2)=8-2846+4 =-10
f(6)=216—252+18+4=—14
f =T -7 +214+4 =25

Hierbei erkennt man insgesamt drei Wechsel des Vorzeichens. Da f als Polynom
stetig ist, muss aufgrund des Zwischenwertsatzes der Wert 0 zwischen den jeweili-
gen Auswertungspunkten angenommen werden. Die gesuchten Intervalle sind somit
[—1,0], [1,2] und [6,7].

Bestimmung der Ndherungslosung durch Bisektion:

Anfangsintervall: Iy = [ag,bo] = [1,2] und f(1) = 1 sowie f(2) = —10.
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

n=1: ¢ = % = % und f(cy) = —3.8750 = a; = ap und by = c;.

n=2 c= % und f(cp) = —1.2344 = a, = a; und by = 3.
n=3: c3=gund f(c3) = —0.060547 = a3 = a, und b3 = c3.
n=4: ¢4y = 1% und f(cs) = 0.48462 = a4 = c4 und by = b;.
n=>5: ¢s =3 und f(cs) = 0.21567 = as = cs und bs = by.
n=6: c¢= 2 und f(ce) = 0.078457 = ag = cs und b = bs.
n="7: ¢; =13 und f(c7) = 0.0091777

b) Es gilt

17— 800) = |3 cos)| < 5

Wertet man g also an denselben Punkten wie in Teil a) aus, so konnen die Funktions-
werte nur um hochstens 0,5 abweichen. Insbesondere dndert sich dadurch keines der
obigen Vorzeichen und man erhilt mit derselben Begriindung wie in Teil a) erneut
die Intervalle [—1,0], [1,2] und [6,7].

Losung 2.22
gix+h)—glx) _ flx+hx+h) —f(xx)
n h
o f(x+h7x+h) _f(x7x+h)+f(xax+h) —f(x,x)
N h
 f(xAhx+h)— f(x,x+h) +f(x,x+h) — f(x,x)
N h R h
%%(x,x) fiir h—0 —>3—*;(x,x) fiir h—0
af 0
! _ Y5 it
= g ()C) - ax ()C,X)+ 8)7 (X,)C)
Lésung 2.23

g(x) :=sin(x+y) —sinxcosy — cosxsiny

g(0) = siny—0—siny-1=0,dacosO=1, sin0=0

g (x) = cos(x+y)—cosxcosy+sinxsiny
h(x) := cos(x+y) — cosxcosy+ sinxsiny = g'(x) !

h(0) = cosy—cosy+0, dacosO=1,sin0=0
W(x) = —sin(x+y)-+sinxcosy-+cosxsiny
= —gx)
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Zusammen haben wir ¢’ = 4 und /' = —g. Wir zeigen nun g?(x) 4 /42 (x) = 0 fiir alle x € R.
Fiir z(x) := g2(x) +h*(x) gilt z(0) = 0 (s.oben).

und 7/ =2gg' +2hh' =2(gh—hg) =0 = z(x) =0!

= g(x) =0und i(x) =0 = Beh.!

Lésung 2.24

a) Nein!
Beispiel: f(x) =x, xo=0

| f(x)| = |x| ist nicht differenzierbar in xo = 0.

b) Ja!

f,g stetig in xg ,
= |f],|g| stetig in xo

N { max{f,g} = 3{f+g+I|f—gl}

min{f.g} = Hfte—|f—sgl} }Ste“gi“‘)'

¢) Nein!
0 fallsx <O,
() =0, g(x) = { 1 fallsx > 0.
fg ist die Nullfunktion, also stetig auf ganz R, aber g ist nicht stetig in xo = 0.

d) Ja!
Satz der Vorlesung!

e) Nein!
Siehe a)!

Lésung 2.25

a) Um das Ergebnis nach den ersten beiden Iterationen mit der wirklichen Nullstelle
vergleichen zu konnen, berechnen wir diese zuerst auf herkdmmliche Weise:

f(x)=0 & 2x+6=0 < [x=-3].

Nun zum Newton-Verfahren:

f(x)=2x+6, f/(x)=2>0

Startwert xg = —1
_ flxo) . f(=1)
= X1 = X()—f,(xo)— 1 f’(—l)
4

= —1—5:—1—2:—3.

_ S) — , f(=3) Ay
Xy = xl_f’(xl)_ 3 = 3,da f(-3)=0!
= X]=xp=x3=...=x,furallen >1
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

b) Auch diesmal berechnen wir zuerst die Nullstellen, um einschétzen zu kénnen wie
gut das Ergebnis des Newton-Verfahrens nach zwei Iterationsschritten ist.

0=q(x) © X*—4=0 (x+2)(x—2)=0 & x; =2, x, =2.

q(x) = x* —4, ¢ (x) =2x>0in[0,3]

Startwert xg = 1,

g(1) = 1-4=-3

g(1) = 2
q(xo) -3 3.5
T T ) 2 Tt T
25 25—-16 9
= 5/2) = — —4= =
av) = q(5/2)=" =1

5
q'(x1) = q’(5/2)=25=5
glx1) 5 9/4 25-2.9/4
g(x;) 2 5 10
25-9/2 50—9 41
- 0~ 20 20 2%
g(xy) = 2,052 —4=4,2025—-4=0,2025
d(x) = ¢(2,05)=2-2,05=4,1
0,2025

= X2 = X|—

= x3 = 2,05—- ~ 2,00060975...

Y

k(x) = x3 — 5% —2x+24 = (x +2)(x— 3)(x— 4) = (x+2) (> — Tx + 12)
K (x) =3x*—10x—2
0=k(x) & x1=-2,x=3, x3=4.

Startwert xo = 1,
k(1) =1-5-2+24=25—7=18
K(1)=3-10—2=3—12=-9
k(X()) 18 18
= = - =1—-—=14—=1+42=3
X1 X0 ¥ (x0) 9 + 9 +
= X = xl,dak(xl):k(3):0

Wiebeia)x, =x,_ 1 =...=x3 =xp =x1!
Nullstelle schon erwischt!
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Lésung 2.26

a)

b)

576

Geeignete Startwerte um die vier Nullstellen zu bestimmen sind z.B.: -0.75, -1.5,
0.75, 1.5

function xNew = Newton( x0, genauigkeit )
Sucht Nullstelle mit dem Newton-Verfahren.
Argument x0 ist der Startwert.

%
%

[

% Hilfsfunktion: Funktion f auswerten
function £ = evaluateF( x )

f = 2+ (x*x-1)*(x*xx-1) - 1;
end
% Hilfsfunktion: Ableitung f’ auswerten
function £ = evaluateDF( x )

f = 8% (x*x-1) *x;
end

Hauptprogramm:

Die eigentliche Iteration

precision = genauigkeit % Genauigkeit der Nullstelle
xNew = x0 % (z.B. le-3)

o)

zaehler = 0; % Zaehler zum Zaehlen der Iterationen

%
%

o)

while abs( evaluateF (xNew) ) > precision
xNew = xNew — evaluateF ( xNew ) / evaluateDF ( xNew )
zaehler = zaehler +1;

end

AnzahlIterationen = zaehler

end

Fordert man groere Genauigkeit, so benotigt das Programm nur wenige Iterationen
zusitzlich. Wiahlt man als Startwert xp = 8 so beobachtet man folgendes Verhalten:

10-12
12

107°
12

106
11

1073
10

Genauigkeit
Anzahl an Iterationen

function xNew = Newton( x0, genauigkeit )
Sucht Nullstelle mit dem Newton-Verfahren.
Argument x0 ist der Startwert.

%
%



2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

[e)

% Hilfsfunktion: Funktion f auswerten

function £ = evaluateF( x )
f = xxx*x —2%x + 2;
end

[o)

% Hilfsfunktion: Ableitung f’ auswerten

function £ = evaluateDF( x )
f = 3%x*x-2;
end
% Hauptprogramm:
% Die eigentliche Iteration
precision = genauigkeit % Genauigkeit der Nullstelle
xNew = x0
zaehler = 0; % Zaehler zum Zaehlen der Iterationen
while abs( evaluateF (xNew) ) > precision
xNew = xNew - evaluateF ( xNew ) / evaluateDF ( xNew )
zaehler = zaehler +1;
end
AnzahlIterationen = zaehler
end

Bei einem Startwert in der Nidhe von Null (z.B. x9 = 0,1) tritt das Problem bereits
auf. Beginnt man mit xy = 0, so erhilt man die alternierende Folge 0,1,0,1,0,1.,...

function xNew = Newton( x0, genauigkeit, epsilon )
Sucht Nullstelle mit dem Newton-Verfahren.
Argument x0 ist der Startwert.

o° o°

o\

Hilfsfunktion: Funktion f auswerten

function £ = evaluateF( x )
f = x/((x+1)*(x+1)) + 1;
end

o

% Hilfsfunktion: Ableitung f’ auswerten

function £ = evaluateDF( x )

f = 1/((x+1)*x(x+1)) — 2*x/ ((x+1)*(x+1) * (x+1));
end

Hauptprogramm:

%
%

Die eigentliche Iteration
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precision = genauigkeit % Genauigkeit der Nullstelle
xNew = x0

zaehler = 0; % Zaehler zum Zaehlen der Iterationen
while ((abs( evaluateF (xNew) ) > precision)

&& (abs(evaluateDF ( xNew )) > epsilon) )
xNew = xNew - evaluateF( xNew ) / evaluateDF( xNew )
zaehler = zaehler +1;

end
AnzahlIterationen = zaehler
if ( abs(evaluateDF ( xNew )) <= epsilon )
disp(sprintf (' IDF( %d )| = %d zu klein!’, xNew,
abs (evaluateDF ( xNew ))));
end
end
Lésung 2.27
a)
X0 Startwert
Xn+l = Xn— f(xn)
I (%)

b) i) Es kann passieren, dass der Nenner f’(x,) = 0 ist. Dann kann das nichste Fol-
genglied x,4 1 nicht berechnet werden.

i1) Es kann sein, dass das Verfahren endlos zwischen zwei Punkten hin und her
springt.

ces . k—}oo kﬁoo
iii) Es kann sein, dass x; — oo oder x; — —oo.

Lésung 2.28
éL{u\/w) = u_l S
du T Su—1)2 4+ (v =32+ (w—5)2  fluvw)’
Qinw@ B v—3 _ v—3
8\/ Y N \/(u—1)2+(v—3)2+(w—5)2 _f(u,v,w)’
éimxwﬂ B w—>5 _ w-=5
Iw T T Su— 12k (32 + (w52 fluyw)
| u—1
Vf(”t?vaw): v—3

V1P + =3P +w=57 5
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

fv,w)=R = (u—1)>+(v—3)>+(w—5)>=R?

1
~ Kugeln vom Radius R > 0 mit Mittelpunkt M = | 3
5
Lésung 2.29
a)

(coshx) = <%(ex+e_x)) = %(ex—ke_x- (—1)) = %(ex—e_x) = sinhx

Ableitung mit Kettenregel und (e*) = &
b)
1
(sinhx)’ = ( e —e” ) (e —e™ -(—1)):§(ex+e*x):coshx

Ableitung mit Kettenregel und ()’ =

c)
f(x) := cosh®x —sinh®x, f(0) =1, da
1 1 1
coshO==(e"+e ) =-(1+1)=1, sinh0==(e"—e ) =0.
2 2 2
f(x) ) 5 coshx - sinhx — 2sinhxcoshx = 0 VxeR.
= f(x)=const VxeR = f(x)=1 VxeR, daf(0)=
Lésung 2.30
a)
) x—=2 x—=2 x—=2 x#2 1
X)) = = = =
¥—4x x(x2-4) x(x+2)(x—2) x(x+2)
stetig ergénzbar in x = 2 mit Funktionswert: f(2) := L4 = l
b)
V2
gl¥)=-""—
nicht stetig ergénzbar!
V2+h _ V2+h-=2
2+4+h) = = —oofiirh >0, ] 0.

Denn:

V24h V2, V2+h—-2—-3V2-2<0

1
h>0,hL0 = o oo
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Losungen

V2+h—2 <0 firkleines h > 0.

V2-h-2 V2—-h-2 2-2-h
2—-h—2 —h N h

2 V2-h—=2-vV2>0!

— +oofiir h > 0,1 /0.

=4 (x=2)(x+2) xp2 x+2
) = G T o= x-2

nicht stetig ergéinzbar!

_2+h+2 4+h 4 +oo fiir +,A>0,A)0
e { —oo fir —h>0,]0 }
Lésung 2.31
a)
_ psinx
fo) = x cosx
) = 2 sinx . coszx—l;sinzx
cosx cos*x
2xtanx 4+ x%(1 + tan”x)
= x[xtan®x+2tanx + x|
benutzt:
1) (sinx)’ =cosx, (cosx)’ = —sinx,

2) Produktregel, Quotientenregel.

b)
§) = (e
gx) = S(efre )i (e —e™)
— S(ex+e—x)3(e2x o e—2x> )
c)

h(x) = ln<x—|— 1—|—x2)

1 X
- . 1_|_—
x+vV1+x2 ( \/1—|-x2)
1 V14+x2+x

x+Vit2 Vit
1

V12
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

benutzt: (Inx)’ = 1 und Kettenregel!

Lésung 2.32
(a) Der Abstand ist ||x —y|| = \/(x1 —y1)2 + (x2 —y2)2 + - + (X0 — ).
(b)
.. . 0 8t
si(t) := Position von Sy zum Zeitpunkt 7 (k = 1,2): s;(t) = (20_ 6t) ,$2(1) = (O)

f(t)=||s1(t) —sa2(t)]|* = (8t)> + (20 — 61)> = 100¢> — 240t + 400

f'(t) =200t —240 = 0 <=t = ¢ und f"(¢) = 200 > 0 = Minimum

Um 124+ gh = 13:12 Uhr sind die Schiffe am dichtesten und haben einen Abstand von
[s1($) —s2(8)| = 16 km.

Lésung 2.33

Lésung 2.34 Fiir das Zihlerpolynom p gilt

p(x) = X3 —4x+12 = (x—2)(x+2)(x—3)
und fiir das Nennerpolynom ¢ gilt

gx) = X*4+5x+6 = (x+2)(x+3)

Damit folgt
x—2)(x—3
o~ = 2E=3)
(x+3)
und folglich
lim f(x) =20
x——2
Daher ist f an der Stelle x = —2 genau dann stetig, wenn
a=f(-2)= lim f(x)=20
x——2
gilt.

Weiterhin ergibt sich

X =3 —4x+12
hm — —o0
x——3—0 X2 +5x+6
=32 —4x+12

y
x%l—n;-‘ro X2 4+5x+6

= +oo

f kann nicht stetig auf x = —3 fortgesetzt werden, da x = —3 eine Polstelle ist. Insbesondere
sind die einseitigen Grenzwerte an der Stelle x = —3 weder endlich noch stimmen sie
iberein.

581



Losungen

Lésung 2.35 Wir werten das Polynom
p(x) =2x° —4x* — 10x+ 12
an der Stelle xy = —1 mit dem Hornerschema aus:

2 —4 —10 12
-2 6 4
2 -6 —4 | 16

Wir erhalten somit
p(x) = (x+1)(2x* —6x—4) + 16
und damit p(—1) = 16.
Eine Nullstelle x = 1 sieht man mit Hingucken. Hornerschema mit x = 1 ergibt dann

2 -4 —-10 12
2 -2 -12
2 -2 -12 | 0

und folglich 2x3 —4x? — 10x+ 12 = (x — 1)(2x*> — 2x — 12). Die Nullstellen von 2x> — 2x —
12 sind die Nullstellen von x* — x — 6 und damit

1N 1 /25
S Y S Y
3= E\FTOT3 A

Damit gilt x; = 3 und x3 = 