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Aufgabe 37: Berechnen Sie den kritischen Punkt der Funktion
f(z,y) = 32> — 5y — 2y* +3

und entscheiden Sie, ob ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt vor-
liegt.

LOSUNG: Gesucht wird der kritische Punkt der Funktion f(z,y) = 32%—5xy—2y*+3.
. . 0 .
a) Notwendige Bedingung: grad f(z,y) = < 0 ) Es gilt
f$(xay) = 6x — 5y )

fy(z,y) = —bx — 4y .

Dies liefert ein eindeutig losbares lineares Gleichungssystem vom Rang 2:

(_g :i)(z>:(8> ,det(_g :Z)=—24—25:—497A0.

= Der einzige kritische Punkt liegt bei: # = y = 0 und lasst sich leicht mit
Hilfe des GauB-Algorithmus oder der inversen Matrix berechnen.

b) Zur weiteren Untersuchung des kritischen Punktes betrachtet man die Hesse-

Matrix: 6 s
pren = )= (5 5) =

Bestimmung der Eigenwerte von A: Die charakteristische Gleichung von A lau-
tet

(6—N)(=4—X)—25=0& A -2\ =149,
SA=12=50 M\o=1%50.
Es gilt deshalb: Ay = 1+v50 =1+5v2>0bzw. Ao =1—-+50=1-5V2 <
0 und, da die Eigenwerte verschiedenes Vorzeichen haben, liegt in (0,0) ein

Sattelpunkt mit dem Wert f(0,0) = 3 vor.

Man kann dies auch wie folgt einsehen: Die Hesse-Matrix von f an der Stelle (0,0)

ist indefinit, denn es gilt ja
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Also liegt ein Sattelpunkt vor, fiir den gilt

f(0,0) =3,
f(t,0)=3t"+3>3,
f(0,t) = -2t +3 < 3,

wobei t # 0 sei.
Aufgabe 38: a) Berechnen Sie die kritischen Punkte der Funktion
falz,y) = * —y* + 3azy

in Abhéngigkeit von a € R\ {0} und entscheiden Sie jeweils, ob
ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt vorliegt.

b) Bestimmen Sie die lokalen Maxima und Minima der durch
flz,y) =2 +9* — 32 — 12y + 20, (x,y) € R?
gegebenen Funktion.

LOSUNG:

PO — (0’0), P1 = (Oé,—Oé) : D2fa($,y) = ( gz _?)gy )

Fiir Py = (0,0) gilt D2£,(0,0) = ( ga 3% ) .

Eigenwerte von D?f,(0,0): charakteristische Gleichung:

M =92 =0 & (A +3a)(A—3a)=0
<=>>\1 = —3a, )\2 = 3

= Fiir o # 0 gilt: Mo =—9a%2 <0
D.h. A\; und Ay haben verschiedene Vorzeichen, also ist D?f, (0, 0) indefinit und
(0,0) ein Sattelpunkt.

Im Fall @ = 0 reicht die Hessematrix nicht aus, um eine Aussage machen zu
kénnen, ob es sich um ein Minimum, ein Maximum oder einen Sattelpunk han-
delt. Dazu benétigt man Ableitungen héherer Ordnung.

Fir P, = (o, —a) gilt D?*f(a, —a) = ( gz gg )



Eigenwerte von D?f,(a, —a): charakteristische Gleichung:
(6o — A)? —9a® =0 < 6a — A = V902
SN\ = 30&, A2 = Y

= D?f,(a,—a) ist positiv definit fiir @ > 0 und negativ definit fiir o < 0.
D.h. (o, —a) liefert fo(a, —a) = a® + a® — 3a® = —a® und ergibt ein (lokales)
Minimum fiir & > 0 und ein (lokales) Maximum fiir o < 0. (Fiir o = 0 siche
oben.)

gradf(x,y) = < 3352 _—132 ) il < 8 )

o 22 =1 s dr= +1
y? =4 y==+2
:>P0 = (—1, —2), P1 = (—1,2), Pg(l, —2), P3(1,2)

D*f(x,y) = ( gw 62 )

i) Fiir Py = (—1,-2) gilt: D*f(—-1,-2) = ( 66 _13 ) ist negativ definit.
f(=1,-2) = -1 -8+ 3+ 24 + 20 = 38 = (lokales) Maximum.
i) Fiir P, = (—1,2) gilt: D2f(—1,2) = ( 56 1(2) ) ist indefinit.
f(=1,2) = =14+ 8+ 3 — 24 4+ 20 = 6 = Sattelpunkt.
Fiir P, = (1,-2) gilt: D*f(1,-2) = ( g _1(2) ) ist indefinit,
F1,—2)=1-8—-3+24+20 =34
= Sattelpunkt.

iii) Fiir Py = (1,2) gilt: D2f(1,2) = (

F(1L2)=1+8—-3—-24+20=2
= (lokales)Minimum.

6 0 . o .
0 12 ) ist positiv definit.

Aufgabe 39: Betrachten Sie die Funktion f : R? — R

f(z,y) = sin(z) cos(y)

und finden Sie im Intervall [0,27) x [0,27) Minima, Maxima und Sat-
telpunkte von f.

LOSUNG: Kritische Punkte von f sind diejenigen Punkte (z,y) mit V f(z,y) = 0.

95t - () )

— sin(z) sin(y)
3 3
Vf(x,y): (8) N [L’:g, oder ng, oder y:g’ oder yzg
r=0, oder x=mw, oder y=0, oder y=mn



Die verschiedenen Moglichkeiten sind:

s s 3m 3m
AII ((2))7142: <721_>7A3: <(2))7A4: (72I'>’

0 0 - .

As = (E) ,As = <3_7r) , A7 = (E) ,Ag = (3_7r> .
2 2 : L

Es ist
D*f(z,y) = (% afé) _ (— sin(z) cos(y) — cos(x) Sin(y))

)= Ve e2f | T\ = . e

Dyox O cos(x) sin(y) — sin(z) cos(y)
2 -1 0 _ ' ‘ o ‘
D°f ,0> =\ 0 _1 ist negativ definit, d.h. A; ist ein Maximum
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-1 ) ist indefinit, d.h. Aj ist ein Sattelpunkt
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) ist indefinit, d.h. Ag ist ein Sattelpunkt

) ist indefinit, d.h. A7 ist ein Sattelpunkt
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) ist indefinit, d.h. Ag ist ein Sattelpunkt

Aufgabe 40: Sei 7o € R? und
Z ={r € R*|z] + 235 =1}.

Finden Sie x; € Z, so dass
[0 — 2zl < [lxo — 2|

fiir alle z € Z.

a) Stellen Sie xy und ein beliebiges x € Z in Zylinderkoordinaten dar.
b) Geben Sie den Abstand ||zg — z||* als Funktion d(y, z) an.
¢) Bestimmen Sie die kritischen Punkte der Funktion d(yp, z).
d) Berechnen Sie die Hessematrix von d(yp, z).
)

e¢) Bestimmen Sie das Minimum der Funktion d(yp, ).

LOSUNG:



T0 COS ¥y cos
o= | 7rosingo |, r= | sing
20 z

d(¢, 2) = ||zo — |”

T COS Py — COS ¥
= ToSin o — sin
zZ0 — R

— (19 cos @y — cos )’ + (rosin g — sin@)® + (20 — 2)°

Opd(p, z) = 2 (19 cos gy — cos @) sin p + 2 (rgsin ¢y — sin ¢) (— cos @)
= 27( COS Yo Sin ¢ — 2 cos @ sin ¢ — 2r( sin Yy Cos ¢ + 2 S1n P Cos Y
= 2rg (cos g sin @ — sin g cos )
= 27 (cos (—p) sin ¢ + sin (—y) cos )
— 2y sin (0 — o)
0.d(p,z) = =2 (2 — 2)

Betrachte nun
Vd(p, 2) =
Fiir ry # 0 ist dies dquivalent zu

( 2r¢ sin (¢ — o)

2 (2 — 2) )ZO A © = o oder o + mund z = z

= (0, 20) und (o + 7, 20) sind kritische Punkte der Funktion d(y, 2).
Im Fall ry = 0 gilt

<2T0;i(2(f2_0)¢0>>:0 o (2(2(120)) =0 & 2=z

Kritische Punkte sind in diesem Fall also alle Punkte (¢, 29) mit ¢ € [0, 27].

2 _( 2rocos (v — o) O

D?d(q, 20) = ( 2ro 0 ) ist positiv definit = Minimum

D?d(po + 7, 20) = ( —2ro 0 ) ist indefinit = Sattelpunkt



Im Fall ry # 0 gilt
COS Yo
rz = | singpg
<0

Im Fall ry = 0 ist die Matrix D?d positiv semidefinit, so dass wir keine allgemeine
Aussage machen konnen. Allerdings gilt in diesem Fall

d(p, 2) = cos? p +sin’  + (2 — 2)°
=1+ (Z() - 2)2 s

d.h. der Abstand héngt nicht mehr von ¢ sondern nur noch von z ab. Da fiir d(z) =
d(p, z) die zweite Ableitung d’(z) = 2 grofler Null ist, handelt es sich bei allen kri-
tischen Punkten um Minima. Es gibt in diesem Fall also nicht nur einen Punkt z,,
der auf dem Zylinder Z liegt und minimalen Abstand zum Punkt x, hat sondern eine
Menge Mz von Punkten, die alle auf Z liegen und minimalen Abstand zum Punkt x,
haben.

Mz ={(p, 20) | ¢ € [0,27]}



