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Aufgabe 1. (Pseudoinverse)

Sei A € R™*" und b € R™. Uber den Rang von A wird keine Annahme gemacht. In der
Vorlesung wurde die Pseudoinverse AT von A durch folgende vier Axiome eingefiihrt:

(i) (ATA)T = A+A (iii) ATAAT = AT
(ii) (AAT)T = AAT (iv) AATA = A.

Insbesondere wurde gezeigt, dass A1 durch die Axiome (i)-(iv) bereits eindeutig bes-
timmt ist und dass AT = US~1V7T gilt. Hierbeit ist A = USVT die reduzierte Sin-
gularwertzerlegung aus der Vorlesung, d.h. U € R™*" V € R™" haben orthogonale
Spalten und © € R™", r = rank(A), ist eine Diagonalmatrix mit den Singulérwerten
von A als Diagonalelemente.

Weiterhin ist bereits bekannt, dass

A*b = argmin||z||3 mit S := {z € R" : AT Az = ATb}
xeS

gilt, d.h. die Pseudoinverse bestimmt diejenige Losung der Normalengleichung mit mi-
nimaler euklidischer Norm. In dieser Aufgabe lernen wir eine weitere Interpretation der
Pseudoinversen kennen. Dazu definieren wir fir A > 0

1 A
(@) = o [ Az — ]I + T |z]3.
2 2
a. Zeigen Sie, dass fiir A > 0 durch z = (ATA + M)~'A”b das eindeutige, strikte
globale Minimum von Jy auf R" gegeben ist.

b. Zeigen Sie, dass gilt:
)y — ATD fiir A\, 0.

c. Sei zg € R" gegeben. Geben Sie die erste Iterierte des Gradientenverfahrens zur
Minimiernung von Jy mit Startwert xg und exakter Schrittweite an.
(34342 = 8 Punkte)



Aufgabe 2. (Nichtlineare Ausgleichsprobleme)

Sei f : R™ — R™ zweimal stetig differenzierbar mit rank(f/(x)) = n < m fiir alle z € R™.
Fiir y € R™ wollen wir das nichtlineare Ausgleichsproblem

5161%%1}1 r(x), r(z) = |ly — f(@“%

betrachten.

a. Bestimmen Sie den Gradienten Vr und die Hesse-Matrix V2r. Geben Sie die
Newton-Iteration fiir die Losung der Gleichung Vr = 0 an.

Beim sog. Gauss-Newton- Verfahren wird ausgehend von einer Startndherung xg € R™
mit der Vorschrift

Tgy1 = argéélgnﬂy — flaz) = fl(zr) (@ — i)l (1)

iteriert. Unter gewissen geeigneten Bedingungen kann lokal mindestens lineare Konver-
genz dieses Verfahrens gezeigt werden.

b. Geben Sie die Normalengleichung fiir (1) an. Wo liegt der Vorteil des Gauss-
Newton-Verfahrens gegeniiber dem Newton-Verfahren?

Der Zusammenhang zweier physikalischer Grolen p und ¢ lasse sich aufgrund theoretis-
cher Uberlegungen annéhern durch

q = q(p) = cexp(Bp)

mit noch zu bestimmenden Parametern «, 5. Durch ein Experiment hat man die folgen-
den drei (p,q)—Wertepaare ermittelt:

(0,2),(1,5),(3,50).

c. Stellen Sie ein geeignetes nichtlineares Ausgleichsproblem zur Bestimmung der
Parameter «, 5 auf und fithren Sie von den Startwerten ay = 2, Bp = 1 ausgehend
einen Schritt des Gauss-Newton-Verfahrens durch.

Hinweis: Hier darf ein Taschenrechner benutzt und sinnvoll gerundet werden.

(34243 = 8 Punkte)

Aufgabe 3. (Versagen konstanter Schrittweite)

Es sei die stetig differenzierbare Funktion

2
FiRP SR we Sfally,

gegeben. Das Gradientenverfahren mit fester Schrittweite o > 0 ist durch die Vorschrift

Tpr1 =z — aV f(xg)

definiert. Beweisen Sie, dass das Gradientenverfahren mit fester Schrittweite o < 2 fur
f entweder nach endlich vielen Schritten das Minimum z* = 0 erreicht oder nicht gegen
z* konvergiert.
Hinweis: Betrachten Sie das Verhalten von ¢(z) := x — aV f(z).

(4 Punkte)



Aufgabe 4. (Existenz effizienter Schrittweiten)
Sei f: R™ — R gegeben und ¢ € R", derart, dass

o N=N(f, f(zo)) :={x € R": f(x) < f(x0)} kompakt ist,
o f stetig differenzierbar ist auf einer offenen Menge U C R™ mit N C U und

e f’ Lipschitz stetig auf N ist, d.h.
IVf(@) =V iWllz < Lz —yl2,  Vz,yeN,
mit einem L > 0 gilt.

Beweisen Sie unter diesen Voraussetzungen folgendes Lemma aus der Vorlesung:

Lemma. Seix € N, d € R® mit Vf(x)Td < 0 sowie § € (0,1) gegeben. Dann gibt es
T =71(x,d,d) mit folgenden Figenschaften:

(i) Fir alle o € (0,7) gilt: f(z +od) < f(z)+ 6oV f(z)Td,
(i) f(z+7d) = f(x) + 67V f(z)Td,

_2(1-0) Vf(z)"d
A i T

(iv) Fir o € [0,p/2] gilt: 5%]”(27 +o0d) =Vf(r+od)ld<sVf(x)ld

Hinweis: Zeigen Sie erst, dass die Menge T aller 7, die (i) erfiillen nichtleer ist. Machen Sie sich
dann klar, dass 7 := sup T endlich ist und alle Anforderungen erfiillt.

(6 Punkte)



