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Aufgabe 1. (LR-Zerlegung)
Sei

A :=


5 −3 −1 4
5 4 3 3
−5 −5 −4 4
0 5 3 5

 .

a) Berechnen Sie eine LR-Zerlegung von A und geben Sie L, R und P an.

b) Zeigen Sie, dass P−1 = P> und det P = ±1 für P , wie sie von der LR-Zerlegung
berechnet werden.

c) Berechnen Sie die Lösung von Ax =
(
0 1 0 2

)>
mit Hilfe von L, R und P .

(2+2+2 Punkte)

Aufgabe 2. (Cholesky-Zerlegung)
Sei

A :=


4 6 −6 −4
6 10 −14 −2
−6 −14 83 −7
−4 −2 −7 22

 .

a) Zeigen Sie, dass die Matrix A positiv-definit ist.

b) Berechnen Sie die Cholesky-Zerlegung der Matrix A. Berechnen Sie die Lösung von
Ax =

(
2 0 2 0

)>
mit Hilfe von L.

c) Zeigen Sie, dass eine Matrix genau dann symmetrisch und positiv-definit ist, wenn
deren Cholesky-Zerlegung existiert.

d) Sei A ∈ Rn×n und L ihr Cholesky-Faktor. Zeigen Sie, dass 1
2 log det(A) =

∑n
i=1 log Lii.

(1+2+3+2 Punkte)

Aufgabe 3. (Matrix-Normen)

a) Zeigen Sie, dass

‖ · ‖∞ : Rn → R,

v 7→ max
i=1,...,n

|vi|

eine Vektor-Norm ist.
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b) Zeigen Sie, dass für die von ‖ · ‖∞ induzierte Matrix-Norm gilt

‖A‖∞ = max
i=1,...,n

∑
j=1
|Aij |.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst „≤“ und dann, dass der Wert angenommen wird.

c) Zeigen Sie, dass A 7→
√

Tr[AA>] eine Matrix-Norm definiert.

Hinweis: Mit Tr ist die Spur gemeint, also Tr[X] =
∑

i Xii.

d) Skizzieren Sie die Einheitskugeln {x ∈ R2 : ‖x‖ ≤ 1} für die Normen ‖ · ‖2, ‖ · ‖1 und
‖ · ‖∞.

e) (Bonus) Sei V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum. Zeigen Sie, dass es für alle
Paare von Vekorraum-Normen ‖ · ‖a und ‖ · ‖b jeweils Konstanten c und C gibt mit

c‖v‖a ≤ ‖v‖b ≤ C‖v‖a

für alle v ∈ V .
(1+2+2+1+3∗ Punkte)
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