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Aufgabe 1. (Stabilitdt, Kondition)

Schreiben Sie folgende Ausdriicke so um, dass Ausloschung bei der Subtraktion be-
tragsméfig dhnlicher Zahlen vermieden wird. Fiir Argumente in welchem Bereich tritt
dies jeweils auf? Berechnen Sie aufserdem die absoluten und relativen Konditionszahlen
und geben Sie an, wo die Funktionsauswertung qualitativ gut bzw. schlecht konditioniert
ist. Machen Sie sich so noch einmal den Unterschied zwischen Stabilitdt und Kondition
klar.

a) fi(z) =5t Jzl<m

b) fo(x)=vV1i+x—1, x#-1

1

c) f3(x) = Py o g || > 1

Hinweis: Durch geschickte Erweiterung kénnen Differenzen wegfallen. Nutzen Sie aufier-
dem die Identitiit sin? z 4+ cos?2z = 1. Zur Berechnung der Konditionszahlen diirfen Sie
vorraussetzen, dass die Funktionen differenzierbar sind. Verwenden Sie die bekannten
Ableitungsregeln.

(34343 Punkte)
Aufgabe 2. (Instabilitét)

In dieser Aufgabe sehen wir ein Beispiel fiir ein Berechnungsproblem, das instabil ist und
bei einer unbedarften Implementierung mit Fliefkomma-Arithmetik zu katastrophalen
Fehlern fiihrt, siche Programmieraufgabenblatt 4, Aufgabe 2.

Sei ¢ € R. Wir definieren die Folge a,, rekursiv durch
ap:=c—1, a, =nap_1 — 1. (1)
a) Zeigen Sie, dass gilt a, = c¢n! — floo el dx.

b) Zeigen Sie, dass gilt
—o0  wenn ¢ < e,
lim a, =<0 wenn c = e,
n—oo

o0 wenn c > e.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis benutzen, dass n! = fooo z"e " dx und
1 1
lim e da = lim z"e™* dzx.

Instabilitit: Betrachtet man den Fall ¢ = e so fiihrt eine kleine Anderung von ¢
zu einer grofsen Anderung von limy, o an,. Die Abbildung ¢ — lim,_, a, ist also
instabil um ¢ = e (sie ist auch unstetig).



(342 Punkte)
Aufgabe 3. (Maschinenzahlen)

In dieser Aufgabe werden Liicken zwischen Maschinenzahlen untersucht. Sei F =
F(b,t, emin, €max) €in Maschinenzahlbereich mit b prim.

a) Seien x,y € F zwei Maschinenzahlen mit y # 0. Dann hat die normalisierte Gleitkom-
madarstellung von ¢ := x/y zur Basis b entweder unendlich viele Stellen oder héch-
stens t.

b) Folgern Sie fiir b = 2, dass es keinen Quotient zweier Zahlen z,y € F gibt, so dass
x/y genau zwischen zwei aufeinanderfolgenden Maschinenzahlen in F' liegt.

c) Zeigen Sie fiir b = 2, dass es ein € > 0 gibt, so dass fiir alle aufeinanderfolgenden
u,v € F und alle x,y € F mit y # 0 gilt

)u—l—v

m‘>5
2 yl =

Es gibt also eine “tote Zone” um die Mittelpunkte zweier aufeinanderfolgender Zahlen.
(441+1 Punkte)



