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Das Blatt dient zur Bearbeitung in der Woche vor den Weihnachtsferien.
Da am 24. selbstverstandlich keine Vorlesung ist, erfolgt die Abgabe am
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Frohe Weihnachten :-)

Aufgabe 27. (Rang-k-Matrizen)

a) Zeigen Sie, dass jede Matrix A € R™*™ von der Form
A=aa”

fir einen Vektor a € R™\ {0} symmetrisch ist und Rang 1 hat. Bestimmen Sie
aulerdem alle Eigenwerte und Eigenvektoren von A.

b) Konstruieren Sie ausgehend von Thren Beobachtungen aus a) eine Matrix vom Rang
2 mit zwei verschiedenen Nichtnull-Eigenwerten.

Um numerische Verfahren zu testen, wendet man Sie auf Instanzen an zu denen
man die Losung der Problemstellung kennt. Um also bspw. einen selbstim-
plementierten Eigenwertloser zu testen, bendtigt man Matrizen mit bekannten
Eigenwerten (-vektoren). Die Methodik aus dieser Aufgabe erlaubt es, nor-
male Testmatrizen A mit beliebigen Eigenpaaren und von beliebiger Grofie und
Rang einfach zu konstruieren. Falls A normal ist und vollen Rang hat, kann
man wegen

)\maac(A)
auf diese Weise Matrizen mit beliebiger Konditionszahl konstruieren, die zum
Testen von Losern verwendet werden konnen.

I

Ko (A) = ‘

(4 Punkte )

Aufgabe 28. (Richardson Verfahren zur Eigenwertberechnung)

Zur Erinnerung: Das relaxierte Richardson-Verfahren ist ein Splitting-
Verfahren zur Lésung von linearen Gleichungssystemen der Form Ax = b. Die
Berechnungsvorschrift lautet

g1 = (I — wA)zy + wb.

Sie zeigen in den folgenden Teilaufgaben, dass das Richardson-Verfahren unter
schwachen Voraussetzungen dazu genutzt werden kann um Eigenvektoren von
selbstadjungierten, normalen Matrizen zu berechnen.




Es sei A € C™*" im Folgenden eine eine normale und selbstadjungierte Matrix, d.h.
AAH = AH A und AH = A,

a)

Schreiben Sie das relaxierte Richardson-Verfahren so um, dass es das Eigenwertprob-
lem Ax = Ax 16st. Nehmen Sie an, dass eine Naherung p an den Eigenwert A\ zur
Verfligung steht.

Zeigen Sie, dass A unitir diagonalisierbar ist, d.h. A = QY DQ fiir unitires Q € C**"
und Diagonalmatrix D.

Tipp: Die Schur-Zerlegung der Matriz A existiert, d.h. R = Q" AQ mit unitirem
Q@ und oberer Dreiecksmatriz R € C" ™. Nutzen Sie vollstindige Induktion um zu
zeigen, dass R eine Diagonalmatriz sein muss.

Fiithren Sie - wie fiir die Analyse des Richardson Verfahrens iiblich - neue Grofien
#r = QM x), ein, d.h. Schreiben Sie das Verfahren aus a) in den neuen GroBen auf.
Leiten Sie anschlieflend die folgende komponentenweise Darstellung des Verfahrens
her:

(&x)i = {1 — W — “)r(%)“ Vi=1,...,n.

Die Eigenwerte seien geordnet, A\; < ... < A\, und es gelte p < A\, und w < /\nzi—u
Folgern Sie aus der Darstellung aus c), dass alle Komponenten i zu den grofieren
Figenwerten )\; > u gegen Null konvergieren und das die Richardson-Iteration einen
Vektor aus dem invarianten Eigenraum zu den kleineren Eigenwerten \; < p berech-
net.

Zeigen Sie, wie die Bedingung p < A, aus d) mit dem Rayleigh-Quotienten zu erfiillen
ist, d.h. finden Sie eine einfache Moglichkeit um solch ein g mit dem Rayleigh-
Quotienten zu berechnen. Wie kann man ausgehend hiervon ebenfalls die zweite
Bedingung aus d), d.h. w < /\n%, sicherstellen?

Tipp: In welchem Intervall bewegt sich der Rayleigh-Quotient und wann nimmt er
sein Maximum an?

(6 Punkte )



