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Einleitung

Can machines think?, zu deutsch Kénnen Computer denken? Mit dieser Frage beginnt
Alan Turing 1950 seinen Aufsatz, in dem er unter anderem sein beriihmtes imitation game,
oft auch Turing-Test genannt, veroffentlicht [Tur50]. In diesem Gedankenexperiment
wird der Versuchsperson ein digitaler Kommunikationsweg zu zwei Rdumen gegeben. Thr
wird erklart, dass aus einem der Rdume ein Mensch antwortet, und aus dem anderen
die Antworten von einem Computer berechnet werden. Die Aufgabe der Versuchsperson
ist herauszufinden, in welchem der Rdume ein Mensch, und in welchem die Kiinstliche
Intelligenz sitzt. Turing argumentiert, dass der Computer, der erfolgreich diesen Test
besteht, eine dem Menschen dhnliche Intelligenz besitzt. Es gibt viel Kritik zu diesem
Gedankenexperiment. Etwa argumentiert Searle in seinem Gedankenexperiment zum
Chinesischen Zimmer, dass die Befolgung von Syntax lange nicht das Verstehen von
Semantik impliziert [Sea80]. Unabhingig davon ist der Turing-Test und die Ununter-
scheidbarkeit zwischen den Antworten von Mensch und Computer eine oft verwendete
Messlatte, um Verfahren des Maschinellen Lernens zu evaluieren.

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit dem Rahmenwerk Maschinelles Lernen mit
Bayes’schen Programmen.

Erstmals umfassend eingefiihrt wurde das Rahmenwerk im Jahr 2014 in der Dissertation
von Brenden Lake 2014 [Lak14], anschlieflend wurde es es bis zur renommierten Publika-
tion in der Fachzeitschrift Science, Human-level concept learning through probabilistic
program induction |LST15] im Jahr 2015 tiberarbeitet. Die Kognitionswissenschaftler
modellierten die Art und Weise, wie Menschen Buchstaben verstehen probabilistisch. Das
gelernte Modell soll dann verschiedene generative Aufgaben 16sen. Unter anderem soll es
ein weiteres Beispiel eines unbekannten Buchstabens, der durch ein einziges Bild gegeben
war, zeichnen. Diese Aufgabe ist in Abbildung [I] dargestellt.

% i %

Mensch oder Modell? i Mensch oder Modell?

1 2 : 2
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Abbildung 1.: Dargestellt wird in einem der 3 x 3 Felder die Antwort von Menschen, im
anderen vom Modell auf die Aufgabe, ein weiteres Beispiel von einem unbe-
kannten Buchstaben zu zeichnen (links 1, rechts 2 vom Modell generiert).
Abbildung modifiziert aus [LST19|.



Einleitung

In dieser fiir Menschen einfachen Aufgabe steckt die Schwierigkeit, zwischen Schliis-
selcharakteristika und erlaubter Variabilitdt in der Zeichnung eines Buchstabens zu
unterscheiden. Viele Modelle, die auf Mustererkennung beruhen, scheitern daher an dieser
Aufgabe [LST19|. Das vorgestellte Modell sieht Buchstaben als Folge der Zeichnung
auf Papier an und zerlegt das Bild durch ein sogenanntes Parsing in Striche und ihre
Relationen zueinander. Auf diese Weise gelingt es, eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf
die Variabilitdt und entscheidenden Charakteristika eines Buchstabens zu legen und damit
Buchstaben untereinander zu vergleichen. Die Parameter der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen werden auf einigen Alphabeten gelernt. Diese Erfahrung wird dann im gelernten
Modell auf unbekannte Buchstaben iibertragen. Zu den Kernideen gehort auflerdem,
Konzepte als probabilistische Programme aufzufassen.

Schlielich wird in visuellen Turing-Tests die Antwort des Modells in verschiedenen Aufga-
ben mit denen von menschlichen Probanden verglichen. Bemerkenswerterweise wurde der
Turing-Test in dem Sinne bestanden, dass die Versuchspersonen nicht zwischen Antwort
von Mensch und Modell unterscheiden konnten. Eine naheliegende Folgerung aus die-
sem Ergebnis ist, dass die Ausgabe des Modells auf dem Level menschlicher Intelligenz ist.

Dies ist insbesondere eindrucksvoll, da einige Wissenschaftler argumentieren, dass die
Grundkonzepte, die zum Verstehen eines Buchstabens benétigt werden, eben die sind, in
denen der Mensch dem Computer iiberlegen ist. So behauptete Hofstadter bereits 1985 :
»The central problem of Artificial Intelligence is the question: 'what is the letter a’?*, zu
deutsch ungefihr ,,Die zentrale Aufgabe von Kiinstlicher Intelligenz ist zu erkennen ’was
ist ein a?’“|Hof85].

Obwohl sich die Ursprungspublikationen |Lak14] und [LST15] mathematischer Spra-
che bedienen, wird der Modellierungsprozess einzig am Buchstabendatensatz Omniglot
[Age20] erklart. Wir arbeiten die wesentlichen Schritte des Verfahrens mathematisch
auf und beweisen die verwendeten Approximationen. Dariiber hinaus diskutieren wir
die Anwendbarkeit des Rahmenwerks auf andere Konzepte. Obwohl vor viereinhalb
Jahren veroffentlicht, gab es bisher nur eine kleine Anzahl von Anwendungen auf andere
Daten, deren Ergebnisse suggerieren, dass die Modelle die Konzepte unterhalb des Levels
menschlicher Intelligenz lernen.

Aufbau der Arbeit

Die Arbeit ist in vier Kapitel unterteilt. Im Kapitel [I] arbeiten wir die theoretischen
Grundlagen des Rahmenwerks auf. Insbesondere gehen wir auf multivariate Modellierung,
bayes’sche Statistik, Stichprobenziehen und Begriffslernen ein. Wir beschreiben in Ab-
schnitt [[.2.1] an einem einfachen Beispiel, wie der bayes’sche Gedanke in das Lernen von
Konzepten oder Begriffen einspielt. Wir gehen davon aus, dass die Leserin und der Leser
mit wahrscheinlichkeitstheoretischen Grundlagen vertraut ist, fassen jedoch im Anhang
[A] die wesentlichen Definitionen und Sétze zur Wahrscheinlichkeitstheorie zusammen.
Im Kapitel [2] stellen wir das Rahmenwerk des Maschinellen Lernen mit Bayes’schen Pro-
grammen vor und beweisen die verwendeten Approximationen. In Abschnitt schlagen
wir weitere Anwendungen des Rahmenwerks insbesondere fiir die Mensch-Maschine-
Interaktion vor.
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Wir stellen in Kapitel 8] die Anwendung dieses Rahmenwerks auf dem Omniglot-Datensatz
vor. Dabei orientieren wir uns zwar an den Publikationen [Lak14] und |[LST15], stellen das
Modell aber insbesondere anhand unserer wesentlichen Schritte vor, die wir im vorherigen
Kapitel ausgearbeitet haben.

Zuletzt geben wir in Kapitel [] eine kurze Zusammenfassung, eine Diskussion des Modells
und einen Ausblick.

Eigener Beitrag

Folgende wesentliche Beitrage finden sich in dieser Arbeit:

e Ausarbeitung der wesentlichen Schritte des Rahmenwerks als allgemeines Algorith-
mus’schema

e Beweis der verwendeten Approximationen samt Verallgemeinerungen

e Strukturierung der Anwendung des Rahmenwerks auf dem Buchstabendatensatz
Omniglot anhand der identifizierten wesentlichen Schritte

e Diskussion von Parameterwahlen des Modells aus [LST15] samt

e Durchfithrung von informellen Experimenten am Programmcode des Modells und
Daten in [Lak15] und [Lak19]

e Diskussion der Anwendbarkeit des Rahmenwerks auf andere Datensatze und in der
Mensch-Maschine-Interaktion.
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Kapitel 1.

Grundlegendes

In diesem Kapitel betrachten wir einige theoretische Grundlagen. Dabei gehen wir
auf multivariate Modellierung, bayes’sche Statistik, Stichprobenziehen, kognitionswissen-
schaftliche Konzepte, sowie auf die probabilistische Modellierung dieser beim Maschinellen
Lernen ein.

Dabei setzen wir einige wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen voraus. Die wesent-
lichen Definitionen und Sétze sind im Anhang in Abschnitt [A] zusammengefasst. Wir
wiederholen daraus den wichtigen Satz von Bayes. Dieser ist nach Thomas Bayes benannt,
der auch Namensgeber der bayes’schen Statistik ist. Im Folgenden werden wir einige
Variationen des Satz von Bayes kennenlernen.

Satz 1. Sei {Q, o/, P} ein Wahrscheinlichkeitsraum und D,h € o FEreignisse mit
P(D) > 0,P(h) > 0. Dann gilt

P(D |h) P(h)
P(D)

Bemerkung 2. Wir leiten diese Aussage im Anhang [A] unter Satz [66] her.

P(h| D) =

Notationen

Wir bezeichnen wie iiblich die reellen Zahlen mit R, die ganzen Zahlen mit Z, den Kérper
mit zwei Elementen mit Zs und die natiirlichen Zahlen mit N. Die Null zdhlen wir zu den
natiirlichen Zahlen dazu. SchlieBen wir die Null aus, so schreiben wir N*. Die positiven
reellen Zahlen bezeichnen wir mit R™, die nichtnegativen mit RS‘ . Fiir eine endliche
Menge M bezeichnen wir mit |M| ihre Kardinalitdt und mit P (M) ihre Potenzmenge.
Wir schreiben 1), fiir die Indikatorfunktion der Menge M.

Wir schreiben fiir eine Zufallsvariable X fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion oder Wahr-
scheinlichkeitsdichte px (x), wobei wir oft nur p(x) oder px schreiben, wenn die zugehorige
Zufallsvariable klar ist. Ubliche Verteilungen aus der Literatur stellen wir in Beispiel
im Anhang [A| vor. Dabei schreiben wir ¢ fiir das Dirac-Ma8, Ber(p) fiir die Bernoulliver-
teilung zu Parameter p mit 0 < p <1, U(a, b) fir die Gleichverteilung auf dem Intervall
(a,b), N'(u,c?) fiir die Normalverteilung mit Erwartungswert p und Varianz o2, Exp(a)
fiir die Exponentialverteilung zu Parameter a > 0 und G(p, b) fiir die Gammaverteilung
zu inversem Skalenparameter b > 0 und Formparameter p > 0. Ist eine Zufallsvariable
durch ihre Verteilung gegeben, schreiben wir ~, zum Beispiel X ~ N(u,02). Zuletzt
bezeichnen wir mit o< Proportionalitét.



Kapitel 1. Grundlegendes

1.1. Multivariate Modellierung

Besonders wichtig fiir unsere Untersuchungen werden mehrdimensionale Zufallsvektoren
sein. Um die multivariate Verteilung mehrerer Zufallsvariablen zu definieren, benétigen
wird eine o-Algebra und ein Produktmafl. Im Folgenden, insbesondere bei den bedingten
Dichten, orientieren wir uns an [Ebel8| § 2.2].

Definition 3. Seien (£2;, o7;, u;) Wahrscheinlichkeitsrdume. Wir definieren die Produkt-
o-Algebra ®j_, </; iber dem kartesischen Produkt der Mengen X, Q; iiber den Erzeu-
ger {A1 x...x Ay|A; € o/}. Auf dieser Menge Q- «7; definieren wir das Produktmaf}
i iiber ihren Wert auf dem Erzeuger durch

Bemerkung 4. Es lasst sich durch Nachrechnen zeigen, dass der definierte Erzeuger
durchschnittsstabil ist und daher das definierte Maf} eindeutig ist. Ein Beweis dieser
Aussage findet sich etwa in [Bov20, Satz 2.15].

Bemerkung 5. Mit dem Satz von Carathéodory kénnen wir allgemein die Existenz und
Eindeutigkeit von Produktmafien zeigen, wie etwa in [Klel3| § 14].

Beispiel 6. Ein Beispiel fiir eine Produkt-o-Algebra ist die Borel’sche Algebra B(R") = Q;; B(R).
Ein alternativer Erzeuger der Menge ist durch alle Mengen der Form {(—o0, ¢1]X. .. X (=00, ¢,]}
fir ¢, ...,c, € R gegeben.

Auf dem dadurch definierten messbaren Raum koénnen wir nun wie schon vorher von
Zufallsvariablen sprechen.

Definition 7. Seien (2, «7;, p1;) Wahrscheinlichkeitsrdume und X; : Q@ — Rfiri =1,...n
messbare Funktionen. Die multivariate Verteilung dieser Zufallsvariablen auf der
Produkt-o-Algebra B(R") ist durch die Funktion

Px((A1,..., 4n)) =P({w = (w1, ..., wn)|Xi(wi) € &5})
gegeben. X = (Xi,...,X,,) nennen wir multivariate Zufallsvariable.

Definition 8. Sei X : Q2 — R™ multivariate Zufallsvariable. Falls es eine integrierbare
Funktion px : R" — [0, 00) gibt, so dass fur A € B(R") gilt, dass

P(X € A) = /A px(z) d'z,

so heilt px Wahrscheinlichkeitsdichte von X. Ist X diskret, so ist die Wahrschein-
lichkeitsfunktion durch px(z1,...,z,) = P(X1 = 1, ..., X,, = z,,) definiert.

Bemerkung 9. Wir lassen den Index oft weg, wenn klar ist, worauf sich die Argumente
beziehen. So sprechen wir von p(z,y) statt pxy(z,y).

Betrachten wir nun den Spezialfall, dass die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen
X:Q—>R"und Y : Q@ — R™ und absolut stetig mit Dichte p ist. Das heif3t

P(X € A,Y € B) = / / p(z,y) dy dz fiir A € B(R™), B € B(R™).
AJB



1.1. Multivariate Modellierung

Definition 10. Wir nennen die Verteilung p(x) von X Randverteilung und meinen
damit
P(X € A) :=P(X € AY € B(R™)).

Lemma 11. Die Randverteilungen von X und Y sind ebenfalls absolut stetig und haben
die Dichten

plo)= | plzy)dy und

p(y) = / p(z,y) de.

Beweis. Die Aussage folgt aus dem Satz von Fubini. O

In der bayes’schen Statistik bedingen wir oft auf Zufallsvariablen. In diesem Zusam-
menhang benétigen wir eine bedingte Dichte.

Definition 12. Die Funktion py|x : R™ x RY — [0, 00) definiert durch

Px.y (z,y) fiir
= px(z) #0
pyix(ylz) = ¢ Px@) ; (z)
py (y) fiir px(x) =0

heift bedingte Dichte von Y gegeben X. Wieder schreiben wir nur p(y|z) statt
py|x (ylz) wenn die zugehérigen Zufallsvariablen klar sind.

Bemerkung 13. Entsprechend definieren wir die bedingte Dichte von mehreren mehrdi-
mensionalen Zufallsvariablen. Seien X; : Q@ — R™ fiir i =1,...,n und Y; : @ — R™ fiir
j=1,...,m gegeben. Wir setzen N = >1" ;n; und M = >, m; und definieren die zu-
sammengesetzten Zufallsvariablen X — RY durch X = (X1,...,X,) und Y — R™ durch
Y = (Y1,...,Y.,). Entsprechend kénnen wir die Definition 12| auf X und Y anwenden
und erhalten

p(xlv L2y xn‘ylay% . ym) = ,O(ZC|y)
Siehe hierzu auch die Kettenregeln im Satz

Definition 14. Dabei bezeichnet p(z) die A-priori Verteilung, p(z|y) die A-posteriori
Verteilung, p(y|z) die Plausibilitédt oder Likelihood.

Korollar 15. FEs gilt
p(z,y) = p(zly)p(y) = p(ylz)p(x).

Korollar 16. Insbesondere gilt fiir X, Y mit absolut stetiger gemeinsamer Verteilung

p(@) = [ plaly)o(y) dy.

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma [11] und Korollar denn

pla) Pz /]R play) dy " /R plzly)ply) dy.
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Dies kann als kontinuierliches Aquivalent zum Satz der totalen Wahrscheinlichkeit
aufgefasst werden kann, siehe Satz
Fir Zufallsvariablen gilt dann die folgende Formulierung des Satz von Bayes.

Satz 17. Seien X : Q@ = R" und Y : Q — R™ Zufallsvariablen mit absolut stetiger
Dichte p(x,y) und es gelte p(y) > 0. Dann gilt

ple,y) — _  plylz)p(z)
Jon p(@,y) dz Jgo p(yl2)p(x) do’

p(zly) =

Beweis. Es gilt

p(aly) PLBP@Y) Lemma T pl@y) kgD plyl2)e()
py (y) Jgn p(x,y) do Jan p(ylz)p(z) dz’

O]

Arbeiten wir mit mehr als einer Zufallsvariable, so kénnen wir diese gemeinsame Dichte
mit der Kettenregel ausmultiplizieren.

Satz 18. Es gilt fiir d € N und die Zufallsvariablen X1, ... X4
p(@1, 22, ... xa) = p(x1) - p(@2|21) - (23|22, 21) . .. p(TA|TA=1, - ., T2, T1).

Beweis. Dies beweisen wir induktiv.
Induktionsanfang: d=2 Es ist nach Korollar

p(x1,22) = p(z1|z2)p(21).

Induktionsschritt: d ~ d + 1. Die Aussage gelte fiir d. Seien Xi,..., X411 beliebige
Zufallsvariablen X; : Q — R™ mit i = 1,...,d + 1. Wir definieren die Zufallsvariablen
Xi,..., X}, durch

%

, [Xii QR i=1,...,d—1
(Xa, Xgi1) : Q — RMatnan 1 =d.

Dann gilt nach Induktionsvoraussetzung (IV):

p(mlﬂx27”'7xd7md+1)
= p(z), 2h, ..., 2})
1A%

= p(x1) - p(x2|z1) - p(x3|T2, 21) - . . p(Tds Tag1|Td—1,- - ., T2, 21)

K
= p(x1) - p(xa|z1) . .. p(xg|xg—1, ..., x2,21) - p(Tgs1|xay ..., T2, 21).

Folglich gilt die Kettenregel tatsachlich. O



1.2. Bayes’sche Statistik

1.2. Bayes’sche Statistik

In der Statistik gibt es zwei grundlegende Paradigmen: den frequentistischen und den
bayes’schen Ansatz. Beim ersteren wird Wahrscheinlichkeit als Grenzwert der relati-
ven Héufigkeit von Ereignissen in vielen (wiederholbaren) Zufallsexperimenten gesehen.
Bayes’sche Statistik dagegen befasst sich mit der Wahrscheinlichkeit als Mafl der Glaub-
wiirdigkeit [Jay03].

Gegeben sind diskrete Daten D und ein Raum moglicher Hypothesen H mit den moglichen
Modellen, die den Daten unterliegen kénnten. Die A-priori Verteilung p(h) fiir h € H
modelliert dabei das Wissen iiber die Daten.

Das Ziel ist, die passendste Hypothese zu beobachteten Daten zu schitzen. Da p(D) als
konstant betrachtet wird und damit nach Satz [l

p(h| D) o< p(D |h)p(h)
gilt, geniigt es, diesen Wert zu maximieren.

Definition 19. Zwei verbreitete Punktschétzer sind der Maximum Likelihood Esti-
mator MLE

RMEE = arg max p(D |h)
h

und der Maximum a posteriori-Schétzer MAP

RMAP = arg max p(D|h)p(h).
h

Der MAP-Schétzer bezieht das a-priori Wissen iiber den Prozess in die Schiatzung mit
ein. MLE ist ein Spezialfall von MAP mit uniformer A-priori Verteilung [Murl2].

1.2.1. Bayes’scher Ansatz im Begriffslernen

An einem Beispiel aus der Dissertation von J. B. Tenenbaum wollen wir zeigen, wie
diese Auffassung mit dem Begriffslernen zusammenhéngt. Dabei orientieren wir uns an
[Murl2] und [Ten99|. Diese beschreiben eine Aufgabe Number Game aus dem Bereich
des Begriffslernens und modellieren sie probabilistisch.

Beispiel 20. Im folgenden Beispiel Number Game zeigen wir anhand einer einfachen
Aufgabenstellung aus dem Begriffslernen, wie der bayes’sche Gedanke in die Modellierung
einfliefit.

Gegeben sei eine Menge M = {1,...,100} und eine Teilmenge dieser Menge D. Die
Aufgabe ist, eine Konzept zu finden, zu dem diese Daten gehéren, zum Beispiel alle
geraden Zahlen oder alle Dreierpotenzen. Dazu betrachten wir zuerst alle mit den Daten
konsistenten Hypothesen. Gehort etwa die Zahl 3 zu D, kann die Hypothese nicht mehr
alle Zweierpotenzen heiflen. Aus allen Hypothesen wihlen wir nun die aus, die am besten
passt.

Der bayes’sche Ansatz ist nun, auf allen Hypothesen eine A-priori Verteilung zu defi-
nieren. Die verschiedenen Hypothesen treten nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
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auf. Insbesondere werden einige Hypothesen als wahrscheinlicher als andere gesehen. Nur
wenn die wahrscheinlicheren Hypothesen ausgeschlossen wurden, etwa da durch mehr
Datenpunkte sie nicht mehr konsistent mit den Daten sind, kann die unwahrscheinlichere
Hypothese gewdhlt werden. Wie beziehen also unser Wissen iiber die Welt in das Schitzen
der Hypothese mit ein.

Formulieren wir diese Situation formal. Ein arithmetisches Konzept C auf M ist ei-
ne Teilmenge C' C M. Gegeben positive Beispiele D C M ist die Aufgabe fiir z € M\ D
zu schitzen, ob x € C'. In der Dissertation stellte Tenenbaum diese Aufgabe verschiedenen
Probanden und modellierte sie. Er konnte nachweisen, dass die Modellierung gut die
durchgefiihrte Versuchsstudie beschreibt, was dafiir spricht, dass Menschen Konzepte in
diesem bayes’schen Rahmenwerk verstehen.

Wir stellen einen Hypothesenraum H mit allen moglichen arithmetischen Konzepten auf,
zum Beispiel H = P(M) oder die Intervalle und Potenzen

H={{n,n+1,....m}Hl <n<m<100} U{{n”|0 < p,n? <100}|n € M}.

Nach Angabe der positiven Beispiele D werden nur noch alle Hypothesen betrachtet, die
mit der gesehen Menge konsistent sind.

Wir treffen die starke Annahme, das der Datensatz D mit N Elementen uniform zuféllig
mit Zuriicklegen aus dem Konzept C' gezogen wurde. Das bedeutet fiir eine Hypothese h,

dass
1

N
P01 = ()
ein plausibler Likelihood ist, da damit die einfachste konsistente Hypothese den héchsten
Likelihood hat.

Betrachten wir ein konkretes, stark vereinfachtes Zahlenbeispiel. Seien die folgenden
drei Hypothesen gegeben, wobei wir uniforme A-priori Verteilung p(h) annehmen, also

p(hQ) = p(hgerade) = p(h/ungerade) - % gllt

1

he = {1,2,4,8,16,32,64}; |ha| = 7 p(ha) = 3

1

hgerade = {2k|k = ]-a v 350}; |hgerade’ = 507 p(hgerade) = g

1

hungerade = {Qk + 1|k = 0> sy 50}a |hungerade’ = 507 p(hungerade) = g

Nach Betrachten der Menge D = {8,16,2,64}, sind nur noch die Hypthesen hy und
hgerade mit den Daten D konsistent. Da die gesehenen Zahlen nur Zweierpotenzen sind,
wére es ein verddchtiger Zufall (englisch: suspicious coincidence), wenn das unterliegende
Konzept hgerqde Wire. Die Modellierung unterstiitzt das, da

RMAP — arg max p(D|h)p(h) =hs
h

RMLE — arg max p(D|h) =hs.
h

Bisher haben wir unser Wissen tiiber die Welt nicht in die Modellierung eingebracht. Sei
nun noch zusétzlich eine konsistente, aber unnatirliche Hypothese hynnatueriich gegeben.
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Wir gewichten diese Unnatiirlichkeit mit einer geringen A-priori Verteilung. Unsere

Hypothesenraum enthalte im Folgenden diese drei konsistenten Hypothesen zur Menge
D = {8,16,2,64}:

4

h2 = {1’2)4—785 16732764}7 ’h2| = 7a p(h’Q) = §

4

hgerade = {2k|k = 1> ceey 50}» |hge7"ade| = 5Oa p(hgerade) = §

1

hunnatuerlich = {27 87 167 647 19}7 |hunnatue7‘lich| = 5; p(hunnatuerlich) = §

Entsprechend geben die Schatzer

RMAP = arg max p(D|h)p(h) = ho
h

RMLE _ arg ;nax p(D|h) = Nunnatuerlich-

Waéhlen wir die kleinste mit den Daten konsistente Hypothese aus, so maximieren wir
RMLE _ arg maxy, p(D |h) = hynnatuertich- In diesen Schétzer geht das Wissen tiber die
Welt p(h) nicht mit ein. Doch die gefundene Hypothese hynnatuertich ist unnatiirlich,
was wir durch eine kleine A-priori Verteilung p(hunnatuertich) = % modelliert haben.
Entsprechend ist die A-posteriori Verteilung nach Betrachtung des Datensatzes D dennoch
klein, auch wenn der Likelihood p(D |hynnatuertich) = % der hochste unter allen moglichen
Hypothesen ist. Insgesamt beziehen wir in dem bayes’schen Ansatz unser Wissen {iber

den Hypothesenraum zusétzlich in die Schitzung ein.

Bemerkung 21. Im Maschinellen Lernen mit Bayes’schen Programmen werden wir
die A-priori Wahrscheinlichkeit anhand eines Datensatzes trainieren. Dadurch lernt der
Algorithmus automatisch, welche Hypothesen unnatiirlich sind, und welche natiirlich.

Bemerkung 22. Da im Beispiel 20| mit einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum ge-
arbeitet wird, héatten wir statt von der Wahrscheinlichkeitsfunktion p auch von dem
Wahrscheinlichkeitsmafl P sprechen kénnen, und statt der A-priori Verteilung von der
sogenannten A-priori Wahrscheinlichkeit.

1.2.2. Bayes’sche Statistische Modelle

Wir betrachten im Folgenden nicht mehr einen reinen Hypothesenraum und & als
Menge der moglichen Konzepte, sondern ein statistisches Modell als Familie von Wahr-

scheinlichkeitsverteilungen. Dabei interessieren uns vor allem identifizierbare statistische
Modelle.

Definition 23. Ein statistisches Modell ist ein Tripel M = (Q, o7, (Py)gco) mit
Parameterraum O, Messraum (€2, .2/) und Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf
dem Stichprobenraum (€2, 7). Falls © C R™ sprechen wir von einem parametrischen
Modell, sonst von einem nichtparametrischem Modell.

Definition 24. Ein statistisches Modell heiflt identifizierbar, falls

91 75 92 = ]P)gl 75 ]P)92
fiir alle 61,0, € © gilt.
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Wir haben Beobachtungen/Messungen gegeben, die wir stochastisch durch unabhéngig
identisch verteilte Zufallsvariablen X1, ..., X, : Q — R¥ mit unbekannter Wahrscheinlich-
keitsverteilung Py modellieren. Gegeben eine Realisierung der Zufallsvariablen I4,. .., I,
wollen wir den Parametervektor 6§ schiatzen. Dabei wird 0 als unbekannt, aber determi-
nistisch angenommen. Falls © diskret ist, kénnen wir wieder maximieren
) Is unabhénglg arg max H Po(I;).

[4

arg max Py([y,..., I,
6 i=1

Dies entspricht dem Maximum Likelihood Estimator [HTF09).
Wir schrianken uns dabei oft auf den Fall ein, dass es eine Dichte p gibt, so dass die

Beobachtungen geméf der Dichte p(I]0) verteilt sind. Daher kénnen wir statt von einer
Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien (Py)gce auch von dem Likelihood p(1|@) sprechen.

Betrachten wir im Folgenden die bayes’sche Situation, wie sie etwa in den Biichern
[Gel+13] und [Rob07] dargestellt wird.

Wir nehmen an, dass zu dem Parameter 6§ eine A-priori Verteilung gegeben ist. Eine
alternative Sichtweise ist, 0 als Realisierung eines Zufallsvektors 6 : Q — O zu sehen. Wir
setzen eine A-priori Verteilung des Parameters voraus, eine angenommene Verteilung
vor Messung der Realisierungen von X1, ..., X,,. Dies fihrt zum Begriff des bayes’schen
statistischen Modells.

Definition 25. Sei © C R™. Ein bayes’sches statistisches Modell ist ein statistisches
Modell mit einem Likelihood p(x|#) und einer A-priori Verteilung auf dem Parameterraum

p(0).
Mit Satz[17] und Korollar [16] gilt dann als A-posteriori Verteilung unseres Parameters
nach Messung der Daten I:

L I0)p0)
PO = 0 (T10)p(0) @0

Uns interessiert nun, wie ein weiterer Datenpunkt I("€®) aussieht, nach dem wir I gesehen
haben.

Satz 26. Es gilt

o1 1) = [ o1 i0)p(o11) do.
Beweis. Es gilt
(e bz e, g1y ag
W [ (e 9. 1yp(o)) a9
= [z 10)o011) b
Dabei folgt die letzte Gleichheit aus der Unabhéngigkeit der Beobachtungen. O

FEine mogliche Darstellung von bayes’schen statistischen Modellen ist, eine sogenann-
te bedingte Hierarchie in der A-priori Verteilung p(6) einzufithren. Dies fithrt zu der
Definition eines hierarchischen bayes’schen Modells [Vid04] |Gel+-13].
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Definition 27. Gegeben sei ein bayes’sches statistisches Modell iiber den Likelihood
p(I10) und die A-priori Verteilung p(#). Seien auBerdem Parameterrdume 0y, ...,0, C R™
gegeben. Kann die A-priori Verteilung p(6) in bedingte Verteilungen p(6|61), p(01102), .. .,
p(0n—1]6y) und die Randverteilung p(6,,) zerlegt werden, so dass gilt

o0) = | p(0161)p(61162) .- p(Bu118)p(6,) By .. B,
O1X...XO,

so nennen wir das Modell Hierarchisches Bayes’sches Modell. Die Parameter 6;
bezeichnen wir als Hyperparameter des Modells. Wir sagen, dass das Modell n + 1
Stufen beziehungsweise n + 2 Ebenen hat und visualisieren das Modell durch

0,—...—> 0 —0—1.

Wir nehmen also an, dass stets

p110,01,...) = p(1]6)
gilt und gleichermafien

p(0:10,1) = p(6;]0) und
p(0il0it1, ... 0n) = p(0i]0it1).

Nach der Kettenregel aus Satz 18] wissen wir

p(Ia 07 917 s 79n) = p(I|07 911 sy en)P(9|91, s en) e 0(9n71|‘9n)0(9n)

Mit der in der Definition 27 eingefiihrten sogenannten bedingten Hierarchie in der A-priori
Verteilung folgt

p(1,0,01,....0n) = p(110)p(6]61)p(01|02) - .. p(6n—1]0n)p(0n).

Vorteile der Betrachtung ist, dass nur benachbarte bedingte Verteilungen definiert werden
miissen. Dies erleichtert etwa das bedingte Stichprobenziehen. Wir kénnen durch die
Ebenen eine Hierarchie in den Daten représentieren. Dies erlaubt das Vergleichen von
gruppierten Daten. Ein Beispiel ist etwa die Analyse der Ergebnisse eines Mathematik-
tests von Studierenden verschiedener Universitdten in verschiedenen Studienfichern. Wir
kénnen hier die Studienfacher und Universititen auf verschiedenen Ebenen modellieren
[Gel+13].

Beim Maschinellen Lernen mit bayes’schen Programmen werden wir insbesondere hierar-
chische bayes’sche Modelle mit zwei Stufen betrachten. Grafisch haben wir

v —0—1.

Wir benennen die Ebenen mit 7, 8, . Nach Modellierung gilt dann

p(116) = p(110,0).

Damit kénnen wir die folgende Proportionalitiat beweisen.
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Satz 28. Es gilt: _ .
p(,011) o< p(1]0)p(0 ) p(a)).

Beweis. Es ist nach Satz von Bayes

und

Die Aussage folgt direkt, da

1.3. Stichprobenziehen

Stichprobenziehen ist eine wichtige Methode, um hochdimensionale Rdume zu appro-
ximieren. Wir stellen daher kurz den Metropolis-Hastings-Algorithmus als Spezialfall
sogenannter Markov Chain Monte Carlo-Methoden vor, kurz MCMC.

Wir orientieren uns im Folgenden an |Gel4-13] sowie [Cynl2]. Insgesamt mochten wir
eine A-posteriori Wahrscheinlichkeit p(f|z) approximieren. Im Hinblick auf die vorge-
stellten hierarchischen bayes’schen Modelle, kann man dann stufenweise die Parameter
approximieren.

Beispiel 29. Wir mochten anhand der Monte-Carlo-Integration den urspriinglichen
Grund der Monte-Carlo Methoden verdeutlichen.
Angenommen, wir haben ein Integral der Form |, ; g(z) dx. Zerlegen wir g in eine Funk-

tion f und eine Dichte p mit ff p(z) dz = 1, so steckt in der Integralberechnung der
Erwartungswert von f iiber p

/ ) da = / F(@) - p() dz = B (F(x)).

Nach dem Gesetz der grofien Zahlen [Bov20l § 6] gilt dann fiir unabhéngig identisch
verteilte Realisierungen x1, ..., z, der Zufallsvariable, die durch p definiert wird eine fast
sichere Konvergenz und damit die Approximation

b nsoo 1
/h(:c) dx = E,)(f pe ﬁ f ().

In der bayes’schen Sichtart betrachten wir eine Zerlegung von [g g(#) df in Likelihood
p(x|@) und A-priori Verteilung p(#). Dann haben wir fiir §; unabhéngig identisch verteilte
Stichproben aus p(6;|z) fiir n — oo fast sichere Konvergenz

/f )den—mo 1Zf o(5l6:).
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Insbesondere moéchten wir aus der A-posteriori Verteilung p(é|z) Stichproben ziehen.
Diese approximieren wir, in dem wir die Stichproben iterativ bedingt auf den letzten
Wert ziehen. Unter gewissen Voraussetzungen wird dadurch die richtige Verteilung
approximiert.

Um dies formal einzufiihren, betrachten wir einige Definitionen, beginnend mit der
Definition des stochastischen Kerns.

Definition 30. Ein stochastischer Kern K iiber einem messbaren Raum {2, &7} ist
eine Funktion K : Qx .o/ — [0, 1] so dass K (6|-) fiir alle § € O ein Wahrscheinlichkeitsmaf
ist und K (-|A) fur alle A € & eine messbare Funktion ist. Ein stochastischer Kern ist
absolut stetig, falls es eine Dichte k gibt, so dass fiir alle 8 € O gilt

K(0]4) = / k0, 2) dz.
A
Nun kénnen wir eine kontinuierliche absolut stetige Markovkette definieren.

Definition 31. Eine kontinuierliche Markovkette ist eine Folge gy, 61, ... von Zu-
fallsvariablen, so dass gilt

P(Gt S Awt—ly R ,91) = P(@t S A’Ht_l) = K(Qt‘A)

Das Ziel wird sein, eine Markovkette zu konstruieren, deren stationdre Verteilung eben
die A-posteriori Verteilung p(8|z) ist.

Definition 32. Die stationdre Verteilung einer Markovkette ist II, falls gilt
TI(A) = /@ K(0]4) T1(d6).
Man kann zeigen, dass eine Verteilung =, fiir die Gleichung
K (010" m(0,2) = K(0'|0)n(0)
gilt, stationér ist.

In Algorithmus [1] ist der bekannte Metropolis-Hastings-Algorithmus skizziert. J ist
dabei die sogenannte Vorschlagsverteilung.

Algorithmus 1 Metropolis-Hasting-Algorithmus, um die A-posteriori Verteilung p(6|z)
zu approximieren. Algorithmus aus |[Cynl12].

1: procedure METROPOLISHASTINGS(x)

2: Waihle Startpunkt 6y mit p(6p|z) > 0.

3 fort=1,...,N do

4: Ziehe 6* aus der Vorschlagsverteilung 6* ~ J(6%|6;—1)

5

* : (0% |2) T (0"]0:—1)
a(8r-1,6) = min (G505 Ty )
{9* mit Wahrscheinlichkeit o(6;—1,0")
915 —

0,1 sonst

@

7 end for
8: end procedure

11



Kapitel 1. Grundlegendes

Der Algorithmus erzeugt eine Markovkette, da die Vorschlagsverteilung J stets nur vom
vorhergehenden Wert 6;_1 abhédngt. Dabei wird ein Vorschlag 6* nur mit Wahrscheinlich-

keit p’()éfjm y angenommen, wenn die Wahrscheinlichkeit kleiner ist, also p(0*|z) < p(Or—1|x)
gilt. Hat der Vorschlag 6* hohere A-priori Verteilung p(6*|z) > p(0;—1|z), so wird er stets
angenommen. Der Vorteil dieser Sichtart ist, dass wir die Verteilungen nur bis auf eine

multiplikative Konstante kennen miissen. Es gilt dann der folgende Satz.

Satz 33. Angenommen J ist so gewdhlt, dass die erzeugte Markovkette 6,01, ... eine
eindeutige stationdre Verteilung hat, dann ist diese eben p(6|x).

Beweis. Der stochastische Kern der erzeugten Markovkette ist nach Definition
K00 = J(0,0)a(0,0).
Wir mochten, dass p(f|x) die stationdre Verteilung ist und damit fiir alle 6,6’ € © gilt:
K(010')p(0, 2) = K(0'16)p(0'|2).
Dies kénnen wir durch Umformung zeigen, siehe etwa [Cynl2, § 6.2.3]. O

Fiir weitergehende Betrachtungen verweisen wir auf |[Gel+13| § 11]. Dort wird erortert,
wie die Vorschlagsverteilung gewéhlt werden kann sowie weitere Algorithmen vorgestellt.
Insbesondere gibt es eine ganze Klasse an sogenannten MCMC-Algorithmen.

1.4. Begriffslernen

FEin Ziel von maschinellem Lernen ist es, die Funktionsweise menschlicher Intelligenz zu
verstehen. Der Ansatz, den wir beim Maschinellen Lernen mit Bayes’schen Programmen
anwenden, versucht die kognitionswissenschaftlichen Konzepte probabilistisch zu model-
lieren.

Ein Teil menschlicher Kognition ist das Begriffslernen (englisch: concept learning). Dies
bezieht sich auf die Art und Weise, wie Menschen die Welt in Kategorien unterteilen. In
der Begriffsbildung wird zwischen Eigenschaftsbegriffen und Erklarungsbegriffen unter-
schieden [Eck91|. Aufgrund von Erfahrungen kénnen Menschen positive Beispiele einer
Kategorie von negativen unterscheiden. Empirische Untersuchungen haben gezeigt, dass
positive Beispiele fiir das Lernen eines Begriffs ausreichen [TX07).

Mathematisch wollen wir also eine zweiwertige Funktion lernen, die eins ausgibt, falls
das Objekt zu der Kategorie gehort, und null falls nicht. Es gibt auch Abstufungen mit
unscharfer Logik, doch meist wird vom diskreten Fall ausgegangen. Begriffe werden aufler-
dem durch Beschreibungen/Attribute getrennt, und umgekehrt kann von Beschreibungen
auf das Konzept geschlossen werden.

Ein Beispiel aus [TX07] bezieht sich auf das Lernen des unbekannten Wortes Hund.
Angenommen, ein Kleinkind hat das Wort Hund noch nie gehort und geht mit seinen
Eltern spazieren und ein Dalmatiner ,Max* rennt vorbei, und die Mutter sagt: ,,Schau,
da ist ein Hund* Der Hypothesenraum ist grof}: so kénnte sie sich auf allgemein Tiere,
rennende Tiere, Hunde, Dalmatiner, alle Hunde aufler Schaferhunde, Hunde namens
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Max, die vordere Hélfte eines rennenden Hundes und mehr beziehen. Dennoch schaffen
selbst Kleinkinder beeindruckende Verallgemeinerungen und kénnen den Hypothesenraum
an nur wenigen positiven Beispielen in Konzepte zu unterteilen. Dabei eliminieren sie
unnatirliche Hypothesen, und haben eine nattirliches Gespiir fiir Assoziationen. Von klein
auf sind Kinder in der Lage, Erfahrungen zu iibertragen. Insbesondere kann die innere
Logik und Kausalitit eines Begriffes auf unbekannte Begriffe ibertragen werden. Ist das
Wort Katze gelernt, so wird der Begriff Hund deutlich schneller gelernt und abgegrenzt.
Insbesondere werden abstrakte Konzepte wiederverwendet.

Zu den Schliisselideen der kindlichen Grundeinstellung gehoren intuitive Physik und
intuitive Psychologie. Kleinkinder wissen intuitiv, dass Objekte iiber die Zeit bestehen,
sich nur in einem gewissen Maf} verdndern und das Objekt von verschiedenen Blickwin-
keln beobachtet dasselbe bleibt und einer gewissen Kausalitat unterliegt. Diese Intuition
erlaubt, viele physikalisch unmégliche Theorien auszuschlieBen und den Hypothesenraum
deutlich zu verkleinern. Intuitive Psychologie postuliert, dass Kinder bereits von einem
mentalen Zustand bei anderen Personen ausgehen. So haben Menschen Ziele und Vorstel-
lungen von der Welt. Dieser Sachverhalt erméglicht Kindern eine Unterteilung der Welt
in gut und bose [LUS16]. In Kapitel haben wir bereits eine bayes’sche Modellierung
des Hypothesenraums kennengelernt, und wie durch diese probabilistische Auffassung
natiirliche von unnatiirliche Konzepte unterschieden werden konnen.

FEin weiterer Aspekt ist die Verwendung von Modellen von Begriffen. Modelle sind
eine Reprisentation der Wirklichkeit und unterliegen einer Kausalitéit. Als besonders
wichtig zdhlen dabei generative Modelle [LUS16]. Im Gegensatz dazu gibt es beim ma-
schinellen Lernen einen Trend zu modellfreien Ansédtzen. Konzepte werden als Muster
gesehen, und das Lernen dient der Mustererkennung. Insbesondere werden Eigenschaften
(englisch: features) aus den Daten extrahiert und diese zur Klassifikation gegeneinander
abgeglichen. Mit diesem Ansatz konnen bemerkenswerte Resultate erzielt werden, wie die
zahlreichen Fortschritte im Deep Learning zeigen. Bereits 2015 konnte der Ansatz, sehr
tiefe Netzwerke zur Bilderkennung zu lernen, das durchschnittliche Level menschlicher
Fahigkeiten tiberschreiten [He+15]. Diese Herangehensweise benotigt sehr viele Daten und
sehr viel Rechenleistung, doch zeigt sich in der Mustererkennung sehr erfolgreich. Im Ge-
gensatz zu diesen Modellen konnen Menschen komplexe Konzepte an einer relativ kleinen
Anzahl an Beispielen lernen sowie die gelernten Konzepte gut auf unbekannte Situationen
iibertragen. Dieser Transfer und das Trainieren mit einer kleinen Datenmenge funktioniert
im Deep Learning in der Regel nicht. Durch die probabilistische Modellierung versuchen
wir in Kapitel [2| und [3| durch eine kleine Datenmenge mithilfe von Erfahrungsiibertrag un-
bekannte Buchstaben zu lernen und auch generative Aufgaben auf dem Datensatz zu 16sen.

Neben dem Vergleich und der Unterscheidung von positiven und negativen Beispie-
len einer Kategorie sind auch generative Aufgaben wichtige Probleme im Bereich des
Begriffslernens. Ein Konzept erméglicht Handlung, Vorstellung, Kommunikation und
Erklarung von Sachverhalten |Lak14, § 1.4]. Sehen Probanden etwa zum ersten Mal einen
Seqway, so konnen sie in der Regel problemlos verschiedene Aufgaben zu diesem Konzept
l6sen. Sie konnen das Fahrzeug in Teile zerlegen, das Konzept auf andere Situationen,
wie das Fahren unter Wasser oder in den Bergen anpassen und neue Segways skizzieren.
Darin stecken zwei wichtige Kernkonzepte: Zum einen spielt die Kompositionalitdt eine
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wichtige Rolle. Das Segway wird in Teile zerlegt und das vorhandene Wissen iiber diese
Teile, zum Beispiel, dass Réader rollen, fliefit in das Lernen des neuen Konzeptes Segway
mit ein. Das zweite Konzept ist das Verallgemeinern von Skizzen. Insbesondere wird
der Zusammenhang zwischen verschiedenen Darstellungen, wie etwa einem Foto, Video,
physikalischen Objekt oder einer skizzenhaften Zeichnung etwa des Segways erkannt.

In unserer Herangehensweise, dem Maschinellem Lernen mit Bayes’schen Programmen,
das wir in Kapitel 2] vorstellen und in Kapitel [3] auf dem Buchstabendatensatz anwenden,
lernt das Programm ein Modell des Konzeptes. Dieses Modell wird durch eine Verteilung
im Gesamtraum reprisentiert. Die A-priori Verteilung wird in der ersten Phase aus dem
Datensatz gelernt. Schliefllich wird diese abstrakte Erfahrung auf unbekannte Konzepte
iibertragen. Ein weiterer wichtiger Aspekt ist die Kompositionalitdat. Das Konzept wird
als Menge von Teilen und ihren Relationen untereinander gesehen.

In Abschnitt [3.1.2]stellen wir die kognitionswissenschaftliche Relevanz konkret des Begriffs
Buchstabe heraus.
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Kapitel 2.

Maschinelles Lernen mit
Bayes’schen Programmen

In diesem Kapitel stellen wir das Rahmenwerk von Maschinellem Lernen mit Bayes’schen
Programmen vor. Dieses wurde von Brenden M. Lake in seiner Dissertation 2014 auf dem
Buchstabendatensatz Omniglot eingefiihrt [Lak14] und erlangte durch die renommierte
Publikation Human-level concept learning through probabilistic program induction [LST15)
in der Fachzeitschrift Science im Jahr 2015 Bekanntheit.

Konzepte werden auf drei Ebenen beschrieben, um die Schliisselcharakteristika, erlaubte
Variabilitdat und schliefflich die Realisierung im Bildraum zu modellieren. Jede der Ebenen
wird als probabilistisches Programm dargestellt, in dem die einzelnen Modellparameter
gemaf vorher gelernten Wahrscheinlichkeitsverteilungen gezogen werden. Dabei gehen
wir von einer bedingten Hierarchie in der A-priori Verteilung wie in Definition 27] aus.
Um die Parameter zu schitzen wird ein sogenannter Parser im Bildraum definiert, der
wahrscheinliche Vorschlége fiir die beiden oberen Ebenen liefert.

Das Modell wurde auf einem Buchstabendatensatz, Omniglot entwickelt und schlieflich
in visuellen Turing-Tests verifiziert. Bemerkenswerterweise konnten fast alle Probanden
nicht zwischen der Antwort von Mensch und Modell unterscheiden. Dies suggeriert, dass
das Begriffslernen auf einem Level menschlicher Intelligenz geschieht. Gleichzeitig beruht
diese Leistung sehr auf der kognitionswissenschaftlichen Rekonstruktion der Art und
Weise, wie Menschen Buchstaben verstehen. Daher lésst sich das Verfahren nicht pauschal
auf andere Konzepte iibertragen, da sie auf der sehr prézisen Modellierung des Konzeptes
beruht.

Dennoch ist die Herangehensweise auch bei anderen Problemen interessant. Die innere
Logik des Schemas erlaubt eine skizzenhafte Beschreibung von Konzepten, wie Menschen
sie stdndig benutzen. Wir werden in Abschnitt Anwendungen insbesondere fiir die
Mensch-Maschine-Interaktion darstellen.

In diesem Kapitel arbeiten wir aus der Publikation |[LST15] die wesentlichen Schritte
des Rahmenwerks aus. Wir formulieren die Kernaussagen und beweisen sie. Spéter in
Kapitel 3| werden wir die identifizierten wesentlichen Schritte auf den Omniglot-Datensatz
anwenden. Wir beginnen damit, die Aufgaben, wie sie von dem Modell zu l6sen sind, im
ersten Abschnitt 2.1] vorzustellen.
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Kapitel 2. Maschinelles Lernen mit Bayes’schen Programmen

2.1. Aufgaben auf dem Omniglot-Datensatz

In Kapitel |3| werden wir das Rahmenwerk des Maschinellen Lernen mit Bayes’schen
Programmen auf einen Datensatz von Buchstaben, genannt Omniglot anwenden. Das
gelernte Modell eines Buchstabens soll verschiedene Aufgaben auf dem Level menschlicher
Intelligenz 16sen, die in Abbildung[2.1]dargestellt sind. Die Aufgaben sind die Klassifikation
unbekannter Buchstaben anhand eines Beispiels (One-shot-classification), die Zerlegung
von Buchstaben in Teile (Parsing), die Generierung weiterer Beispiele eines unbekannten
Buchstabens und das Erfinden neuer Buchstaben.

2.2. Rahmenwerk

In diesem Abschnitt stellen wir das Rahmenwerk des Maschinellen Lernen mit Bayes’schen
Programmen vor. Dazu sind die folgenden fiinf Schritte wesentlich:

i) Spezifikation des Problems auf drei Ebenen.

ii) Spezifikation der multivariaten Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

iii) Lernen der Modellparameter.

iv) Parsing der Daten.

v

)
)
iv)
) Bewertung der Parses und Losen der Aufgaben.
Diese fiinf Schritte gehen wir nun durch und erstellen so sukzessive das gesamte Rahmen-

werk. In Abschnitt 2.2.6] fassen wir diese Schritte des Rahmenwerks zusammen. Konkret
setzen wir die Schritte im Kapitel [3] auf dem Buchstabendatensatz um.

Bemerkung 34. An dieser Stelle moéchten wir kurz den Namen Maschinelles Lernen
mit Bayes’schen Programmen kommentieren. In der Veroffentlichung sprechen Lake et al
von Hierarchial Bayesian Program Learning [Lak14] beziehungsweise Bayesian Program
Learning [LST15]. Die gewihlte freie Ubersetzung liegt daher nahe.

2014 wurde von Bessiere et al ein Buch mit dem Titel Bayesian Programming veroffentlicht
[Bes+13]. Dort zeigen sie die von Jaynes in |Jay03] skizzierte Idee auf, Computerpro-
gramme nicht mit Boolescher Logik sondern iiber Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu
konstruieren. In diesem Kontext wird auch ein sogenannter Bayes’scher Computer dis-
kutiert. Die im Buch vorgestellte probabilistische Modellierung hat Uberschneidungen
zu unserem Modell und stellt einen algebraischen Formalismus fiir etwa sogenannte
bayes’sche Netze oder auch hierarchische bayes’sche Modelle dar. In dieser Ausarbeitung
beschranken wir uns jedoch auf die Bedeutung von Bayes’schen Programmen, wie sie
von Lake et al. in [Lak14] und [LST15|] bezeichnet werden: Programme, die multivariaten
Verteilungen entsprechen.

2.2.1. Spezifikation des Problems auf drei Ebenen

Das Konzept, das modelliert werden soll, wird auf drei Ebenen hierarchisch beschrieben.
Dies fithrt zu einem hierarchischen bayes’schen Modell ¢ — 6 — I wie in Abschnitt m,
wobei wir die Daten I, Parameter # und Hyperparameter v betrachten. Damit folgt

p(110,0) = p(I18) wnd p(]6,1) = p(v]6).
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2.2. Rahmenwerk
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Abbildung 2.1.: Dargestellt werden die fiinf Aufgaben, die auf dem Omniglot-Datensatz
gestellt sind und vom selben Modell gelost werden. Dazu gehoren:
A Die Klassifikation anhand eines Beispiels, wobei ein unbekannter Buch-
stabe innerhalb der 20 Zeichen eines unbekannten Alphabets erkannt
werden soll.
B Das Schlielen einer plausiblen Zeichenanweisung. Dargestellt werden
die Motorprogramme von verschiedenen menschlichen Probanden links
sowie des Modells rechts, gegeben jeweils ein bindres Bild des Buchsta-
bens.
C Die Generierung weiterer Beispiele eines unbekannten Buchstabens.
Dabei hat jeweils eins der 3 x 3 Felder ein Mensch, und eins das Modell
generiert.
D Das Erfinden vier neuer Buchstaben, die in den Stil der gegebenen
zehn Buchstaben passen. Zu sehen ist auf den 2 x 2 Feldern jeweils
die Ausgabe des Modells oder die erfundenen Buchstaben menschlicher
Probanden.
E Das Erfinden vier neuer Buchstaben ohne Einschriankungen.
Dabei sind die vom Modell generierten Felder jeweils zeilenweise:
bei C 1,2; bei D 2,2; bei E 2,2. Abbildung modifiziert aus [LST19].
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Kapitel 2. Maschinelles Lernen mit Bayes’schen Programmen

Die Forderung aus der Definition gilt mit Korollar [I.I] immer

p0)= | p81)o(w) dv.

Das Schema 1 ist eine Menge von Teilen S = {Si,...,S:} und ihren Relationen
R ={Ry,...,R;} zueinander. Dabei bestehen die Teile aus Primitiven. Primitive sind
die elementaren Grundbestandteile und sind in einem Verzeichnis geordnet. Das variierte
Schema @ enthélt gestérte/variierte Schemaparameter. Zusétzlich dazu beschreibt 6 die
globale Bildtransformation. Das Bild I kommt deterministisch aus diesem variierten
Schema 6 hervor.

Notation 35. Im Folgenden werden wir mit ¢ € ¥ stets das Schema, mit § € © stets
das variierte Schema und mit I das umgesetzte variierte Schema im Bildraum bezeichnen.

Beispiel 36. Zum Verstidndnis gehen wir diese Begriffe am Buchstabendatensatz Om-
niglot durch. Buchstaben werden als die Folge ihrer Zeichnung auf Papier gesehen. Die
Teile sind die Striche zwischen dem Ansetzen des Stiftes bis zum Absetzen dieses. Pausen,
wie starke Richtungswechsel bei der Zeichnung, unterteilen die Striche in die Primitive,
die durch kubische Splines modelliert werden. Ein Strich steht zu den vorhergehenden in
Relation. Es gibt vier Moglichkeiten: der neue Strich kann am Anfang eines vorherigen
Strichs angesetzt sein, am Ende, entlang des Strichs oder unabhéngig davon. Der Ablauf
ist in Abbildung schematisch dargestellt.

Bemerkung 37. Wir méchten kurz die Anzahl der Ebenen diskutieren, die das hierar-
chische Modell hat. Die gewéhlte Zahl drei bietet sich an, da wir damit das Schema, das
variierte Schema und die Daten darstellen kénnen. Unabhéngig davon modellieren wir
Schema ¢ und variiertes Schema 6 jeweils mehrstufig, denn diese bestehen aus mehreren
Parametern, die wiederum bedingte Abhéngigkeiten voneinander haben. Auf die jeweili-
gen multivariaten Verteilungen von ) und 6 gehen wir im néichsten Abschnitt ein.
Eine vierte Ebene iiber dem Schema v kann etwa verschiedene Schemas untereinander
gruppieren. Fiir den Buchstabendatensatz wiren das etwa Buchstaben desselben Stils,
die zum selben Alphabet gehoren. Dieser Gedanke wird in [Lak14] beschrieben. Eine
mogliche fiinfte Ebene wére, diese Stilgruppen wiederum zu gruppieren.

In der Praxis haben hierarchische Modelle aber selten mehr als zwei Stufen [Gel413],
was zu einem Modell mit drei Ebenen wie bei uns passt. In der Praxis eignet es sich
besonders, zwischen sogenannter informierter und uninformierter A-priori Verteilung
zu unterscheiden. Dabei werden die strukturellen, objektiven Kriterien in einer anderen
Ebene als die subjektiven Informationen modelliert. In einer gewissen Art und Weise
setzen wir dies in der Modellierung um: wir unterscheiden zwischen Schema und den
erlaubten Variationen.

2.2.2. Spezifikation der multivariaten Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Die drei Ebenen ), 0, I werden probabilistisch modelliert. Dazu definieren wir die Ver-
teilung ¢ = {k, S, R} durch die Verteilungen der Teile S = {S1,...,Sx} und Relationen
R={Ry,...,R;}. Wir definieren die folgende multivariate Verteilung fiir das Schema 1):

K

p() = p(r) [T p(S)p(RilS1, ..., Sio). (2.1)
i1
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2.2. Rahmenwerk

Schema 1/)

Verzeichnis der
Primitive D > O

Konkatenierte
Primitive Q_>

Teile 3
N

Zusammengesetzte Teile YD
gemal der Relationen
—

Bildraum [

Binare Bilder 31' 5,_ 31 'E h

Abbildung 2.2.: Dargestellt wird das Konzept von zwei Buchstabens auf den drei Ebenen.
Das Schema 1 besteht aus Primitiven, Teilen und ihren Relationen. Im
oberen Kasten ist ein Ausschnitt aus dem Verzeichnis der Primitive
dargestellt. Diese werden zu Teilen konkateniert. Die Teile, entsprechend
der Relationen zusammengesetzt, bilden das Buchstabenschema.

Das variierte Schema 6 setzt erlaubte Variabilitit der skizzenhaften
Beschreibung des Buchstabenschmas um. Etwa geht beim rechten Buch-
staben der rote Kringel einmal deutlich iiber den senkrechten Strich, und
einmal nicht.

Bei der Transformation in den Bildraum I kommt zusétzlich eine globale
Bildtransformation dazu. Das variierte Schema, durch die variierten Teile
und Relationen gegeben, wird deterministisch als binédres Bild umgesetzt.
Abbildung modifiziert aus [LST15|.
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Kapitel 2. Maschinelles Lernen mit Bayes’schen Programmen

Die Verteilungen p(S;) und p(R;|S1,...,Si—1) sind dabei problemspezifisch und unter
Beachtung der Primitive definiert. ) ) )
Das variierte Schen}a 0 enthalt gestorte Aquivalente der Teile S = {9, .. "S’i} und
Relationen R = {Ri,..., R.}. Zusitzlich dazu enthilt das variierte Schema ¢ noch
eine Bildtransformationen B. Wir definieren fiir das variierte Schema 6 = {S, R, B} die
multivariate Verteilung

p(0 1) = p(B|S, R, ) - [ p(Ril Ri)p(Si] ;). (2.2)

i=1

Wieder sind die Verteilungen von p(B|S, ﬁ, V), p(R;|R;) und p(S;|S;) problemspezifisch.
Schlielich kommt I deterministisch aus 6 hervor. Sei f diese deterministische Funktion.

Damit erhalten wir )
~(T
~(T 1 fur (6 =7
o(110™) = { e (2.3)

0 sonst.

Diese Verteilungen werden jeweils als probabilistisches Programm aufgefasst. Dies er-
moglicht, neue Konzepte zu erfinden. Im Algorithmus [2] ist das zugehorige Programm zu
der Gleichung zu sehen. Mit x < p(x) ist im Folgenden stets gemeint, dass x einen
gezogenen Wert geméafl der Verteilung p(x) zugewiesen bekommt. Entsprechend gibt es
auch Programme zu der Gleichung beziehungsweise Diese sind im Anhang[C]unter
Algorithmus 4 und [5| zu finden, wobei die letztere der Umsetzung der deterministischen
Funktion f entspricht.

Algorithmus 2 Generierung eines Schemas als Programm auf Basis der multivariaten
Verteilung

K

p(¥) = p(r) [T p(S)p(RilS, .. ., Sic1).

i=1
1: procedure GENERIERESCHEMA
2 Kk + p(k) > Ziehe Anzahl der Teile.
3 fori=1,...,k do
4: Si < p(S;|1) > Ziehe das i-te Teil.
5: R; < p(R;i|S1,...,Si—1) > Ziehe Relation.
6 end for
7 S%{Sl,...,S,ﬂ}
8 R(—{Rl,...,RK}
9: Y« {k,R,S}
10: return ¢ > Fertig erstelltes Schema.

11: end procedure

2.2.3. Lernen der Modellparameter

Gegeben ist ein Datensatz von vielen verschiedenen Konzepten. Diese liegen jeweils als
Schemas und variierte Schemas vor. Konkret haben wir fiir ein Konzept k& immer mehrere
Schemas 7,/1,(;) gegeben und pro Schema 7,/1,(;) wiederum verschiedene variierte Schema

éﬁf’j). Anhand dieser sollen die Verteilungen von ¢ und 0 |1 gelernt werden. Das bedeutet
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2.2. Rahmenwerk

beziiglich der Gleichung[2.1] dass p(x), p(S;) und p(R;|S1, ..., Si- 1) gelernt werden. Diese

Verteilungen bestimmen wir aus den verschiedenen Schemas @Dk Aus Gleichung |2 .
sollen schlieflich p(B|S, R, 1), p(R;|R;) und p(S;|S;) bestimmt werden. Dazu wird die
Variabilitat zwischen den verschiedenen variierten Schema HNECZ’J) zu festem Schema w,(:)
verglichen.

Das Lernen der Parameter kann durch Expertenwissen, (gegléttete) empirische Werte
aus den Daten, Clusteranalysen wie sogenannte Gauf’sche Mischmodelle [HTF09| oder

dhnliche Methoden passieren.

Beispiel 38. Wozu das Lernen der Modellparameter dient, zeigen wir am Beispiel von
Buchstaben. Das Modell soll spater die essentiellen Schliisselcharakteristika und erlaubte
Variabilitat innerhalb unbekannter Buchstaben erkennen. Dazu vergleicht er die Freiheits-
grade fiir Schliisselcharakteristika und Variabilitdt fiir den Datensatz, um das Wissen
dann spédter auf unbekannte Buchstaben zu iibertragen.

Sieht das Modell schliefflich einen unbekannten Buchstaben, sagen wir ein F, so erkennt
es, dass in der Zeichnung ein gewisser Spielraum ist. Etwa kénnen die beiden waagerechten
Striche etwas langer, kiirzer oder schrager sein. Gleichzeitig miissen die Schliisselcharak-
teristika erhalten werden. Insbesondere diirfen die beiden waagerechten Striche nicht
so schrag werden, dass sie sich berithren und wir ein P erhalten. Dabei hat das Modell
niemals ein F oder P gesehen, wohl aber andere Buchstaben (zum Beispiel das japanische,
hebriische und burmesische Alphabet). Diese Ubertragung von Erfahrungen wenden
Menschen stindig an und ist ein wichtiges Kernprinzip vom Maschinellen Lernen mit
Bayes’schen Programmen.

2.2.4. Parsing der Daten

Das Objekt ist iiber drei Ebenen 1,0, I beschrieben. Gleichzeitig sind alle Aufgaben im
Bildraum zu 16sen. Das bedeutet, dass wir gegeben I passende 1) und 0 finden miissen,
so dass f(0) = I gilt.

Dies nennen wir Parsing. Der Parser schliagt gegeben I fiir das Schema und variierte
Schema Vorschliage !, 5[1]’ oKL 5[1{] vor. Fiir diese Paare von Vorschlidgen ist jeweils

p(vl] GNM) hoch und es gilt jeweils f (ém) ~ I. Diese Vorschlage beschreiben eine mogliche
Zerlegung des Bildes in die Teile und Relationen. Um die Zerlegung zu verbessern

wollen wir, gegeben «9“, passende Vorschldge fiir ¢ bekommen. Das entspricht der

Stichprobenentnahme aus p(zp\ 0 ) und fiihrt zu N Vorschlagen o1 . BN,

Um das variierte Schema 6 optimaler Bewertung zu finden werden die Vorschlige des
Parsers respektive des Bildes optimiert. Die Optimierung kann auch beziiglich eines
anderen Bildes stattfinden.

Das Parsing erlaubt, dass wir Bilder auf der Ebene des Schemas vergleichen. So kénnen
die Schliisselcharakteristika der Konzepte verglichen werden, ohne dass das erlaubte Maf}
an Variabilitdt zwischen den umgesetzten Objekten beachtet wird.

2.2.5. Bewertung der Parses und Losen der Aufgaben

Anhand der Vorschlige des Parsers mochten wir p(i, 6 |I) berechnen kénnen. Dafiir
diskretisieren wir diese Verteilung an den Vorschligen, die der Parser liefert. Dazu werden
wir in Abschnitt eine Approximation herleiten.
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Kapitel 2. Maschinelles Lernen mit Bayes’schen Programmen

Das Modell soll dann die folgenden Aufgaben 16sen kénnen, die in Abbildung fiir den
Omniglot-Datensatz dargestellt sind:

i) Die Zerlegung von Konzepten in ihre Teile und Relationen (B in der Abbildung
21).
ii) Die Klassifikation anhand eines Beispiels eines unbekannten Buchstabens (A).

Dafiir miissen wir fiir zwei verschiedene Bilder I(Y) und I®) den Term p(IM|1()
auswerten.

iii) Das Generieren weiterer Beispiele des Konzeptes anhand eines Bildes (C). Dazu
miissen wir aus p(1(%), g |1(M) Stichproben ziehen.

iv) Das Erfinden eines neuen Konzepts (E). Das entspricht dem Ziehen einer Stichprobe
aus p(1) und p(@ |¢). Da wir die multivariate Verteilung als Programm dargestellt
haben, ist das dquivalent zur Ausfithrung der probabilistischen Programme.

Auf Abbildung ist zusétzlich noch das Erfinden eines neues Konzepts, das zu ei-
ner Klasse von Konzepten passt gegeben (D). Darauf gehen wir nicht im Detail ein,
kommentieren es aber im Abschnitt 2.3.3

2.2.6. Zusammenfassung des Rahmenwerks

Im Schema [3] sind die allgemeinen Bestandteile des Rahmenwerks von Maschinellen
Lernen mit Bayes’schen Programmen dargestellt. Diese Schritte fiihren wir in Kapitel
ausfiihrlich auf dem Omniglot-Datensatz aus.

2.2.7. Kernprinzipien

Drei Kernprinzipien sind im Design des Algorithmus’schema [3| besonders wichtig. Das
sind:

Kompositionalitat Ein Objekt besteht aus verschiedenen Teilen. Die erlaubten Teile und
ihre Relationen werden gelernt. Insbesondere wird ein Verzeichnis der moglichen
Primitive gelernt. Beim Parsing wird das Objekt in diese elementaren Bestandteile
zerlegt. Dadurch ist das Konzept hierarchisch aufgebaut.

Kausalitat Die Konstruktion des Modells beachtet die unterliegende Kausalitéit innerhalb
eines Konzepts. Zum Beispiel wird ein Buchstabe als die Folge der Zeichnung, zum
Beispiel durch einen Stift auf Papier, gesehen. Dieser generative Prozess wird im
Parsing nachvollzogen. Diese Betrachtung ermoglicht Variabilitdt innerhalb dieses
generativen Prozesses.

Ubertragen von Erfahrungen Zuerst wird anhand eines Datensatzes die Freiheitsgrade
der Schliisselcharakteristika sowie der Variabilitdt in der Umsetzung dieser gelernt.
Beim Betrachten neuer Bilder wird diese Erfahrung auf ein unbekanntes Konzept
iibertragen.
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2.3. Modellbewertung

Algorithmus’schema 3 Allgemeines Schema mit den wesentlichen Schritten von Ma-
schinellem Lernen mit Bayes’schen Programmen.

1: procedure MASCHINELLES LERNEN MIT BAYES’SCHEN PROGRAMMEN

2: Start Spezifiziere die drei Ebenen des Objekts.

3: Identifiziere die Teile, aus denen das Objekt besteht.

4: Identifiziere die Primitive, aus denen Teile bestehen.

5: Identifiziere die Relationen, in denen die Teile zueinander stehen.

6: Ende

7 Start Modelliere die drei Ebenen probabilistisch.

8: Spezifiziere p(1)) auf Basis der Primitive, Teile und Relationen.

9: Spezifiziere p(f) auf Basis von 1 und der globalen Bildtransformation.
10: Beschreibe den deterministischen Ubergang von 6 in den Bildraum I.
11: Schreibe diese drei Wahrscheinlichkeitsverteilungen als Programm auf.
12: Ende
13: Start Lerne die Parameter Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

14: Lerne anhand des Datensatzes die Parameter von p(¢)) und p(t]6).

15: Ende

16: Start Parsing der Daten.

17: Definiere einen Parser, um gegeben I passende 1,0 vorzuschlagen.

18: Spezifiziere, wie du gegeben 6 passende ) vorschlagen kannst.

19: Ende

20: Start Bewertung der Parses und Losen der Aufgaben.

21: Spezifiziere die Schitzung von p(1), 0 |I) anhand der Vorschlige des Parsers.
22: Lose anhand der Bewertung die Aufgaben.

23: Ende

24: end procedure

2.3. Modellbewertung

Fassen wir die Aussagen aus Abschnitt [2.2]einmal zusammen. Wir haben ein hierarchisches
bayes’sches Modell mit drei Ebenen ¢ — 8 — I. Darauf gelten folgende zwei Aussagen.

~( -
wobei 6 ) wieder ein variiertes Schema mit I = f (H(T)) ist:

p(¥10.1) =p(v|0)

p(I10,4) =p(1]6).
Auflerdem gehen wir davon aus, dass wir die Terme p(¢)), p(0 ) und p(I| ) fiir konkrete
Werte fiir 1, 0, I auswerten konnen. Das Parsing erlaubt uns, Stichproben aus p(¢ |I) und
p(1|0) zu ziehen.

2.3.1. Diskretisierung der Verteilungen

Wir méchten verschiedene Verteilungen wie p(I) und p(1), 0 |I) ausrechnen kénnen. Diese
Terme sind kompliziert, und wir mochten sie durch die Vorschlidge des Parsers approxi-
mieren.

Dieser Parser liefere uns K Vorschldge fiir v und 0, was zu wm, 5[1], e ,w[K], é[K] fiihrt.
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Kapitel 2. Maschinelles Lernen mit Bayes’schen Programmen

Dabei gilt jeweils f (QNM) ~ I, wobei wir eine sehr kleine Fehlerschranke erlauben.

Um die Variabilitédt von den Schliisselcharakteristika zu unterscheiden, ziehen wir von
jeden der Vorschlage gt jeweils N weitere Vorschlége fiir ¢ aus p(v| ém). Dies fiihrt zu
insgesamt K - N Vorschligen fiir ¢, eben b1 . LN S ONT Wiy
nehmen an, dass unsere Vorschldge den gesamten Raum hinreichend gut approximieren,
siehe dazu auch Bemerkung [39] Konkret fordern wir, dass die gefundenen variierten
Schemas alle § mit f(f) = I sind, also

o110) ~ 3 11856 - 8) (2.4)

=1

gilt, sowie wir alle wahrscheinlichen 1 gefunden haben, also gilt

' o N o o -
o0, 0) = p(@" o) ~ 5 D o0 [WE (N5 — vl (25)
=1
jm . 1Y j
= 0" 1) 5 D o — ) (26)
j=1

Dann gilt der folgende Satz womit wir p(¢), 8 |I) ausrechnen kénnen.

Bemerkung 39. Die beiden Forderungen, dass unsere gefundenen 6 und ¢ den Raum
approximieren, sind sehr stark. Um dies zu gewéhrleisten, werden wir im Parsing die

gefundenen Vorschlige stark optimieren. Fiir p(wm,é[i],l ) mit hoher Wahrscheinlichkeit

missen die restlichen Moglichkeiten fiir ¢/ und 6 eine so kleine Wahrscheinlichkeit haben,
dass die Diskretisierung der Integrale legitim ist. Fiir die Gleichung [2.4] ist

o) = [ o118)p(0) 4B = [ 1551 p(0) .

wobei p(I]8) nur nicht null ist, falls f (0) = I gilt. Wir schéitzen also, dass wir alle
wahrscheinlichen 6 gefunden haben. Fiir die zweite Gleichung zu p(6, ) gilt, dass

p(0) = /¢ p(0 [)p(t) dip.

Satz 40. Es gelten die Voraussetzungen und Bezeichnungen wie oben. Dann gilt fir
p(¢, 0 |I) die Approzimation

K N

~ 1 S i
p(v, 0|1 = szwié(e—e“)gw _ yplidly,
i=1j=1
wobei
Wi OC W :P(i/)maé[i],l) unter der Nebenbedingung, dass Z‘*’i —1.
i=1

Beweis. Nach Satz [26] gilt zunéchst

2o p(,0.1)  p(I10)p(0]v)p(e)
p(,0|I) = o0 WD) .
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2.3. Modellbewertung

Damit folgt direkt

i p8)pB 1))

p(¥,0|1) (D)
oz Y I p(118™)6(0 - 8")p(0" [¥)p(v)
p(I)
61.Em S p(11 000~ 0" X p(8" (05 p(sE)6 (v — 50
p(f)
c1. 28 K o(116%)5(6 - 6" L p(6" |9 p(p 1) SN, 8(3p — 1)
p(f)
R EE SN (w8, D - 8")s(y — plid)
- p(I) '
Die Aussage folgt fiir w; mit
N
Wi O W :P(d}[i]a ém,f) sowie Zwi =1.

Definition 41. Wir definieren Q als Approximation von p(1), 0 |I)
) K 1 &
Q.0.1) = b0 =05 3 5w = )
i=1 j=1

Damit haben wir eine Berechnungsméglichkeit fiir p(¢, 6 |I) gefunden, die wir brauchen,
um gefundene Parameter iiberhaupt bewerten zu kénnen. Es folgt mit der Beschreibung
der @; das folgende Korollar fiir p(I).

Korollar 42. Es gilt in der Situation von oben fir p(I) die Approximation
~ Zfﬂz = Zp(w”],ém,f)

Beweis. Aus dem Beweis von der eben bewiesenen Approximation in Satz [40] gilt direkt:

N ~

N
1_2“’@_2 @)p([):zwi.
p(I) =

=1

2.3.2. Klassifkation anhand eines Beispiels

Nun moéchten wir die Aufgaben 16sen. Wir beginnen mit der Klassifikation eines unbe-
kannten Konzepts anhand eines Beispiels.
Gegeben sei ein Testbild () und C Bilder von unbekannten Konzepten 19, ¢ =1,...,C,
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Kapitel 2. Maschinelles Lernen mit Bayes’schen Programmen

wobei eines davon auch eine Realisierung von I(T) darstellt. Wir suchen den passendsten
Index c. Dies entspricht Aufgabe A von Abbildung Wir schiitzen also

arg max p(IT)|1(9)), (2.7)

wobei p(I1)|1(°)) konkrete Zahlenwerte fiir die C' Klassenbilder IV, ... I(©) sind.

In der Implementierung des Algorithmus werden wir nicht nur p(I(1)|1(?)) betrachten,
sondern auch p(I(9]1(M). Bevor wir die dafiir benétigte dquivalente Darstellung von
Gleichung [2.7] in Lemma 42| beweisen, betrachten wir erst, wie wir p(I1)|I(®)) schétzen
kénnen. Dabei bezeichnen im Folgenden die hochgestellten Indizes, ob wir uns auf eines

der Klassenbilder ¢(©), 0 (c) , I©) beziehungsweise auf das Testbild (1), G(T) IT) beziehen.
Satz 43. Es gilt

(A
i1 T

K N
p(I(T)|I(c)) ~ w(c) max (p I(T)| 0 Z G(T) WJ c)[z]] )
]:1

Beweis. Wir kénnen den Term p(I(T),é(T)

Definition 41] umformen zu

p(ID) G(T i w(c 1109) = p( I(T)|0~(T)).p(é(T)7é(C),w(c)|I(c))
= o197 - p(8" [01) - p(6' 1| 1))
~ (™17 p(6'" [9@) - (0", 0@, 1),

79~(C)’¢(C)|](C)) mit Korollar und @ aus

L

Uber die kontinuierliche Form vom Satz der totalen Wahrscheinlichkeit in Lemma [16]
folgt, siehe auch [Lak14]:

p(ID1))
:/ / / D 59 @10y 36 g 4@
w(e) @(c)
~(T c ~(c e c c ~(c ~(T
ST )-p(e()W))-Q(e“,w(),ﬂ))dw“cw”cw”
o) Jwl) Jol)
_ 7(T) 9(T / / () 39 »© 10y g © 77 g8
= Lot [ o0 ) @@ 0, 19) 4 a9

Nach der Diskretisierung von @ gilt fiir festes 87 fiir Stichproben ()]

5(T C [ c c
/<c> /e(c>p(9( @) . Q0@ 1)) dypl©) ag"”

L5 (O[] .\ ()
- 56— B @Oldly g 4
[p(c) /e(c> p(0 N;Z )oY — o ) dip

1
N

tllﬁx

N
c 5(T c)|ij
(),} :p(g( )W’( )[J])_
i=1

N
I
—
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2.3. Modellbewertung

Wegen der Dirac-Mafle (5 (0 gt )M)(S (¢ —1p(OlY ist der Term im Doppelintegral entweder

Null oder - - w(c ( W wil).
Damit kénnen wir p(I()|I( C)) approximieren via

pI D)~ | (18" [ﬁN i p(6" [ 1)) ag™
_iw@)/ (I(T)‘Q(T))iﬁ[:p(g( ) |y g g™
= Jem N
N @7 L S~ 7T (@l
Do max (oI 3000 D)
Die letzte Approximation folgt dabei aus kleinen Werten fiir p( ]1/1(‘3 1) fiir unpassende

9~( ). Das Maximum wird dabei per Re-Optimierung n von 6T) besteht. Dazu werden die
kontinuierlichen Variablen der K Parses von IT) {iber einen Gradientenaufstieg [Jos19,
§ 6.2] maximiert. O

Bemerkung 44. In dieser Gleichung kommt der Term p(é(T) |(la]y vor., Wir miissen
also zusiitzlich die Parameter von 6 beziiglich p( \w 9)lis]) ye-optimieren. Diese Re-
Optimierung ist ein Knackpunkt, wieso die Klassifikation eines unbekannten Buchstabens
anhand eines Beispiels so gut funktioniert. Es wird versucht, ein variiertes Schema é(T)
zu finden, dass zu den moglichen Schemas (7] passt.

Im Beispiel der Buchstaben beschreibt das Schema eine Zeichenanweisung. Es wird
folglich versucht, das Bild, mit dem verglichen wird, mit der Zeichenanweisung des ersten

Bilds zu zeichnen. Der Wert p(I(1)|I(®)) approximiert, wie gut dies funktioniert.

Bemerkung 45. In dem wir sowohl die Zeichenanweisung von I(© beziiglich ) re-
optimieren, als auch andersherum, verbessern wir die Approximation. Dies haben auch
Pilotversuche von Lake in [Lak14] gezeigt. Daher verwendet die Implementierung folgende
dquivalente Formulierung von arg max, p(I(1)|1(¢)), die wir in Lemma 46| beweisen.

Lemma 46. Es ist

pIOIT)

saey PO

arg max p(I1) |19} = arg maxIn|

Beweis. Wir formen die Gleichung um:
arg max p(I1)|119) = arg max In p(I7|1())
= arg max In[p(I7)]1(9))]?

[

p19]1T)

= arg CmaX IH[W,O(I(T))P(I(T) |I(C))]
(©)|1(T)
= arg max ln[/)(Ip(IL;))p(I(T)H(C))].
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Kapitel 2. Maschinelles Lernen mit Bayes’schen Programmen

Da die Funktionen In und z ~ 22 streng monoton wachsend auf (0,00) sind und p
nichtnegativ ist, konnen wir die ersten beiden Umformungsschritte machen. Der dritte
Schritt gilt aufgrund von Korollar [I5] Der letzte Schritt liegt daran, dass von wir iiber
c¢=1,...,C maximieren und der Ausdruck daher nicht von p(I(")) abhingt. t

Den Term
pIO[1 ™)
arg max In[——————=
c p(1())
kénnen wir durch Korollar 42| sowie doppelte Anwendung von Satz [43] bestimmen. Da wir

dadurch sowohl p(é(T) (i) als auch p(é(c) |(M]) betrachten, und fiir das Bestimmen
des Maximums in der Formel aus Satz 43| optimieren, ist diese dquivalente Betrachtung
stabiler.

p(I )]

2.3.3. Generierung neuer Beispiele

FEine weitere Aufgabe ist die Generierung neuer Beispiele eines unbekannten Konzepts.
Dies entspricht Part C der Abbildung [2.1]
Gegeben Bild 7™M suchen wir ein weiteres Beispiels des abgebildeten Konzepts 1), Dies

entspricht dem Ziehen einer Stichprobe gemafl p(I?), g |IM). Dazu schreiben wir den
Term wieder um.

Satz 47. Es gilt

K N
~(2 1 ~(2)\ ,7(2 i
p(I?,6%110) =33 wz(l)*Np(I(z)I@( N p(8? [0,

i=1j=1

Beweis. Wir integrieren wieder mit Korollar [16| und wenden wiederholt Korollar [15| an:

p(I(Q), 5(2)7 5(1)’ 1/}(1) u(l)) d¢(1) d 5(1)

M /@
:/<1>/(1> P(I(2)7§(2) \5(1),w(l))p(é(l),w(Uu(l)) dp® g

v Jo

M /@

(I®162)5@ 180 1)@, OOy gp® 76V

>
S

%/@m /@m o128 p(02 | Q@AY , ), 1V gy ¢

K N
_ 2); 52 (2) | (1) Wi ol i) M 570
_[w [, PUEI0 )00 )= ;;5(9 GO 5 — Wiy gy g
Lase (@ 4@0 5@ i
=5 o pP]0 (@ (V).
i=1j=1

Wie im Beweis von Satz [A3]ist im letzten Schritt wegen der Dirac-Mafie
5(0 — é(l)m)éﬁb — W1y der Term im Doppelintegral entweder Null oder
~(2 ~(2 ..
& wl o121 p(@" [y ). =



2.4. Anwendung

Insgesamt konnen wir mit dieser Formel aus Satz [47] ein weiteres Beispiel eines unbe-
kannten Konzepts generieren. Um mit [ @) zu vergleichen, werden von [ @ insgesamt K
Parses gesammelt. Diese haben K verschiedene Bewertungen geméafl (). Anstatt dann
direkt p(1%, g% |7(M) mit der Formel aus Satz 47| zu berechnen, werden die Parses noch

umgeordnet, um eine groflere Vielfalt zu erzeugen. Konkret werden die K Schemas é[i]
nach der Bewertung sortiert, was in einer Permutation o gespeichert wird, wobei o (1) zu
(1)

der besten Bewertung w, ’ korrespondiert. Dann wird die Stichprobe geméif folgender
modifizierten Formel gezogen.

1 K 1 N ( (2) Y[i4]

P8 10 = e 030 5180 601,
Zk 1 g(k N 4 i=1 ( j=1

Diese Herangehensweise mindert Dominanzeffekte des am besten bewerteten Parses ab.

Dieser wird nicht mehr so stark gegeniiber den schlechter bewerteten Parses bevorzugt,

was zu vielfaltigeren Zeichenanweisungen fiihrt.

2.3.4. Erfinden neuer Konzepte

Zuletzt betrachten wir die Aufgabe, neue Konzepte zu erfinden. Part E von Abbildung
bezieht sich dabei auf das Erfinden ohne Einschriankung. In Part D sind bereits
einige Konzepte gegeben. Gesucht ist ein weiteres Konzept, das in den Stil der gegebenen
Konzepte passt.

Das Erfinden eines Konzeptes entspricht in unserer Modellierung dem Ziehen von Stich-
proben aus p(¢). Dies entspricht schlicht der Ausfithrung des Programms aus Algorithmus
Dies fithrt zu einem Schema 1. Dieses realisieren wir, in dem wir  durch Stichproben-
ziehen aus p(f |¢)) bekommen und das Bild I deterministisch aus 6 erzeugen.

Bei der zweiten Aufgabe wollen wir noch den Stil von gegebenen Konzepten 1), ... 1(/)
beachten. Dies entspricht tatséchlich einer weiteren Stufe des hierarchischen bayes’schen
Modells A, der wiederum Hyperparameter zu 1 ist. Sie modelliert die Variabilitdt und
Ahnlichkeit innerhalb eines Alphabetes. In Abhéngigkeit von A wird dann ein Schema 1)

gezogen.
Um die Aufgabe zum Erfinden eines neuen Konzepts im Stil unbekannter Buchstaben zu
l6sen, wollen wir insgesamt eine Stichprobe aus p(I(‘]+1)|I(1), e I(‘])) ziehen, um einen

weiteren Buchstaben des Konzepts I¢/*1) zu erhalten. Weiterfiihrende Behandlungen
sind etwa in [Lak14, § 5] zu finden und wiirden den Rahmen dieser Arbeit sprengen.

2.4. Anwendung

In diesem Abschnitt mdchten wir die Anwendung des vorgestellten Rahmenwerks disku-
tieren. Dabei gehen wir zuerst auf Anwendungsmoglichkeiten in der Mensch-Maschine-
Interaktion ein, und anschliefend auf bereits umgesetzte Anwendungen aus der Literatur.

2.4.1. Anwendung in der Mensch-Maschine-Interaktion

Betrachten wir einen anderen Begriff: die skizzenhafte Beschreibung von H&usern. Der
generative Aufbau durch Primitive, Teile und Relationen, die iterativ aneinander gefiigt
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Bild |

|
Deterministisch
'
- Kostenkalkulation

- Bauplan
- 3D-Modell

Parsing

Abbildung 2.3.: Dargestellt wird das Konzept von einem Haus auf den drei Ebenen.
Das Schema v besteht aus Primitiven, Teilen und ihren Relationen. Die
Primitive sind Wandflichen. Teile bestehen aus parallelen Wandflachen.
Diese stehen in Relationen zueinander, die durch einen Winkel und die
entsprechende Kante, die zusammengeklebt wird, beschrieben wird.
Das variierte Schema 6 setzt erlaubte Variabilitdt der skizzenhaften
Beschreibung des Hauses um. Hier ist die Vorderwand nicht mehr qua-
dratisch, sondern etwas niedriger. Schliellich geht das variierte Schema
durch f deterministisch in den Bildraum.

Aus dem Schema kénnen deterministisch Eigenschaften, wie ein Bauplan
oder 3D-Modell bestimmt werden. Durch das Parsing kann so von der
Skizze I auf Eigenschaften des dargestellten Objekts inferiert werden.

werden, ist schematisch in Abbildung dargestellt.

Das Bild I rechts in der Abbildung stellt eine Skizze von einem Haus dar. Menschen
kénnen sehr gut von dieser skizzenhaften Beschreibung auf Eigenschaften des Hauses
schliefen. Beispiele fiir Eigenschaften sind eine Kostenkalkulation fiir den Bau, ein Bau-
plan oder ein 3D Modell.

Die Logik vom Rahmenwerk Maschinelles Lernen mit Bayes’schen Programmen er-
laubt mit dem Parsing eine Zerlegung der Bilder I in die Teile S und Relationen R,
wobei wir zwischen Variabilitdt und Schliisselcharakteristika unterscheiden kénnen. Aus
dem Schema 1 kénnen mit der deterministischen Funktion aus dem Schema verschiedene
Kennwerte berechnet werden. Insbesondere kann aus der skizzenhaften Beschreibung auf
préazise Eigenschaften geschlossen werden.

Dies hat klare Anwendungen in der Mensch-Maschine-Interaktion. Vorstellbar ist zum
Beispiel eine Bildersuche im Internet aufgrund einer Skizze. Anstatt wie heute iiblich
mit Schlagworten oder d&hnlichen Bildern das Objekt zu suchen, kénnte die Suche durch
die beschriebene Technik auf Basis der gezeichneten Skizze stattfinden. Dariiber hinaus
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2.4. Anwendung

sind Anwendungen in Modedesign, Architektur und Computerlinguistik denkbar. Zum
Beispiel konnte aus der Skizze eines Kleidungsstiicks das Schnittmuster bestimmt werden.
Insbesondere ist in der Anwendung interessant, dass von dem Schema deterministisch auch
andere Eigenschaften oder Darstellungen berechnet werden kénnen. Im Omniglot-Beispiel
wire etwa eine kalligrafische Ubersetzung des Buchstabens denkbar. Der durch ein Bild
gegebene Buchstabe kann in einen anderen Schreibstil iibersetzt werden. Bemerkenswer-
terweise wiirde diese Verdnderung fiir unbekannte Buchstaben funktionieren. Zwar kénnen
heute durch Depp Learning bereits Malstile von Bildern kopiert werden [LW16], doch bei
Skizzen ist die Besonderheit, dass das dargestellte Objekt nicht detailreich, sondern nur
schematisch dargestellt wird, und so viel auf Eigenschaften, die nicht gezeichnet, aber
impliziert sind, geschlossen werden muss.

Menschen denken viel in Skizzen [Eck91] und sind Meister darin, aus der skizzenhaften
Beschreibung zu abstrahieren. Maschinen kénnen das im Allgemeinen sehr schlecht. Die
hierarchische Darstellung im Maschinellen Lernen mit Bayes’schen Programmen bringt
eine menschendhnliche Denkweise mit sich. Da zwischen Schliisselcharakteristika und
Variabilitdt unterschieden werden kann, werden sehr gute Resultate in den Aufgaben aus
dem Bereich des Begriffslernen erzielt. Gleichzeitig ist das Modell sehr restriktiv und die
Modellierung und das Parsing bendtigt viel Expertenwissen, damit die Approximationen
aus Abschnitt [2.3] iberhaupt legitim sind.

2.4.2. Andere Anwendungen

Das vorangegangene Kapitel [2] suggeriert, dass das konstruierte Modell fiir verschiedene
Anwendungen geeignet ist. Die Daten sollten aus einem iterativ generierenden Prozesses
entstanden sein, damit die Zerlegung des Schemas 1 in die Teile und Relationen anwend-
bar ist. In [Reb16] beginnt Rebo, allgemeine Schritte aus dem Rahmenwerk auszuarbeiten,
der Gedankengang wird jedoch nicht zu ende gefiihrt.

Anwendungsméglichkeiten sind etwa verschiedene visuelle Konzepte, bei denen eine skiz-
zenhafte Beschreibung gewéhlt wird. So wenden Meng-Zhen et al das Rahmenwerk auf sich
bewegende Strichmannchen an. Die Primitive, Teile und Relationen des Strichmé&nnchen-
Skeletts sind durch sogenannte Gelenkpunkte fest bestimmt |[CTH17].

Unter anderem vom gleichen Autor Lake wird in [LLT14] das Konzept von gesprochenen
Wortern untersucht. So wird anhand der Spektogramme von ausgesprochenen Wortern
versucht, unbekannte Worter anhand der Aussprache zu vergleichen. Konkret lernt das
Modell die Parameter der Verteilungen an Spektogrammen einmal an gesprochenen
Wortern in Japanisch und einmal in Englisch. Spéter soll das Modell gegeben eine Test-
aufnahme und einige Klassenaufnahmen von einem japanischen Wort diejenige Aufnahme
identifizieren, die dem ausgesprochenen Wort der Testaufnahme entspricht. Dabei wird
einmal der Klassifikationsfehler auf den gesprochen Wortern von gleichgeschlechtlichen
Sprechern, und einmal mit sowohl weiblichen als auch ménnlichen Sprechern evaluiert.
Probanden hatten bei dieser Aufgabe eine Fehlerquote von 2.6% beziehungsweise 2.9%.
Das Modell, dass auf japanischen Wortern trainierte, hatte einen Klassifikationsfehler
von 7.5%, wenn das Geschlecht {iber die Aufnahmen nicht variiert wird, gegeniiber von
21.8%, wenn die Aufnahmen von beiden Geschlechtern stammten. Das Modell, dass auf
englischen Wortern trainierte, hatte einen Klassifikationsfehler von 16.8% beziehungs-
weise von 34.5%. Die gewéahlte Reprasentation der Daten konnte folglich nicht das Level
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menschlicher Intelligenz erreichen und zwischen Schliisselcharakteristika und Variabilitat
unterschieden. Auflerdem werden generative Aufgaben durch das Modell gelost. Dabei
ist das Ergebnis relativ schlecht und die Modellausgabe wird nur durch das Einfiigen
von starken Storgerauschen in die Aufnahmen der menschlichen Probanden schwerer von
dieser unterscheidbar [LLT14].

Eine abstraktere Herangehensweise wéhlten Overlan et al in der Publikation |[OJP17]. Sie
betrachteten abstrakte Konzepte, die aus zusammengesetzten geometrischen Figuren be-
stehen. Die Aufgabe war, neue Konzepte, die zu gegebenen Figuren passen, zu generieren.
Dies erfordert eine starke Eingrenzung des Hypothesenraums anhand weniger Beispiele.
Im sogenannten program synthesis in [ELT15] wird das Programm, das die multivaria-
te Wahrscheinlichkeitsverteilung beschreibt, aus den Daten gelernt. Ellis untersucht in
[EST16] und [Ell4-18] auch Moglichkeiten, aus diesen Rdumen moglicher Programme
Stichproben zu ziehen. Diese Denkart verallgemeinert die hierarchischen bayes’schen
Modelle aus dem vorgestellten Rahmenwerk.
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Kapitel 3.

Maschinelles Lernen mit
Bayes’schen Programmen auf
dem Omniglot-Datensatz

In diesem Kapitel stellen wir die Anwendung von Maschinellem Lernen mit Bayes’schen
Programmen auf dem Omniglot-Datensatz vor. Dafiir stellen wir zuerst die Problem-
stellung vor, wenden das Rahmenwerk wie aus Abschnitt auf den Datensatz an,
betrachten ein modifiziertes Modell und werten das Modell aus.

3.1. Problemstellung

In diesem Abschnitt wird der Datensatz Omniglot und die kognitionswissenschaftliche
Relevanz vorgestellt. Die Aufgaben, die auf dem Datensatz zu 16sen sind, wurden bereits
in Abschnitt 2.1] erklért.

3.1.1. Datensatz

Der Datensatz besteht aus 50 verschiedenen Alphabeten mit insgesamt 1623 Buchstaben
aus historischen, aktuellen und kiinstlich ausgedachten Schriften, wie Hebraisch, Latein
oder dem Alphabet aus der TV-Serie Futurama.

Die Buchstaben stammen aus der Sammlung einer digitalen Enzyklopédie iiber verschiede-
ne Schriftsysteme, omniglot.com |Age20]. Ausgehend von diesem Datensatz wurden die
Buchstaben in prozedurale Form umgewandelt. Dabei sahen Probanden die gedruckten
Buchstaben. In ein Feld darunter sollten die Probanden die Buchstaben per geklickten
Mauszeiger auf den Bildschirm zeichnen, was in einer Liste von z,y, time gespeichert
wurde. Jeder Buchstabe liegt zusédtzlich als binéres Bild vor und wurde mehrmals von
verschiedenen Teilnehmern gezeichnet. Beispiele von Buchstaben des Datensatzes sind in
Abbildung im Anhang zu finden.

3.1.2. Kognitionswissenschaftliche Relevanz

1985 schrieb D. Hofstadter ,, The central problem of Artificial Intelligence is the question:
'what is the letter a’7%, zu deutsch ungefdhr ,Die zentrale Aufgabe von Kiinstlicher
Intelligenz ist zu erkennen ’was ist ein a?’“|Hof85]. Er argumentierte, dass das Verstehen
und Einsetzen derer Grundkonzepte, die Menschen fiir die Erkennung von Buchstaben
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benutzen, die fundamentalen Meilensteine auf dem Weg zu Kiinstlicher Intelligenz seien
[LUS16|.

Unser Ansatz versucht Teile dieser Fragen zu beantworten. Was ist das Konzept Buchstabe,
was ist ein a? Ein Buchstabe ist eine Zusammensetzung von - geraden oder gekriimmten -
Strichen, die so eine Bedeutung haben. Das Bild eines Buchstabens ist die Darstellung des
Konzeptes und innerhalb dieses Konzeptes gibt es verschiedene erlaubte Freiheitsgrade,
etwa ldngere oder kiirzere Striche.

Eng mit dem menschlichen Versténdnis des Buchstaben verbunden ist der unterliegende
generative Prozess. Der Buchstabe ist durch den stiickweise glatten Zug eines Stiftes
auf Papier entstanden, dessen Striche sich nach festem Schema kreuzen. Das Modell
identifiziert spéter eine plausible Zeichenanweisung, und erkennt, welche Schliisselcha-
rakteristika den Buchstaben ausmachen, und welche Variabilitat erlaubt ist. Dazu lernt
es erst am Datensatz, was ein Buchstabe ist und tibertragt spéter diese Erfahrung auf
unbekannte Buchstaben. Es gibt empirische Beweise dafiir, dass fiir das menschliche
Versténdnis dieser generative Prozess wichtig ist. Uber zehn dieser Experimente iiber
den generativen Prozess an Buchstaben sind in [Lak14] § 2.1] beschrieben. Etwa sollten
zwei Probandengruppen Buchstaben nach einer Anleitung zeichnen, wobei zwischen den
Gruppen die Richtung des letzten Striches variierte. Spater sollten sie den Buchstaben
nochmal zeichnen. Fast alle malten den letzten Strich dabei in der Richtung der vorher
gelernten Anleitung [BF88|.

Wie in Abschnitt beschrieben, funktioniert das menschliche Denken sehr kompositio-
nal. Konzepte sind hierarchisch angeordnet und komplizierte Konzepte sind auf Basis
von einfacheren definiert. Wir iibernehmen diesen Gedanken, in dem wir den Buchstaben
aus den Strichen zusammensetzen, die untereinander in Relation stehen.

3.2. Anwendung des Rahmenwerks

Im Folgenden wenden wir das Rahmenwerk aus Abschnitt an. Auch wenn einige
Abschnitte zusammengelegt werden kénnten, werden wir uns an die Iterationsreihenfolge
aus dem Algorithmus’schema [3] halten, um diese Grundschritte identifizierbar zu lassen.

3.2.1. Spezifikation der Buchstaben auf drei Ebenen

Wir méchten das Konzept eines Buchstabens als hierarchisches bayes’sches Modell sehen
v —0—1.

Hierbei beschreibt wie in Abschnitt ¢ das Schema, 0 das variierte Schema und T
das Bild des Buchstabens.

Ein Buchstabenschema 1 besteht aus s Strichen und ihren Relationen zueinander. Ein
Strich steht fiir die gemalte Linie von Stift-ansetzen bis Stift-absetzen und wird durch n
konkatenierte Teilstriche modelliert. Die Teilstriche sind kubische Splines und werden
durch Kontrollpunkte, Gréfle und Index im Verzeichnis beschrieben. Die moglichen Rela-

tionen des i-ten Strichs zu den vorherigen Strichen sind start, ende, entlang und frei.
Diese Modellierung ist in der Abbildung im Abschnitt dargestellt.

Sprechen wir diese Modellierung einmal formal durch:
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Ein Buchstabenschema ¢ € ¥ besteht aus einer Menge von x Strichen S = {S1,...,S.}.
Jeder Strich ist eine Menge von n; Teilstrichen S; = {s;1, si2, ..., Sin, } € Qg(k,n1), die
jeweils durch einen kubischen Spline modelliert sind. Der kubische Spline ist durch
fiinf Kontrollpunkte x;;, einer relativen Grofle y;; sowie einem Index z;; spezifiziert.
Dieser verweist in das Verzeichnis aller moéglichen Grundformen und wird spéter fiir
die Bewertung benétigt. Die Relationen zwischen den Strichen sind in der Menge
R = {Ry,...,R.} € Qgr(k,S) festgelegt. R; beschreibt dabei die Relation des i-ten
Striches zu den vorangegangenen Strichen SU~Y = {S;,..., 5, 1}. Die vier méglichen
Relationen sind dabei frei, start, ende und entlang und werden durch spezifische Pa-
rameter beschrieben. Bei start beziehungsweise ende ist der Strich am Anfangs- oder
Endpunkt des u;-ten Strichs angehangen. Bei der Relation entlang spezifizieren wir, dass
der Strich an Splinekoordinate 7; des v;-ten Teilstrichs des wu;-ten Strichs angehangen
wird. Die Relation frei spezifiziert einen Startpunkt L; in Abhingigkeit der Nummer
des Strichs J;. Damit gilt:

U= {w = (k,S,R)|k e N, S € X Qg(k,n;i), R e X Qr(k, S(ifl))}
=1 i=1

Qg(k,n) = {S: {s1,82,...,80}n € NT; Viec{1,2,...n}:s; € QS}
Qs = {s:{x,y,szERlo; yER;zEN}

Qr(x, S) € { (R={C=frei, J;, L;}|J; €N; L; € R%},
{R ={¢ = start,u;}|u; € {1,...,i—1}},
{R ={¢ =ende,u;}u; € {1,...,i—1}},
{R = {¢ = entlang, u;,v;, TiHu; € {1,...,1 —1};v;, € {1,...,ny, };7i € R}}

Das variierte Schema 0 enthélt variierte Versionen der einzelnen Parameter und die
Bildtransformation B. Dabei bezeichnet die Tilde ~jeweils die Zugehérigkeit zu 6 und
betont gegebenenfalls den Bezug zum entsprechenden Parameter auf der Ebene des
Schemas .

Diese Parameter in  sind die variierten Striche S = {S1,...,S,} mit S; € Qg(k,n)
und Relationen R = {Rl, . ,RK} mit R; € Qr(k, S‘) Zusatzlich dazu wird die Bildtrans-
formation B € Q 5 beschrieben. Dazu gehort die Startposition des ersten Striches L und
eine globale Transformation A innerhalb des Bildes. Die vierdimensionale Zufallsvariable
kodiert in den ersten beiden Koordinaten eine Skalierung beziiglich der Achsen und in
den letzten beiden die Translation innerhalb des Bildes.

Auflerdem werden verschiedene Stérungen des Bildes kodiert, einmal mogliches Pixelrau-
schen €, welches Pixel des bindren Bildes kippt. Der Filterparameter g fithrt zu einer
gewollten Unschérfe im Bild. Insgesamt gilt

Qp={B=(4L1,6,9 AcR', LeR? G R, é[0,1]}.
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Beim Zeichnen des bindren Bildes I € Z3*1% wird das variierte Schema 0 itera-
tiv abgearbeitet. Die Striche werden der Reihe nach gezeichnet, wobei dem bisherigen
Bild jeweils iterativ der nédchste Teilstrich angehangen wird. Dabei wird die Trajektorie
des Teilstrichs deterministisch aus den Kontrollpunkten Z;;, relativer Gréfle g;; und
Startposition f)ij bestimmt. Die Startposition f/ij ist entweder per L fiir den ersten Strich
gegeben, oder wird aus der Relation und dem bisher gezeichneten Bild berechnet.

Dann wird die Trajektorie Tij = h(iij, Zij, gij) aus den skalierten Kontrollpunkten des
kubischen Splines g;; - T;; € R berechnet, auf die richtige Startkoordinate IN/Z-j verschoben
und durch Faltung mit dem Filter b5, &, 15,1 — a, §, 15, §> 15] fiir a = 0.5, b = 6 und
Diskretisierung der Werte verdickt. Dies fithrt zu einem binédren Bild I der Grofle 105x105.

Insgesamt haben wir die folgende Notation fiir die Beschreibung des Buchstabens auf
den drei Ebenen v, 0, I:

v =1{k,S, R} Buchstabenschema
k€ NT Anzahl der Striche
S ={851,...,5:} Menge der Striche

R={Ry,...,R;}
SO ={8,...,5;}

Si = {si1,8i2,- -, Sin; t € Qs(k,n;) Menge der Teilstriche des i-ten Strichs

n; € NT Anzahl der Teilstriche des i-ten Strichs

sij = {ij, Vij, zij } € Qs Beschreibung des j-ten Teilstrichs des i-ten Strichs
Tij € R = R? x R? x R? x R? x R? Koordinaten der 5 Kontrollpunkte des Teilstrichs

Menge der Relationen

Menge der ersten ¢ Striche

yij € RT

zij €N

R; € Qp(r, SOV)
J; €N

L; € R?

ui € {1,2,...,i—1}
v; € {1,2,...,ny,}

6={S,R,B}
B=(A,L,6,¢) € Qp
LeR?

AecR?

Gy € R

€€ [0,1]

105105
Tij C Zy

Ic Z%OSX 105
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relative Grole des Teilstrichs

Index des Teilstrichs im Verzeichnis der Grundformen
Relation des i-ten Strichs zu S¢~1
Startpositionsparameter fiir die Relation frei
Startkoordinate des Strichs fir die Relation fre:
Index des Strichs, auf das sich die Relation bezieht
Index des Teilstrichs auf dem wu;-tem Strich
relative Koordinate auf dem Teilstrich

variiertes Schema

Bildtransformationsparameter

Startposition des ersten Strichs
Bildtransformation

Filterparameter

Storung der Pixel

Trajektorie des j-ten Teilstrichs des ¢-ten Strichs
binares Bild.
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Bemerkung 48. Der fertige Buchstabe ist durch seine Striche und Relationen beschrie-
ben. In einer gewissen Weise sehen wir den Buchstaben als Graphen. Zum einen ist eine
gewisse Graphstruktur durch die Teile und Relationen gegeben, wobei die Knotenmenge
durch die Anfangs- und Endpunkte der Striche gebildet wird. Zum anderen ist jeder Strich
selbst durch die Konkatenierung der Teilstriche entstanden. Zuséatzlich dazu haben wir
noch Informationen iiber die zweidimensionalen Koordinaten der Zeichnung des Graphens
und den generativen Prozess, heifit einer Reihenfolge der Kanten.

Eine Alternative, den fertigen Buchstaben zu speichern wére eine Z§05X105 Matrix. In
der gewahlten Beschreibung ist jedoch implizit die Zeichenanweisung in zwei Weisen
enthalten, einmal als abstraktes Schema und einmal mit konkreten Koordinatenwerten.

3.2.2. Spezifikation der multivariaten Verteilungen eines Buchstabens

Nun modellieren wir die drei Ebenen ), 0, I probabilistisch. Dazu legen wir die multi-
variaten Wahrscheinlichkeitsverteilungen von ¢ = {k, S, R} und 0 |¢) mit 6 = {S, R, B}
fest.

Es gilt zunéchst fiir ¢ wie in Gleichung [2.1] im Abschnitt

o) = p() [T p(S)P(RiS1, . Simr).
=1

Dabei setzen wir fiir die multivariate Verteilung eines Strichs S; = {si1, . . . Sin, }
p(Si) = p(z) [ 1 p(xislzig) p(yijlzi5) mit (3.1)
j=1
p(zi) = p(za) [T p(zil2i5-1))- (3.2)
j=2

Die bedingten Verteilungen p(z;;|2i;) und p(x;;|zi;) sind definiert durch

P(xij|zij) ~ N(Mzijv Ezij) (3'3>
p(yij’Zij) ~ g(azij’ﬂzij)7 (3'4>

wobei fiz,;, %, @z, und B, Parameter der Verteilungen sind. Die weiteren Verteilungen
in p(v) werden aufgrund der empirischen Haufigkeiten festgelegt.

Bemerkung 49. Die definierten Wahrscheinlichkeitsverteilungen spiegeln das Exper-
tenwissen tiber die gewiinschten Zeichenanweisungen wieder. Die Gleichung [3.2] stellt
eine Markovkette erster Ordnung dar [Klel3, § 17] Dadurch kénnen Winkel und sich
wiederholende Strukturen kodiert werden. Die Verteilung eines Striches in Gleichung [3.1
lasst sich durch die Teilstriche, die durch Kontrollpunkte x;;, relativer Gréfe y;; und den
Index z;; gegeben sind definieren. Da der Index bereits einen kubischen Spline beschreibt,
erklaren sich die bedingten Verteilungen p(x;;|z;;) und p(y;;|z;;) in Gleichungen [3.3{ und
die nur eine geringe Abweichung zulassen.

_ Wir legen fest, dass die folgende multivariate Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir

0 ={S,R,B} mit B = (A, L,0dy,¢) gilt:

) - [T p(Bil Ro) p(&il i) p(Gislyi ) (A, G, €).
i=1

p(éhb) = p(i|‘§’ Ra A75ba

[Q
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Dabei sind viele der Variablen schlichtweg variierte Varianten der zugehérigen Variable
auf der Ebene des Schemas. So gilt

p(Zij|zij) ~ N (pay,, 02)
p(Tijlyi) ~ max(0, N (yij, 07))
p(7i|7i) ~ min(0, max(N (7, 02),1)).

Fiir die Relationen auBer ¢ = entlang gelte p(R;|R;) = 6(R; — R;). Bei der Relation
entlang wird die relative Befestigungskoordinate 7; variiert. Wieder sind uxij,ag, Oy, Or
Parameter der Verteilungen.
Fiir die Startposition L; gilt

p(Li|Ri, Ty, ..., Ty—1) ~ N(g(Ri, Th, ..., Ti-1),%1)

flir die Funktion g, die die Koordinaten des néichsten Startpunktes gegeben bisherige
Trajektorien 77, . .., Tj—; und entsprechende Relation R; berechnet. Bei der Relation frei
wird entsprechend das L; aus der Spezifikation der Relation gewéhlt. Bei ende und start
wéhlen wir als Startpunkt die jeweilige Koordinate des End- oder Anfangspunktes wie in
der Relation angegeben und bei (; = entlang wird der Startpunkt auf dem entsprechenden
Teilstrich geméafl 7 bestimmt.

Fiir die Storung des Bildes werden die entsprechenden Verteiler wie folgt festgelegt,
wobei X ; wieder ein Parameter ist:

p(A) ~ N([la 1,0, 0]> ZA)
p(dp) ~ U(0.5,16)
p(€) ~U(0.0001,0.5).

Bemerkung 50. Die definierten Wahrscheinlichkeitsverteilungen passen zu der Intuition,
dass 0 eine Variation von dem Schema 1 darstellt. Die Normalverteilung wird oft
verwendet, um Storungen von Gréfien zu modellieren [Mes19).

Im Anhang [C]sind die Algorithmen zu diesen Verteilungen unter Alogrithmus [6] [7} [§]
und [9] zu finden.

3.2.3. Lernen der Modellparameter vom Buchstabenmodell

Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der einzelnen Parameter werden jeweils anhand des
Datensatzes gelernt. Dazu werden in einer Experimentreihe 30 Alphabete und in einer
anderen 5 Alphabete verwendet.

Da der Datensatz aus Listen z,y, time der gezeichneten Bilder besteht, kann der Buch-
stabe leicht in Striche zerlegt werden. Ein Strich ist die gemalte Trajektorie zwischen
dem Ansetzen und Absetzen des Stiftes. Die identifizierten Striche werden auf 50ms
lange Zeitschritte normiert. Die fehlenden Werte werden durch lineare Interpolation
approximiert. Innerhalb einer Zeichnung eines Strichs werden Pausen markiert, wenn der
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Stift weniger als einen Pixel innerhalb eines Zeitschritts bewegt wird. Dadurch kénnen die
Striche S; und Teilstriche s;; direkt aus den Daten abgelesen werden. Die Teilstriche wer-
den normiert. Die normierten Teilstriche haben im zweidimensionalen Koordinatenraum
Durchschnitt 0 und sind standardisiert, so dass sie entlang der Gerade gréfiter Ausbrei-
tung die selbe Gréfle haben und zwischen zwei Punkten genau einen Pixel Abstand ist.
Kurze Teilstriche mit einer Liange unter 10 Pixel werden entfernt. Auf diese Weise werden
insgesamt 55.000 Teilstriche aus den Daten extrahiert, die jeweils durch einen kubischen
Spline approximiert werden. Jeder Spline ist dann durch 5 Kontrollpunkte Z; € R10) ynd
die relative Grofle dieses Splines im Bildraum ¢; dargestellt, wobei diese doppelt gewichtet
wird. Diese 55.000 Punkte im R'? werden durch eine Gauf’sche Mischverteilung in 1250
Cluster eingeteilt. Jeder dieser Cluster bildet jeweils einen Eintrag im Verzeichnis aller
moglichen Primitive. Ein Index z wird jedem Cluster zugeteilt.

Fiir jeden Cluster werden die Variabilitdt u,, >, a, und 8, durch einen Maximum Like-
lihood Estimator geschétzt. Aus den geglitteten empirischen Werten werden die Werte
fiir p(2ij|2i(j—1)) geschatzt.

Die Verteilungen p(x) der Anzahl der Striche x und p(n;|x) werden aus den empiri-
schen Daten abgelesen. Die empirischen Héufigkeiten sind in Abbildung im Anhang
in Balkendiagrammen dargestellt. Wie aus der Abbildung leicht zu entnehmen ist,
kommen besonders oft Buchstaben mit ein oder zwei Strichen vor. Die Haufigkeit einer
bestimmten Anzahl x von Strichen im Buchstabe sinkt mit steigendem k. Deutlich
wird auflerdem, dass Buchstaben mit vielen Strichen wenige Teilstriche haben, wihrend
Buchstaben mit wenigen Strichen oft mehr Teilstriche besitzen.

In derselben Darstellung ist die empirische Verteilung der Startposition L innerhalb des
Bildrahmens dargestellt. Dabei werden die Startkoordinaten des ersten Strichs, zweiten
Strichs und der weiteren Striche gezdhlt. Bei der Zeichnung der meisten Buchstaben wird
zuerst oben links in der Ecke angesetzt.

Die Relationen werden aufwendig ausgerechnet [LST13] und die empirische Héufigkeit
der Relationen ermittelt. Demnach ist p((; = entlang) = 50%, p(¢; = start) = 5%,
p(Ci = ende) = 11% und p(§ = frei) = 34%.

Die erlaubte Variabilitat wird zwischen verschiedenen Bildern desselben Buchstabens
verglichen. Dabei sollten Probanden die Buchstaben nach einer festgelegten Zeichenan-
weisung zeichnen. Aus diesen Bildern werden mit Maximum Likelihood Estimation die
Parameter o, 0y, 0, fiir die Variabilitdt zwischen den Zeichnungen desselben Buchstaben
geschétzt.

Auch die Parameter fiir die globale Transformation innerhalb des Bildrahmens p(A) wer-
den berechnet. Dazu wird der Schwerpunkt und Anzahl der schwarzen Pixel gezdhlt. Pro
Buchstabe wird die Variabilitit verglichen, wobei vorher die einzelnen Buchstabengruppen
auf gemeinsamen Schwerpunkt und relative Grofle transformiert werden. Dadurch kann
o4 aus den empirischen Verteilungen innerhalb der Gruppe eines Buchstabens fiir alle
Buchstaben bestimmt werden.

Bemerkung 51. Spéter in Abschnitt werden wir das Modell zu einer modifizierten
Version ohne Erfahrungsiibertrag vergleichen. Damit beschreiben wir eine Modellarchi-
tektur, die iiber dieselbe multivariate Verteilung iiber Teile, Relationen und Primitive
aufgebaut ist, wobei die Verteilungen angepasst und nicht mehr aus den Daten gelernt
werden. Durch unsere aufwendige Konstruktion der Modelle ist die Ausgabe dieses mo-
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difizierten Modells fiir die Klassifikationsaufgaben und die generativen Aufgabe zwar
schlechter, aber dennoch passabel. Das zeigt, dass das Lernen der Parameter essentiell fiir
die Leistung auf der Hohe menschlicher Intelligenz ist, aber die komplexe Modellstruktur
bereits einen groflen Teil beisteuert.

3.2.4. Parsing eines Buchstabens

Es ist notwendig, aus einem Bild I geeignete Parameter 1, 8 zu schitzen. Nur damit kann
spater @ aus Definition [41] berechnet werden, und verschiedene Bilder verglichen werden.
Wir miissen demnach eine Zeichenanweisung aus dem Bild schétzen, die beschreibt,
wie der Buchstabe gemalt wurde. Dies tun wir durch eine stochastische Irrfahrt auf
dem Buchstabengraphen. Als Buchstabengraphen bezeichnen wir den Graphen, den
wir aus dem Bild schétzen, wobei wir die Linien des Buchstabens als Kanten und die
Schnittpunkte dieser als Knoten sehen.

Der Prozess, aus dem Bild einen Graphen zu schéitzen, ist in Abbildung dargestellt.
Zuerst werden die Linien des Originalbildes (a) verdiinnt, was in einem verdiinnten Bild
(b) resultiert [S L92]. Um die Knoten des Graphens zu schétzen, werden kritische Punkte
identifiziert, die nicht genau zwei gefirbte Nachbarpixel haben. Wie bei (c) dargestellt,
kann es aber beim Verdiinnungsprozess zu zu vielen identifizierten Knoten kommen. Diese
kritischen Punkte werden durch ein Uberschneidungskriterium zusammengelegt. Dabei
werden Kreise um die kritischen Punkte gelegt, so dass die Fléche des Kreises innerhalb
des Strichs aus dem Originalbild ist. Sich iiberschneidende Kreise werden zusammengelegt
[LS90].

SchlieBlich wird auf dem Graphen eine stochastische Irrfahrt ausgefiihrt, bis alle Kanten

a) b) c) d) e)

Abbildung 3.1.: Dargestellt ist das Originalbild (a), der verdiinnte Buchstabe (b), die
identifizierten kritischen Punkte in rot bei (c), die Kreise des Uber-
schneidungskriteriums bei (d) und der fertig extrahierte Graph bei (e).
Abbildung entnommen aus |[LST15].

mindestens einmal besucht wurden. Der Stochastische Irrlaufer 1duft dabei von Knoten
zu Knoten, und kann zwischendurch absetzen. Am Anfang und nach dem Absetzen
wird der angesteuerte Knoten proportional zu b% gewahlt, wobei b die Anzahl der
bisher unbesuchten Kanten ab diesem Knoten bezeichnet und ~ eine Realisierung einer
Zufallsvariable pro Irrfahrt ist und das Mafl der Entropie kodiert.

Fiir einen Knoten gibt es die verschiedenen Méglichkeiten, weiter zu traversieren oder

den Stift abzusetzen. Die Wahrscheinlichkeit einer Aktion A ist dabei proportional zu

p(A) o exp(—Aoa).
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Dabei kodiert o4 eine Bewertung der Aktion. Ist die Kante unbesucht, ist dies schlicht
der lokale Winkel. Eine Strafe von 90° wird zu dem Winkel addiert, falls die Kante bereits
abgelaufen wurde. Das Absetzen des Stiftes wird mit 45° kodiert. Der Entscheidungspro-
zess ist in Abbildung dargestellt.

B |

Abbildung 3.2.: Dargestellt wird ein Entscheidungsprozess bei der stochastischen Irrfahrt.
Von oben kommend, gibt es an dem Knoten drei Moglichkeiten weiter
nach unten zu traversieren. Die Wahrscheinlichkeit einer Aktion hingt
dabei vom lokalen Winkel ab, der bei (a) 0° ist, bei (b) 28° und (c)
47° ist. Bevorzugt wird ein kleiner Winkel. Weitere Moglichkeiten nach
Traversierung des oberen Strichs wéren das erneute Abfahren des senk-
rechten Teilstrichs oben sowie das Absetzen des Stiftes an dem Knoten.
Abbildung entnommen aus [LST15|.

Auf diese Art und Weise werden verschiedene Traversen des Graphens erzeugt, bis
mindestens 150 Durchldufe oder 100 paarweise verschiedene Striche erzeugt worden sind.
Nun miissen die gefundenen Striche noch in Teilstriche zerlegt werden, bevor wir die
Modellbewertung aus Kapitel anwenden konnen. Dazu werden greedy (gierig)
[Cor+09, § 16] der Zeichenanweisung des Strichs Pausen hinzugefiigt, weggenommen und
verschoben.

Lemma 52. Angenommen es gilt die Approximation p(Jij|yij) =~ 0(Ji; — vij). Fir die
Bewertung von p(Z;, Ui, z;) schatzen wir ab:

ni
p(Fi, i i) = p(zi) [ [ P(ﬂz‘j\yz‘j)p(yij\zz‘j)/P(fij’xij)/)(xij’zij) dzij.
j=1

Beweis. Wir haben nach Satz [I8
p(Zi, Ui, zi) = p(zi) - p(Filzi) - p(Ti|Ti, 2i)-

Dabei gilt nach Unabhéngigkeit der y;; fiir feste 4
n; n;
p(Filzi) = p(Git, - - - Jims | Zits - - > 2ing) = || p@igl2i5) = T (Gijlvis) p(wis2i5)-
j=1 j=1
Die letzte Approximation folgt dabei aus und damit

pislzi) = [ Pl i 33) s ~ (il ol 3.
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Wegen Satz [16] gilt
p(Zili, zi) = p(Filz) = /P(i”ij|$ij)ﬁ’(ﬂ?ij|zij) dxi;.

Insgesamt folgt daher

n;
p(Zi, i i) = p(zi) [ p(ijlvig ) p(wij|zi5) /P(fij\xig‘)/)(ﬂ?ij\zij) dg;.
j=1

O]

Mithilfe dieser Bewertung kénnen wir die Striche in Teilstriche zerlegen, diese entspre-
chend des Verzeichnis’ klassifizieren und dann bewerten. Dabei darf das berechnete Bild
aus dem gefundenen 6 von I pro Teilstrich nicht mehr als 3 Pixel abweichen. Dies fiihrt
zu sehr guten 2K Zeichenanweisungen fiir unser Bild I. Diese 6 werden noch respektive

Variablen konstant gehalten werden. Aus diesen werden die besten K Zeichenanwei-
sungen ém,wm, ey GN[K],z/J[K] gewdahlt. Fir jeden dieser K Parses bestimmen wir per
Stichprobenentnahme aus p(v| ém) insgesamt N Parses.

Bemerkung 53. Bei dem Parsing wird also der generative Prozess des Buchstabens
nachvollzogen. Der stochastische Irrldufer wahlt dabei Aktionen, die einer plausiblen
Zeichnung entsprechen. So werden gerade Linien vor strikten Richtungsdnderungen oder
dem doppelten Nachfahren von Strecken bevorzugt. Da der Graph relativ klein ist, und
wir im Prozess insgesamt 150 Durchlaufe oder 100 paarweise verschiedene Striche gene-
rieren, konnen wir davon ausgehen, dass wir ungefahr alle méglichen Zeichenanweisungen
gefunden haben. Die Zerlegung in Striche erfolgt greedy, folglich ist die gefundene Wahr-
scheinlichkeit der Zerlegung nahe des Optimums.

Nun haben wir gute Zeichenanweisung. Um den strikten Voraussetzungen an die Appro-

ximation in Satz [40| gerecht zu werden, muss die Wahrscheinlichkeit der p(Z, é[i],w[i]) und

p(é[i] |li9]) méglichst groB sein. Durch die Optimierung wird dies in den meisten Féllen
gewahrleistet.

Wir verdeutlichen diesen Prozess einmal am Beispiel des Buchstabens ¢. In Abbildung

sind sechs verschiedene Parses des Buchstabens ¢ samt Logarithmus der Bewertung @)
dargestellt. Wir sehen, dass die Optimierung einen grofien Einfluss auf die Bewertung hat
und auch den Rang der verschiedenen Parses beeinflusst. Dabei zeigen die dargestellten
Parses plausible Zeichenanweisungen.
In Abbildung [3:4] sind die Re-Optimierungen der Zeichenanweisungen auf der Ebene des
variierten Schemas dargestellt. Durch globale Bildtransformation und Verdnderung der
weiteren Parameter wird die Zeichenanweisung respektive des Trainingsbilds optimiert.
Diese Re-Optimierung fithren wir links bei dem Vergleich zweier unbekannter Bilder
von verschiedenen Buchstaben samt Berechnung von p(I0)]1(9)) wie in Gleichung
durch, wobei wir die in Satz [43] bewiesene Approximation benutzen. Rechts ist die Re-
Optimierung der Zeichenanweisungen fiir zwei gleiche Buchstaben abgebildet. Bei den
Ergebnissen wie in Abschnitt wurde K =5 und N = 10 gewahlt.
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Bewertung nach der Irrfahrt Bewertung nach Optimierung
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Abbildung 3.3.: Zu sehen sind sechs verschiedene Parses des Buchstabens ¢ samt der
Bewertung () aus Definition vor und nach der Optimierung. Die
Farben differenzieren die verschiedenen Striche, wobei der erste Strich
in rot, der zweite in griin und der dritte in blau dargestellt wird. Die
weiflen Kreise mit Zahl ¢ kodieren jeweils den Startpunkt des i-ten Strichs.
Wie an der Zeichenanweisung oben links zu sehen ist, wird durch die
Optimierung die Bewertung deutlich verbessert, dort von —1137 auf
—336.5. Die Bewertung ist nicht zwischen 0 und 1, da der natiirliche
Logarithmus der Approximation () genommen wird. Abbildung generiert
aus dem leicht modifizierten Code aus |[Lak15| mit K = 6 und N = 10.

Bemerkung 54. Der gewéhlte Wert von K und N beeinflusst die Approximation von
Q) aus Definition Je grofler K und N, desto mehr Schemas und variierte Schemas
werden bei der Diskretisierung berticksichtigt. Gleichzeitig erhoht sich der Rechenaufwand
deutlich. Informelle Experimente zeigen, dass die Erhéhung von K oder N iber die in der
Publikation gewédhlten Werte keinen deutlichen Unterschied in den Generierungsaufgaben
sichtbar macht. Erniedrigen wir die Werte, so funktioniert die Re-Optimierung schlechter,
da deutlich weniger Freiheitsgrade in der Zeichnung des Buchstabens erfasst werden. Im
Extremfall K = 1 werden zwei Bilder mit unterschiedlichen besten Zeichenanleitungen
nicht als zugehorig erkannt. Die Wahl der Parameter ist folglich ein Zwiespalt zwischen
Rechenaufwand und Genauigkeit. Fiir das Finden von K Parses und der Optimierung
dieser werden auf einem Computer mit Linux (Ubuntu 18.04 mit einem 5.4.0 Kernel)
und einem Intel® Core™ i5-8250U CPU @ 1.60GHz x 8 Prozessor mit 16 GB RAM die
Rechenzeit wie in folgender Tabelle benotigt.

| K=1 K=2 K=3 K=4 K=5 K=6 K=7
@-Zeit | 66.00s 129.82s 203.95s 266.87s 333.54s 399.7hs 492.80s

Tabelle 3.1.: Darstellung der durchschnittlichen Rechenzeiten fiir die Optimierung von
K Parses am Buchstaben ¢ aus Abbildung Daten generiert durch
modifizierten Code aus |[Lak15|, genaue Ergebnisse im Anhang in Tabelle
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Abbildung 3.4.: Zu sehen sind die Ergebnisse von zwei Re-Optimierungen. Links wird
diese auf zwei verschiedenen Buchstaben durchgefiihrt. Gegeben die
Zeichenanweisung fiir das Trainingsbild, wird dieses an das Testbild op-
timiert. Dargestellt werden dabei jeweils drei ausgewéhlte Bewertungen
und ihre Re-Optimierungen. Da Test- und Trainingsbild verschieden sind,
ist die Bewertung dennoch schlecht. Wir sehen deutlich, dass die Arme
des Buchstabens oben links lénger werden und sich an das ¢ annédhern.
Rechts wird die Zeichenanweisung auf ein anderes Bild desselben Buch-
stabens ¢ optimiert. Dies klappt sehr gut, wie die sehr gute Bewertung
des re-optimierten Bildes, —459 zu —457 oben im rechten Bereich zeigt.
Abbildung generiert aus dem leicht modifizierten Code in [Lak15] mit
K =5und N = 10.
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3.2.5. Bewertung der Zeichenanweisungen

Die Bewertung der Zeichenanweisungen und das Lésen der Aufgaben wird wie in Abschnitt
[2:275] und [2:3] beschrieben umgesetzt. Dabei wird bei der Klassifikationsaufgabe der
zweiseitige Ansatz wie in Lemma @ verwendet.
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3.3. Auswertung

In diesem Kapitel werden wir die Modellarchitektur auswerten. Dazu stellen wir ver-
schiedene Modifikationen vor, alternative Modelle, um die Aufgaben zu lésen und die
Visuellen Turing-Tests, in denen die Probanden die Leistung des Modells abschétzen
sollten. Anschlieflend vergleichen wir die Ergebnisse der Modelle.

3.3.1. Modifikationen

Um die komplexe Modellarchitektur zu priifen, vergleichen wir das Modell mit verschie-
denen Vereinfachungen. Wir stellen drei Vereinfachungen vor, bei denen die Komposi-
tionalitdt beziehungsweise der Erfahrungsiibertrag auf der Ebene des Schemas 1 oder
variierten Schemas 6 gemindert wird.

Bei der ersten Vereinfachung wird die Anzahl der Striche fest auf k = 1 gesetzt, je-
der Buchstabe wird also ,,ohne Absetzen“ gezeichnet. Wir stellen den Buchstaben durch
ein Ein-Strich-Modell dar. Das Schema 1) = {n, X} besteht nicht mehr aus einer Menge
von Strichen und ihren Relationen, sondern nur noch aus den n Kontrollpunkten X eines
kubischen B-Splines. Insgesamt ist die multivariate Verteilung zu ¢ = {n, X} durch

n

p() = p(n)p(X1) [ p(Xil Xi-1)

1=2

gegeben. Der Startpunkt X; hat die gleiche Verteilung wie die der Startposition L im
Ursprungsmodell. Die Verteilungen der weiteren Kontrollpunkte werden aus einer Markov-
kette gezogen. Um die Parameter zu lernen, werden die Buchstaben aus dem Datensatz
durch zusétzliche verbindende gerade Striche in Ein-Strich-Modelle umgewandelt.

Das variierte Schema 6 besteht aus den variierten Kontrollpunkten X und der globalen
Bildtransformation B mit der gleichen Verteilung wie im Ursprungsmodell. Die Verteilung
fiir § = {X, B} ist damit

n

p(01) = p(LIX, A, 64, &) - [[ p(Xil Xi) - p(A, 53, €).
i=1

Das Programm zu der modifizierten Verteilung von ¢ und |1 ist in den Algorithmen
und [IT] im Anhang [C]in Pseudocode dargestellt.

Bei der zweiten und dritten Vereinfachung werden die Modellparameter nicht mehr
gelernt, sondern uniform zufillig aus einem groflerem Bereich gezogen, was die Wichtig-
keit des Erfahrungsiibertrages betont. Dabei werden auf der Ebene des Schemas v die
folgenden Wahrscheinlichkeitsverteilungen angepasst:

p(xi5]2i5) ~U(0,105)™ statt  ~ N (s, Ss,;)
p(yijlzij) ~U(0,105) statt  ~ G(az,, Bz,).

Als einzige Relation wird (; = frei erlaubt .
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Auf der Ebene des variierten Schema 6 wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung wie
folgt angepasst. Die Startposition L werden nicht mehr aus der empirischen Verteilung
gezogen, sondern aus einer stetigen Gleichverteilung auf dem Bildraum der 105 x 105
groflen bindren Bilder.

Die Parameter fiir die Transformationen ¥4, 0, 05,0, werden durch dreimal groflere
Werte ersetzt, um mehr Variabilitdt zu erlauben.

Im Anhang[D]sind unter Abbildung und Ausgaben der drei modifizierten Modelle
fiir die Aufgabe zum Generieren weiterer Beispiele eines unbekannten Buchstabens und
zum Erfinden eines Buchstabens ohne Einschrénkungen dargestellt. Es wird deutlich,
dass die Kompositionalitdt und der Erfahrungsiibertrag durch die gelernten Verteilungen
wichtig sind. Dies werden wir auch an den Ergebnissen in Abschnitt sehen.

3.3.2. Alternative Modelle fiir die Aufgaben

AuBlerdem wird unser Modell fiir den Datensatz mit drei anderen Modellen, Deep Siame-
se Convnet, Deep Conuvnet und Hierarchichal Deep verglichen. Fiir das konvolutionale
neuronale Netz Deep Convnet wird eine Netzwerkarchitektur angepassst an [Lec+98]
gewahlt. Das konvolutionale siamesische neuronale Netz Deep Siamese Convnet wird
in einer dhnlichen Architektur wie in [KZS05] und [Kocl5] auf den Daten gelernt. Das
Hierarchichal Deep stellt eine Erweiterung einer sogenannten hierarchischen Boltzmann-
maschine dar und ist ausfiihrlich in [STT13] beschrieben. Einige der Paper beziehen
sich auf den berithmten MNIST-Datensatz. Um die Architektur entsprechend nutzen zu
kénnen, werden die Bilder auf 28 x 28 Pixel skaliert. Die weitere Vorverarbeitung und
vorgenommene Anpassungen sind unter [LST15, § S4.4 und S4.5] zu finden. Viele weitere
Modelle, die Aufgaben auf dem Omniglot-Datensatz l6sen, sind ferner unter [LST19]
aufgelistet.

3.3.3. Verhaltensstudien und visuelle Turing-Tests

In einer Verhaltensstudie mit iiber 500 Teilnehmern wurde das trainierte Modell schlief3-
lich tiberprift.

In der ersten Phase sollten verschiedene Probanden die Aufgaben wie in Abbildung
dargestellt 16sen. So sollte in A bei der Klassifikation der passendste Buchstabe ausgewéhlt
werden. Bei den generativen Aufgaben C zur Generierung eines weiteren Beispiels, D zum
Erfinden eines neuen Konzepts passend zu gegebenen Buchstaben und E zum Erfinden
eines Buchstabens ohne Einschrinkungen musste der Buchstabe jeweils in maximal drei
Sekunden geschrieben werden, um zu vermeiden, dass zu akribisch abgezeichnet wird,
was nicht dem gewiinschten Szenario entspricht.

In visuellen Turing-Tests wird iiberpriift, wie unterscheidbar die generativen Aufga-
ben von Modell und Menschen gelost worden sind. Bei den Aufgaben C, D, E werden
den Probanden zwei 2 X 2 beziehungsweise 3 x 3 Felder gezeigt. Sie sollten entscheiden,
welches der Felder vom Computerprogramm und welches von Menschen gezeichnet wurde.
Insgesamt sah jeder Proband 50 Felder. Alle zehn beantworteten Vergleiche wird den
Versuchspersonen ihre bisherige Leistung dargestellt. In einer Modifikation von Aufgabe
C zur dynamischen Generierung neuer Beispiele eines Buchstabens sahen die Probanden
Videos der Zeichnungen von Mensch und Computer. Die Dauer der Striche wurde dabei
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normalisiert.

Probanden werden durch ihr Identifizierungslevel, kurz ID-Level, verglichen. Die Kenn-
zahl beschreibt, wie viel Prozent der Antworten richtig waren. Sind Mensch und Modell
ununterscheidbar, ist das Level bei 50%. Ist das ID-Level bei 0% oder 100% spricht dies
fiir ein schlechtes Modell, das deutlich unterscheidbare Bilder im Vergleich zu Menschen
produziert. Mehr Details zu den visuellen Turing-Tests sind unter [LST15, § S5] zu finden.

3.3.4. Vergleich der Ergebnisse

In der Abbildung sind die Ergebnisse fiir die Aufgaben aus Abbildung dargestellt.
Bei der Klassifikationsaufgabe (A) iiber unbekannte Buchstaben anhand eines Beispiels
ist das Modell mit nur 3.3% Fehler bemerkenswerterweise erfolgreicher als der Mensch
mit 4.9% Fehlerquote. Bei der Generierung eines weiteren Beispiels (C) konnten die
Probanden nicht zwischen Mensch und Modell unterscheiden, was das ID-Level von
52% beweist. Auch bei dem Erfinden von neuen Buchstaben zeigt das erzielte ID-Level
von 49% fir die Aufgabe (D) im Stil eines Alphabetes, und 51% fiir das Erfinden ohne
Einschrankungen (E), die Ununterscheidbarkeit der Modellausgabe zu der menschlicher
Probanden. Sollten die Probanden die neuen Beispiele nicht anhand der statischen Bilder,
sondern anhand von normierten Videos bewerten, lag das ID-Level bei 59%.

Die Experimente mit der modifizierten Modellarchitektur, wo auf Erfahrungsiibertrag
oder Kompositionalitédt verzichtet wird zeigen, dass die Kernprinzipien in der Tat essentiell
fiir die Leistung des Modells sind.

Wir betonen, dass die fiinf Aufgaben alle vom gleichen Modell gelést worden sind, und
dennoch eine Leistung auf der Ebene menschlicher Intelligenz erzielen.

Bemerkung 55. In die Konstruktion der Modellarchitektur ist sehr stark das kogni-
tionswissenschaftliche Verstindnis wie Menschen Buchstaben erkennen, eingeflossen.
Insbesondere wird durch die generative Darstellung iiber die Zeichenanweisung die innere
Kausalitit eines Buchstabenkonzepts umgesetzt. Das Einflieen des Expertenwissens
wird auch in den Ergebnissen im besonderen deutlich. Fiir die Leistung auf dem Level
menschlicher Intelligenz sind die Kernprinzipien Erfahrungsiibertrag und Kompositio-
nalitét essentiell. Die Ergebnisse des modifizierten Modells zeigen aber, dass allein die
Modellbeschreibung bereits zu 11% und 14% Klassifikationsfehler bei der Aufgabe A
aus Abbildung fithren. Im Vergleich dazu ist der Klassifikationsfehler mit 3.3% fiir
das Modell zwar deutlich besser, dennoch zeigt der kleine zweistellige Fehler bei den
Modifikationen, dass zum einen das Lernen der Wahrscheinlichkeitsverteilungen und zum
anderen der kompositionale Aufbau der Schemas nur einen relativ geringen Teil in die
Leistung des Modells einspielen.

Auch bei den generativen Aufgaben ist das ID-Level mit etwa 64% und 68% beim Erfinden
unbekannter Buchstaben recht gut. Das Lernen der genauen Parameter der Wahrschein-
lichkeitsverteilungen ist wichtig, damit die Modellausgabe ununterscheidbar ist, doch
auch ohne diesen Erfahrungsiibertrag generiert das Modell relativ gute Bilder, weil der
Aufbau der Zeichenanweisung so geschickt gewéhlt ist.
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Abbildung 3.5.: Im Diagramm links ist der Fehler der Klassifikation anhand eines Bei-
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spiels, in Abbildung A, dargestellt. Wir sehen, dass das beschriebene
Modell (rot) mit 3.3% Fehler eine bessere Klassifikation als der durch-
schnittliche Fehler der menschlichen Probanden mit 4.9% erzielte. Die
Kerneigenschaften Erfahrungsiibertrag (orange) und Kompositionali-
tat (gelb) spielen eine wichtige Rolle fiir den niedrigen Fehler, wie die
Ergebnisse der modifizierten Modellarchitektur mit 11% und 14% Klassi-
fikationsfehler. Bei dem Modell ohne Erfahrungsiibertrag werden hierbei
nur die Verteilungen auf der Ebene des variierten Schemas angepasst.
Auch im Vergleich zu den anderen Ansétzen aus Abschnitt [3.3.2] Deep
Siamese Convnet, Deep Convnet und Hierarchial Deep fithrt der Ansatz
mit Bayes’schen Programmen zu einem deutlich kleinerem Klassifikati-
onsfehler zeigen. Dieser liegt bei 8%, 13.5% und 34.8%.

Rechts werden die ID-Level auf den generativen Aufgaben dargestellt.
Deutlich kann verifiziert werden, dass die Kernprinzipien Kompositionali-
tadt und Erfahrungsiibertrag essentiell fiir die Qualitidt der neu generierten
Bilder sind. So ist bei der Generierung neuer Beispiele das ID-Level des
Modells bei 52%, des Modells ohne Erfahrungsiibertrag (nur variiertes
Schema) bei 65% und beim Ein-Strich-Modell bei 80%. Bei dem Erfinden
neuer Buchstaben ohne Einschrankungen liegen die ID-Level bei 51%,
64% und 69%. Bei der dynamischen Generierung liegen diese Werte bei
59% und 71% fiir das Modell ohne Erfahrungsiibertrag. Bei dem Erfinden
neuer Buchstaben im Stile eines Alphabetes liegen die ID-Level bei 49%
und 69%.

Abbildung modifiziert aus |[LST15|.
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Schluss

Die Einleitung begannen wir mit der Frage Can machines think?, zu deutsch Kénnen
Computer denken? [Tur50]. In dieser Ausarbeitung haben wir ein Rahmenwerk kennenge-
lernt, dass ,wie ein Mensch denkt“.

Das Maschinelle Lernen mit Bayes’schen Programmen stellt eine Modellierungsmoglich-
keit flir generative kompositionale Konzepte dar. Am Buchstabendatensatz Omniglot
entwickelt [LST15], konnte diese Modellierung die herkdmmlichen Deep Learning Ansétze
in funf Aufgaben aus dem Bereich des Begriffslernens weit iibertreffen. Menschen kénnen
herausragend Begriffe anhand weniger Beispiele lernen, insbesondere, wenn sie bereits
Erfahrung mit dhnlichen Konzepten hatten [Eck91], [LUS16]. Sogenannte kiinstliche
neuronale Netze mit mehr als hundert Schichten wie etwa in [He+15] erzielen zwar beein-
druckende Ergebnisse, benétigen allerdings sehr viele Daten und Rechenaufwand, um ein
einziges Konzept zu lernen. Im Gegensatz dazu benétigt die vorgestellte Modellierung
nur wenige Daten, und kann die gelernte Erfahrung sehr gut auf unbekannte Begriffe
iibertragen. Gleichzeitig fliefit in die Modellierung sehr viel Expertenwissen hinein. Die
iiberragenden Ergebnisse auf dem Buchstabendatensatz, etwa der kleinere Klassifikati-
onsfehler mit 3.3% als der des Durchschnitts der menschlichen Probanden mit 4.9%, sind
in groflen Teilen durch die Eingrenzung der Moglichkeiten durch die Modellarchitektur
geschuldet. Dies zeigen insbesondere die Ergebnisse der Modellmodifikation ohne Erfah-
rungsiibertrag, bei der ohne gelernte Parameter der multivariaten Verteilungen bereits
ein Klassifikationsfehler von nur 11% erreicht wird.

Dennoch ist die Modellierung samt Unterscheidung von Schliisselcharakteristika zu Varia-
bilitdt fiir andere Begriffe interessant. Die innere Logik des vorgestellten Rahmenwerks
in Kapitel [2] erlaubt eine skizzenhafte Beschreibung von Konzepten. Die identifizierten
wesentlichen Schritte und Modellierungsaspekte zeigen das Potential, dass auf anderen
Daten ahnlich gute Ergebnisse erzielt werden kénnen. Dafiir wird insbesondere eine genii-
gend gute Représentation bendtigt, bei welcher das Verstdndnis menschlicher Intelligenz
durch Kognitionswissenschaftlern eine wichtige Rolle spielt.

Die vorgestellte Herangehensweise ist insbesondere fiir Mensch-Maschine-Interaktion
interessant, wie wir am Beispiel von Hiuserbeschreibungen gezeigt haben. Die Anwen-
dungen auf andere Datensétze in der Literatur, wie auf sich bewegende Strichmédnnchen
[CTH17] oder ausgesprochene Worter [LLT14] zeigen auf, dass die Herangehensweise
einer sehr sorgfialtigen Modellierung bedarf. Insbesondere wurden auf anderen Daten
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nur mittelmafBige Ergebnisse erzielt, was vermutlich an einer ungeeigneten Modellkon-
struktion liegt. Diese Schwiche versucht etwa Ellis durch das Lernen der Programme
[ELT15] zu umgehen. Dennoch wird fiir die Représentation der Konzepte im Modell viel
Expertenwissen benétigt und das Rahmenwerk léasst sich nur schwer auf neue Begriffe
iiber die Buchstaben hinaus iibertragen.

Das Modell fiir die Buchstaben, dass in Kapitel [3] vorgestellt wird, stellt Buchstaben
durch ihre Zeichenanweisung dar. Dies {iberzeugt neben dem geringen Klassifikationsfehler
auch in visuellen Turing-Test, bei denen Probanden nicht zwischen Modellausgabe und
den generierten Bildern durch Menschen unterscheiden konnten. Zu den Schwéchen des
Modells gehort aber, dass repetitive Strukturen nur in einem gewissen Mafl erkannt
werden (nur durch die Markovkette der Wahl der Primitive). Auflerdem geht die Sym-
metrie und Parallelitdt innerhalb eines Buchstabens nicht in die Modellierung mit ein
und optionale Elemente, wie der Querstrich bei einer Sieben werden nicht erkannt. Trotz
der identifizierten Schwéchen ist die Leistung des Modells auf dem Level menschlicher
Intelligenz.

Im Hinblick auf sogenannte erklarbare kiinstliche Intelligenz (englisch: explainable Al sie-
he etwa [Xu+19]) stellt das vorgestellte Maschinelle Lernen mit Bayes’schen Programmen
einen denkbaren Ansatz dar. Erklarbare kiinstliche Intelligenz beschéftigt sich damit, auf
welche Weise Algorithmen aus dem Bereich der kiinstlichen Intelligenz zu ihren Ergebnis-
sen kommen. In der vorgestellten Modellierung lasst sich dies genau nachvollziehen, was
eine breite Anwendung in relevanten Gebieten wie der Medizin denkbar macht. Dariiber
hinaus kénnen wir nach dem Stand kognitionswissenschaftlicher Forschung sagen, dass
bei Anwendung auf dem Buchstabendatensatz das Modell tatséchlich ,wie ein Mensch
denkt*.
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Anhang A.

Grundlagen der
Wahrscheinlichkeitstheorie

Im Folgenden tragen wir kurz wichtige Definitionen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie
zusammen, deren Verstédndnis essentiell fiir die vorliegenden Betrachtungen sind. Dabei
orientieren wir uns am Skript zur Vorlesung Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie,
das von Professor Bovier an der Universitdt Bonn im Wintersemester 2019/20 gehalten
wurde und unter [Bov20] zu finden ist, sowie am Skript [Ebel§|] und den Biichern [Klel3]
und [Czall].

Wir beginnen mit Definitionen zum Grundbegriff o-Algebra.

Definition 56. Sei €2 eine Menge. Eine Teilmenge der Potenzmenge 7 C P(£2) heifit
o—Algebra falls gilt:

i) Es gilt Q € «.
ii) Fiir Ae o ist A°=Q\A € &.
iii) Seien A; € &/ mit ¢ € I fiir I abzéhlbar. Dann ist |J;c; € #7.

Elemente einer o-Algebra A € o/ nennen wir Ereignisse. Das Paar (2, /) heifit mess-
barer Raum.

Beispiel 57. Ein Beispiel fiir eine o-Algebra ist die Potenzmenge P(A) einer Menge A.

Definition 58. Sei & C P(f2) fiir eine o-Algebra o/. Wir nennen & einen Erzeuger
von &, falls & die kleinste o-Algebra ist, die & enthélt.

Definition 59. Sei Q eine beliebige Menge. Eine Teilmenge der Potenzmenge () # % C P(1)
heifit durchschnittsstabil, falls fir alle A, B € £ gilt, dass AN B € A.

Aufbauend auf dem Begriff der o-Algebra kénnen wir die Definitionen von Wahrschein-
lichkeitsmaf}, Wahrscheinlichkeitsraum, bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéngigkeit
angeben.

Definition 60. Gegeben sei eine o-Algebra o iiber €. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf3
ist eine Funktion P : & — R, so dass die Kolmogorovschen Axiome erfiillt sind:

i) P(Q) =1, P(0) =0,
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ii) Fiir paarweise disjunkte Mengen A; € &7 gilt P(U;2; Ai) = > oioq P(4)).

Definition 61. Ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, &7, P) ist ein Tripel aus Ergebnis-
menge (), o-Algebra o7, und Wahrscheinlichkeitsmafl P.

Im Folgenden fixieren wir einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, o7, P).

Definition 62. Seien A, B € o/ mit P(B) > 0. Dann ist die bedingte Wahrschein-

lichkeit von A gegeben B

P(A|B) = W

Bemerkung 63. Die eingeschrinkte Menge o7 NB = {ANB, A € &/} ist eine o-Algebra
und die bedingte Wahrscheinlichkeit P(-|B) : &/ NB — Ry definiert ein Wahrscheinlich-
keitsmafl auf dieser Menge. Ein Beweis findet sich etwa in [Bov20, Satz 3.2].

Definition 64. Die Ereignisse A, B heiflen unabhingig, falls gilt
P(ANB) =P(A) -P(B).
Bemerkung 65. Falls P(B) > 0 ist dies d4quivalent zu
P(A|B) =P(A).

Mit Definition kénnen wir den Satz von Bayes, der zentral in der bayes’schen
Statistik ist, benennen. Wir werden ihn in fast allen folgenden Betrachtungen benutzen.
In seiner einfachsten Form lautet er wie folgt.

Satz 66. Seien D,h € o/ Ereignisse mit P(D) > 0,P(h) > 0. Dann

P(D |h) P(h)
P(D)

Beweis. Definition [62| umgeformt gibt P(D Nh) = P(D |h) P(h). Damit gilt

Def. G P(DNh)  P(D|h)P(h)
~ P(D) P

P(h| D) =

P(h| D)

O]

Bemerkung 67. Diesen Satz haben wir auch in den Grundlagen unter Satz [I] vorgestellt.

Der Nenner P(D) von Satz (1| l4sst sich mit dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit
umschreiben.

Satz 68. Seih, € o/, n € N eine Folge von paarweise disjunkten Mengen mit|J, ey hn = 2.
Fiir alle D € & gilt dann

neN

Beweis. Es gilt

> P(D |hy) P(hn) Def. 2 > P(Dnhy) =P(DN | hn) =P(DNQ) =P(D).
neN neN neN
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Der Begriff der Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum ermoglicht, iiber
der gleichen Grundmenge mehrere Gréfien zu untersuchen.

Definition 69. Eine Abbildung X : 2 — R heifit Zufallsvariable, falls sie messbar ist,
das heit X }(B) = {w € Q| X (w) € B} € « fiir alle B € B(R) gilt. Eine Zufallsvariable
heiflt diskret, falls sie nur abzahlbar viele verschiedene Werte annimmt.

Das Wahrscheinlichkeitsmafl Px(B) = P({w € Q|X(w) € B}) = P(X1(B)) fiir
B € B(R) heifit Verteilung von X.

Bemerkung 70. Die Borel’sche o-Algebra B(R) ist die o-Algebra iiber R, die von
allen Mengen der Form (—o0, ¢] mit ¢ € R erzeugt wird.

Aufbauend auf dem Begriff der Zufallsvariable kénnen wir die Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion und Wahrscheinlichkeitsdichte definieren.

Definition 71. Sei X : Q2 — R eine diskrete Zufallsvariable, die die Werte {z;};c; mit
abzahlbarer Indexmenge I annimmt. Die Funktion px : Q@ — [0, 1], definiert durch

{}P’(X =x;) es gibt ¢ € [ mit x = x;
0 r ¢ {zi}ier
heiflit Wahrscheinlichkeitsfunktion von X.
Definition 72. Wir fixieren eine Zufallsvariable X. Dann heifit X absolut stetig, falls
es px : R — ]R(J{ Lebesgue-integrierbar mit [ px(x) dz =1 gibt, so dass

P(X € B) :/ px(x) de

B

fiir alle B € B(R) gilt. In diesem Fall heiit px Wahrscheinlichkeitsdichte oder nur
Dichte von X.

Bemerkung 73. Meistens schreiben wir px oder nur p(z), wenn die zugehorige Zufalls-
variable klar ist.

Definition 74. Der Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariable X mit Werten
{z;}ier fiir eine abzéhlbare Indexmenge I ist

E(X) =Yz P(X = 1),
i€l

falls diese Reihe absolut konvergent ist, das heifit

Z |zi| - P(X = z;) < o0.
el

Fiir eine absolut stetige Zufallsvariable X mit Dichte p ist der Erwartungswert durch

E(X) = / xp(x) dz
R
definiert, sofern
/ |z|p(z) dz < oo.
R

Sollte Summe oder Integral nicht absolut konvergieren, so sagen wir, dass der Erwar-
tungswert nicht existiert.
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Anhang A. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Beispiel 75. Einige wichtige Verteilungen sind die folgend vorgestellten, siehe auch
[Bov20, § 2.3] und [Czall], § 1.2].
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e Das Dirac-Maf §;(A) = 1 4(¢) fiir A € o/, wobei 14 die Indikatorfunktion der

Menge A sei.
Die Bernoulli-Verteilung Ber(p) mit

P = pd1 + (1 —p)do
flir ein 0 <p < 1.
Die Gleichverteilung U(a,b) auf dem Intervall (a,b) fir a < b mit Verteilung

1

=—1 .
p() 5 Lab)@

Die Normalverteilung A (u, 0?) mit Dichte

1 (z—p)?
(&} 202

Puo2(7) =

2102

Erwartungswert p € R und Varianz o2 mit o > 0.

Die Exponential-Verteilung Exp(a) mit Dichte
p(x) =a-e" ¥ Lo (2)

fir a > 0.

Die Gamma-Verteilung G(p,b) mit inversem Skalenparameter b > 0 und Form-
parameter p > 0. Die Dichte

b p—1_—bx
P~ e x>0

0 <0

beschreibt die Verteilung, wobei die Funktion I' die Gammafunktion notiert.

Die empirische Verteilung fiir Daten D, definiert durch p(x;) = P(z;) = ﬁ{gi}

wobei #{x;} die Anzahl der gemessenen Werte z; in den Daten D ist.



Zuletzt mochten wir einen Konvergenzbegriff einfithren und das sogenannte Gesetz der
groflen Zahlen ohne Beweis einfiihren.

Definition 76. Sei X eine Zufallsvariable und X,, eine Folge von Zufallsvariablen. X,
konvergiert fast sicher gegen X, falls gilt

P(lim X, = X) = p({w € ] lim X, (w) = X(w)}) = 1.

Damit konnen wir das Starke Gesetz der grofien Zahlen zitieren.

Satz 77. Seien X, unabhdngig, identisch verteilte, integrierbare Zufallsvariablen, so
dass der Erwartungswert B(X1) existiert. Dann gilt

1S )
Jim - Z; X; =E(Xy) fast sicher.
1=

Beweis. Ein Beweis findet sich etwa in [Bov20, § 6. O
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Anhang B.

Ubersetzungen

In der vorliegenden Arbeit wurde auf gréfitenteils englische Literatur zuriickgegriffen und
viele Begriffe zum Teil frei in das Deutsche iibersetzt. Eine Ubersicht der Ubersetzungen
findet sich in der folgenden Tabelle.

Deutsch Englisch

Maschinelles Lernen mit Bayes’schen Programmen | Bayesian Program Learning
A-priori Verteilung Prior

A-posteriori Verteilung Posterior

Likelihood /Plausibilitét Likelihood

Schétzen Inference

Begriffslernen Concept Learning
Schema Type Level
Variiertes Schema Token Level
Buchstabe Character
Kompositionalitat Compositionality
Kausalitét Causality
Ubertragen von Erfahrungen Learning to Learn
Strich Stroke

Teilstrich Substroke
Grundformen Primitives
Parsing Parsing
Zeichenanweisung Motor Program

Gaufy’sche Mischverteilung

Gaussian Mixture Modell

Stochastische Irrfahrt

Random Walk

Stochastischer Irrlaufer

Random Walker




Anhang C.

Weitere Algorithmen

Algorithmus 4 Generierung eines variierten Schemas 6 aus der multivariaten Verteilung,

gegeben
K

p(01¢) = p(BIS, R,y) - [ [ p(Ril Ri)p(Si]S:).

i=1

1: procedure GENERIEREVARIIERTESSCHEMA (1))
2 fori=1,...,k do

3 Si = p(Sils:)

4 R, + p(Ri’Ri)

5: end for
. ~
7
8

9

S<— {5:17 7~5}
R {Ry,. .., R}
B« p(B|S, R,)
§ {5,k B}

10: return ¢
11: end procedure

> Variierte Teile.
> Variierte Relation.

> Bildtransformation.

> Generiertes variiertes Schema.

Algorithmus 5 Generierung eines Bildes I aus der multivariaten Verteilung, gegeben 6.

Es gilt dann

o(116) = {1 fir f(67) =1

0 sonst.

. procedure GENERIEREBILD(6)

return [
end procedure

oW

I+ f(0) > Generiere deterministisch das Bild.
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Anhang C. Weitere Algorithmen

Algorithm 6 Generierung eines Schemas 1) mit der multivariaten Verteilung

K

p(¥) = p(r) [T p(S)p(RilS1, .- ., Sic1).

=1

Algorithmus frei aus [LST15].

1: procedure GENERIERESCHEMA

2: K < p(k) > Ziehe Anzahl der Striche.
3: fori=1,...,xdo

4: n; < p(n;|k) > Ziehe Anzahl der Teilstriche.
5: S; <= GENERIERESTRICH (%, n;) > Ziehe Strich.
6: G+ p(Gi) > Ziehe Typ der Relation.
7 R; + p(Ri‘Ci, Si,..., Si—l) > Ziehe Relation.
8: end for

9: P {li, R, S}

10: return ¢ > Schema.

11: end procedure

Algorithmus 7 Generierung des i-ten Striches mit n; Teilstrichen. Die Verteilung ist

p(Si) = p(zi) [ p(zislzig)p(yislziy) mit p(zi) = p(za) [] p(2ijl2i-1))-
j=1 =2

Algorithmus frei aus [LST15].

1: procedure GENERIERESTRICH(i, n;)

2: zi1 < p(zi1) > Ziehe ersten Teilstrich.
3: for j=2,...,n; do

4: zij < p(zijlzigi-1)) > Ziehe restliche Teilstriche.
5: end for

6: for j=1,...,n;do

7: xij < p(zij|zij) > Ziehe Kontrollpunkte des j-ten Teilstrichs.
8: Yij < p(vijlzij) > Ziehe relative Grofle des Teilstriches.
9: sij < {2ij» Yij» 25}

10: end for

11: Si < {si1, -, Sin,; | > Definition des i-ten Strichs.
12: return S; > i-ter Strich.

13: end procedure
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Algorithmus 8 Generierung eines variierten Schemas 6 aus 1. Die Verteilung ist

) 1T (Bl B o)l A 31 ).
=1

p(éhb) = p(f/|,§', Ra A75b7

M

Algorithmus frei aus |[LST15|.
1: procedure GENERIEREVARIIERTESSCHEMA (1))

2: fori=1,...,xdo

3: R« p(R) > Relation bleibt erhalten.
4: if ¢ = entlang then

5: 7i < p(Ti|T) > Variabilitat, an welcher Stelle der neue Strich anfangt.
6: end if

T for j=1,...,n; do

8: Zij  p(Zijlzij) > Variabilitdt der Kontrollpunkte.
9: Uij < p(Uij|vij) > Variabilitat der relativen Grofe.
10: end for

11: end for

12: A p(A) > Ziehe globale Transformation.
13: €+ p(é) > Ziehe Pixelfehler.
14: dp < p(0p) > Ziehe Unschérfe.

15: B+ (A,i, ~b,g)

6 G (SR B

17: return 0 > Variiertes Schema.
18: end procedure

Algorithmus 9 Generierung des Bildes I aus 6 fiirr den Omniglot-Datensatz.

1: procedure GENERIEREBILD()

2: fori=1,...,k do

3: for j=1,...,n;do

4: Tij — h(f/ij, Zij,Ti;)> Konstruiere die Trajektorie des j-ten Teilstrichs des
i-ten Strichs.

5: end for

6: T {Ta,...,Tin,}

7: end for

s T {T,.... T}

9: I+ f(T,A,Gy,¢) > Wende Filter, Unschérfe und Bildstérung an.

10: return 7T’ > Erstelltes binares Bild.

11: end procedure
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Anhang C. Weitere Algorithmen

Algorithmus 10 Generierung eines Buchstabenschemas mit genau einem Strich aus der
Verteilung

n

p(8) = p(m)p(X1) T p(Xil Xio).

i=2
Algorithmus aus [LST15].
1: procedure GENERIEREEINSTRICHMODELL

2: n < p(n) > Ziehe Anzahl der Teilstriche.
3: X1+ p(Xy) > Ziehe ersten Kontrollpunkt.
4: fori=2,...,ndo

5: X1+ p(Xi|Xiz1) > Ziehe den nachsten Kontrollpunkt.
6: end for

T X« {X1,..., X0}

8: P {n, X}

9: return ¢ > Buchstabenschema.

10: end procedure

Algorithmus 11 Generierung eines variierten Schemas 6 aus 1 fiir das Ein-Strich-Modell.
Die Verteilung ist

n

p(010) = p(LIX, A, 63, ,4) - || p(Xil Xi) - p(A, &, €).

i=1
1: procedure GENERIEREVARIIERTESSCHEMA (1))
2 fori=1,...,ndo
3 X; — p(Xi| X)) > Variabilitat der Kontrollpunkte.
4: end for
5: A« p(A) > Ziehe globale Transformation.
6 €<+ p(é) > Ziehe Pixelfehler.
7 ap < p(0p) > Ziehe Unschérfe
8 B« (A, L,6y,¢)
9: 0+ {X,B}
10: return 6 > Variiertes Schema.

11: end procedure
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Anhang D.

Weitere Abbildungen und
Tabellen
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Abbildung D.1.: Einige Buchstaben aus dem Omniglot-Datensatz sind geordnet nach
Alphabeten dargestellt. Die Buchstaben in den 3 x 5-Blocken gehéren
jeweils zu einem Alphabet.

Zu sehen ist etwa das kyrillische Alphabet (rechts, zweites Alphabet von
oben) oder die Braille-Schrift (fiinfte Spalte von links, zweite Zeile von
unten).

Jeder Buchstabe wurde mehrmals von Probanden gezeichnet und als
Video durch eine Liste x, y, time dargestellt. Abbildung entnommen aus

L5717
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Anhang D. Weitere Abbildungen und Tabellen

Startposition des i-ten Strichs

5000

4000

3000

2000

1000

Wahrscheinlichkeit

Anzahl der Striche &

0.5

0.5

Anzahl der Teilstriche flr einen Buchstaben mit /{, Strichen
k=1 k=2 k=3 k=4 K=25

0 0 0 0 0
12345678910 12345678910 12345678910 12345678910 12345678910

1 1 1 1

k=0 k=T k=28 k=19 k=10

0.5 0.5 0.5 0.5

0 0 0 0 0
12345678910 12345678910 12345678910 12345678910 12345678910

Abbildung D.2.: Dargestellt werden einige empirische Verteilungen, die aus den Daten
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entnommen wurden. Oben links ist im Balkendiagramm ist die Hau-
figkeit von x dargestellt. Dabei bezeichnet x die Anzahl der Male, die
der Stift bei der Zeichnung des Buchstabens angesetzt wurde. Die 10
Balkendiagramme unten entsprechen wiederum der Wahrscheinlichkeit
aus den empirischen Héufigkeiten fiir die Anzahl n; der Teilstriche in-
nerhalb eines Striches in Abhéngigkeit der Anzahl der Striche x. Oben
rechts ist die empirische Verteilung der Startposition L innerhalb des
Bildrahmens dargestellt. Helle Werte kodieren dabei eine grofle, dunkle
eine niedrige Wahrscheinlichkeit. Die drei Bilder korrespondieren zu den
Startkoordinaten des ersten, zweiten oder der weiteren Striche.
Abbildung modifiziert aus [LST15|.



K=1 K=2 K=3 K=4 K=5 K=6 K=7

Durchlauf 1

60.83s 131.96s 177.41s 267.14s 323.51s 423.68s 508.22s

Durchlauf 2 | 66.98s 131.42s 221.11s 272.20s 346.71s 410.93s 368.51s
Durchlauf 3 | 67.05s 125.62s 202.15s 295.06s 335.57s 388.09s 476.60s
Durchlauf 4 | 64.89s 125.10s 188.09s 291.63s 316.90s 414.04s 503.37s
Durchlauf 5 62.29s 129.80s 214.31s 272.42s 359.23s 404.47s 520.14s
Durchlauf 6 | 62.50s 135.11s 213.48s 277.69s 347.41s 424.16s 502.34s
Durchlauf 7 | 63.08s 123.47s 206.25s 212.54s 322.68s 362.11s 561.01s
Durchlauf 8 | 62.58s 133.31s 195.22s 272.07s 319.01s 381.18s 494.03s
Durchlauf 9 | 74.10s 129.88s 199.64s 264.94s 335.01s 397.33s 489.66s
Durchlauf 10 | 65.69s 132.56s 221.84s 242.95s 329.37s 391.53s 504.12s
Durchschnitt | 65.00s 129.82s 203.95s 266.86s 333.54s 399.75s 492.80s

Tabelle D.1.: Darstellung der exakten Rechenzeiten fiir die Optimierung von K Parses am
Beispielbild ¢ aus Abbildung[3.3] Gerechnet wurde auf einem Computer mit
Linux (Ubuntu 18.04 mit einem 5.4.0 Kernel) und einem Intel® Core™
i5-8250U CPU @ 1.60GHz x 8 Prozessor mit 16 GB RAM.
Daten generiert durch modifizierten Code aus [Lak15|. Zusammengefasste
Ergebnisse sind in Tabelle zu finden.

) ) Modell ohne
Ein-Strich-  Erfahrungsiibertrag

Modell Modell (Schema)
L& x4 &
(v 2 ] m e

crl pes| (D%
b s\ cj@_ :\Y
f‘[ p—> D }Q‘/\(

=~ )

O Q| |2 v

Abbildung D.3.: Dargestellt werden drei Ausgaben vom Modell, Ein-Strich-Modell und

dem Modell ohne Erfahrungsiibertrag (Schema) auf die Aufgabe, vier
Buchstaben zu erfinden. Zu sehen ist deutlich, dass die Ausgabe des
Modells realistischer wirkt. Die Ausgaben der modifizierten Modelle
wirken nicht einer klaren Zeichenanweisung folgend und die Strichteile
sind zu nah aneinander, sodass die Ausgabe etwas wie , Gekritzel* und
nicht wie ein Buchstabe wirkt.

Abbildung modifiziert aus [LST15].
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Anhang D. Weitere Abbildungen und Tabellen

<« € £ €96 ¢

T8 8 & 3R

€
B 3 xw 5 %
8
5

328 8 R’ ¥ %

Modell ohne Modell ohne
Modell Ein-Strich-Modell  Erfahrungstibertrag Erfahrungsibertrag
(Schema) (variiertes Schema)
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Abbildung D.4.: Dargestellt werden drei Ausgaben vom Modell, Ein-Strich-Modell und
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zwei Modellen ohne Erfahrungsiibertrag (Schema oder variiertes Schema)
auf die Aufgabe, zu einem Beispielbild eines unbekannten Buchstabens
ein neues Beispiel zu generieren. Zu sehen ist deutlich, dass die Ausga-
be des Modells die Schliisselcharakteristika und erlaubte Variabilitat
besser umsetzt. Das Ein-Strich-Modell scheint die Striche doppelt zu
malen oder unnatiirliche Verbindungen einzufiigen. Das Modell, dass
auf der Ebene des Schemas keinen Erfahrungsiibertrag hat, scheint recht
realistische Bilder zu produzieren. Beim genauen hinsehen wird aber
deutlich, dass die generierten Buchstaben Liicken aufzuweisen scheinen.
Dies liegt daran, dass die einzige erlaubte Relation frei ist. Wird auf
der Ebene des variierten Schemas der Erfahrungsiibertrag verringert,
in dem die erlaubten Varianzen der Normalverteilungen verdreifacht
wurden und der Startpunkt aus der stetigen Gleichverteilung auf dem
Bildraum gezogen wurde, so wirken die generierten Beispiele unnatiirlich.
Die Schliisselcharakteristika sind nicht mehr in jeder Abbildung genug
umgesetzt.

Abbildung modifiziert aus [LST15|.
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