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1 Einleitung

Die Verarbeitung grofler Datenmengen spielt sowohl in der numerischen Simulation, als
auch in der Industrie eine immer grofler werdende Rolle. Die Daten sind dabei oft in
einen strukturellen Kontext eingebettet, wovon eine moégliche Struktur ein Graph ist.
Ein Modell welches sich besonders zur Modellierung von Netzwerken jeglicher Art an-
bietet. Durch die Wahl eines solchen Models kann die zugrundeliegende Struktur mit
in den Analyseprozess einbezogen werden; das Verhalten der Daten im Kontext der zu-
grundeliegenden Geometrie und Topologie betrachtet werden [3].

Dabei stellt sich die Frage wie die Graphenstruktur in den Analyseprozess gewinnbrin-
gend eingebunden werden kann.

Wenn es die Situation zulésst, konnen die Daten als skalare Werte auf den Knoten in-
terpretiert werden. Dadurch kann der Datensatz als Vektor aufgefasst werden, wobei
der Eintrag an der Stelle ¢ dem Wert entspricht, der auf dem ¢-ten Knoten des Gra-
phen angenommen wird. Die Lange des Vektors ist dann durch die Anzahl der Daten
gegeben. Der Vektor v kann als diskretes Signal auf dem Graphen gesehen werden, wo-
durch sich die Frage ergibt, ob die Methoden der Signalverarbeitung auf Graphen zur
Unterstiitzung der Datenanalyse genutzt werden konnen.

Innerhalb der Signalverarbeitung nimmt das Abtasten eines Signales eine zentrale Rolle

ein. Dabei wird ein Signal s zu verschiedenen Zeitpunkten ¢, ...,¢,, gemessen und die
gemessenen Signalwerte sq,...,s,, gespeichert. Dadurch entsteht ein neues Signal mit
den Eintrdgen (si,...,Sm,) [1]. Es kann als Signal in einem neuem Raum aufgefasst

werden, wobei dieser Raum eine entsprechend kleinere Dimension hat.

Dabei sollen die Messungen moglichst so vorgenommen werden, dass das urspriingli-
che Signal daraus rekonstruiert werden kann. Dabei stellt sich vor allem der Einsatz
der Fourier-Transformation als zentrales Hilfsmittel heraus. Dabei kommt der Laplace-
Operator zum Einsatz [5].

Innerhalb der Signalverarbeitung auf Graphen wird die Fourier-Transformation mit Hilfe
der Laplace-Matrix L realisiert. Dabei wird L mit Hilfe der Adjazenzmatrix des Graphen
gebildet und bezieht somit die Struktur des Graphen mit ein. Die Menge U die aus den
Eigenvektoren der Matrix L besteht kann dann zur Realisierung der Transformation
benutzt werden. U ist somit eine Fourier-Basis, beziiglich derer die Signale auf dem
Graphen dargestellt werden kénnen [5].

Ein Signal auf einem Graphen wird als k-bandlimitiert bezeichnet, wenn nur die ers-
ten k Fourier-Koeffizienten nicht null sind. k-bandlimitierte Signale lassen eine perfekte
Rekonstruktion zu; das urspriingliche Signal kann aus den Messungen exakt wiederher-
gestellt werden. Daher nehmen diese Signale einen besonderen Platz ein, da eine perfekte



1 FEinleitung

Rekonstruktion ist im Allgemeinen nicht zu ist.

Es gibt verschiedene Arten, um Messungen an Signalen vorzunehmen. Genannt seien hier
randomisiert, dabei werden die Messungen zu zufalligen Zeitpunkten vorgenommen.
Und deterministisch, die Messungen werden an klar bestimmten Zeitpunkten vorge-
nommen. Bestandteil dieser Arbeit sind randomisierte Messungen von bandlimitierten
Signalen.

Problemstellung

Die k-bandlimitierten Signale miissen in einen Raum mit niedriger Dimension einge-
bettet werden. Dazu muss ein geeignetes Verfahren zur Abtastung konstruiert und es
miissen geniigend Messungen vorgenommen werden. Beides ist moglich und kann zum
Beispiel mit den Eigenvektoren der Laplace-Matrix umgesetzt werden. Der Aufwand zur
Berechnung der Vektoren ist dabei in O(n?), wobei n die Knotenzahl ist [11]. Hierbei
kommt ein bekanntes Problem zum tragen. Der Aufwand, der fir die Zerlegung von L
betrieben werden muss, ist fiir groe Graphen schlicht zu hoch.

An dieser Stelle setzt der Artikel Random sampling of bandlimited signals on graphs [1]
der Autoren G. Puy, N. Tremblay, R. Gribonval, P. Vandergheynst an. Darin werden
im wesentlichen zwei Dinge prasentiert. Die Autoren konstruieren ein Abtastverfahren
fiir bandlimitierte Signale, das ohne die Zerlegung der Laplace-Matrix auskommt. Im
Anschluss stellen sie ein Verfahren zur Rekonstruktion dieser Signale bereit.

Aufbau und Ziele der Arbeit

Die vorliegende Arbeit verfolgt zwei Hauptziele. Zum einen die Implementierung der
in [1] vorgestellten Ideen sowie deren genauere Untersuchung und zum anderen die
Anwendung der Implementierung auf Simulationsdaten. Bei den Daten handelt es sich
um simulierte Crashtests. Die Datensétze sind durch Finite-Elemente Gitter gegeben
aus denen die benotigen Informationen und der zu Grunde liegende Graph extrahiert
werden kann.

Hierbei steht weniger eine konkrete Zielsetzung im Raum, als viel mehr die Untersuchung
inwiefern der Einsatz des Verfahrens auf den Daten etwaige Vorteile verspricht. Dabei
sollen die xyz-Koordinaten darauf getestet werden, ob sie als k-bandlimitiertes Signal
betrachtet werden kénnen fiir ein £ € N. Darauf auftbauend ergibt sich die Frage, ob die
anschliefende Rekonstruktion gut genug ist, um einen Ansatz der Datenkompression
darzustellen. In diesem Fall sollte die Rekonstruktion entsprechend genau sein. Des
Weiteren empfand ich die Darstellung der Thematik in [1] als unvorteilhaft. An einigen
Stellen hatte ich Schwierigkeiten der Argumentation der Autoren zu folgen. Daher sah
ich es als Teil meiner Arbeit an besagten Artikel tibersichtlicher aufzuarbeiten.

Zum Aufbau der Arbeit:
Kapitel 2 stellt eine kurze Einfiihrung in die Signalverarbeitung auf Graphen dar. Da-
bei wurden die Themen so gewéhlt, dass sie das fiir das Verstindnis des Algorithmus



in [1], benotigte Theoriegebdude aufbauen. Im 3. Kapitel wird das Vorgehen der Au-
toren genauer betrachtet und strukturiert aufgearbeitet. Die theoretischen Ergebnisse
und die algorithmische Umsetzung werden hergeleitet und implementiert. Kapitel 4 be-
schreibt die Ergebnisse der numerischen Testreihen auf den synthetischen Daten und
auf Datensétzen der Automobilindustrie.

Eigene Leistung

Wahrend der Entstehung dieser Arbeit orientierte sich mein Vorgehen vor allem um die
folgenden Ziele.

e Einarbeitung in die Themen Signalverarbeitung auf Graphen und Compressive
Sensing.

e Implementierung der in [1] vorgestellten Verfahren, sowie die Reproduktion der
Ergebnisse.

e Analyse der Parameter und deren Einfluss auf das Verfahren. Ferner eine genauere
Betrachtung von zwei Ansétzen zur Verbesserung der Ergebnisse.

e Untersuchung von Crash-Test Daten im Hinblick auf die sinngebende Anwendung
der Implementierungen.
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Meiner Verlobten Mirijam Franziska Giitersloh mochte ich fiir die Unterstiitzung nicht
nur wahrend der Entstehung dieser Arbeit, sondern auch fiir die Unterstiitzung wahrend
des gesamten Studiums danken. Ohne deine Hilfe hatte ich es nicht geschafft. Ebenso
danke ich meiner Familie, die mich stets unterstiitzte.

Jochen Garcke und Rodrigo Iza-Teran danke ich fiir die umfassende Betreuung bei
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Pathare danke ich fiir die Unterstiitzung und Hilfe in samtlichen Fragen rund um das
Thema Software und Programmieren und fiir all die Tipps und Erfahrungen die er mit
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2 Signalverarbeitung auf Graphen

Im folgen mochte ich das fiir diese Arbeit benotigte Theoriegebdude aufbauen und dar-
stellen. Hierfiir soll im ersten Abschnitt die benotigten Grundlagen eingefithrt werden.
Danach sollen die beiden Gebiete Abtastung und Rekonstruktion sowie Filter auf Gra-
phen in ihren Grundziigen dargestellt werden. Der letzte Abschnitt beschreibt die Ap-
proximation eines Filters auf Basis eines Polynoms.

Die Hauptquellen die ich zur Erstellung fiir diesen Abschnitt nutzte waren [1], [2], [3],
[5] fiir die Themen zur Signalverarbeitung und [10] fiir die Einfithrung zur Abtastung
und zur Rekonstruktion. Vor allem der Artikel [5] liefert einen guten ersten Uberblick.

2.1 Signale auf Graphen

Im Folgenden sei G = (V,E, W) stets ein ungerichteter, zusammenhidngender Graph
mit endlicher Knotenmenge V = {vy, ..., v,}, Kantenmenge £ und Adjazenzmatrix
W € R™™". Dabei seien die Eintrage von W positiv.

Definition 2.1.1 Sei G ein Graph. Ein Signal s auf G ist eine Abbildung

s:V—R
Vi — S;.

Da die Knoten von GG aufgrund der Indexmenge mit einer Reihenfolge versehen sind und
somit eindeutig durchlaufen werden, kann ein Signal auch als Vektor

S:(Sl,...,sn)TERn

aufgefasst werden [3], wobei der i-te Eintrag s; als der i-te Signal-Wert aufgefasst wird.
Alle Signale die im Rahmen dieser Arbeit eine Rolle spielen sind als Vektoren gegeben.
Zur besseren Anschauung zeigt Abbildung 2.1 eine Beispiel eines Signals auf einem
Netzwerk.

Fiir einen gegebenen Graphen GG mit n Knoten bezeichne S die Menge der Signale auf
G. Jedes dieser Signale kann als Vektor in R™ aufgefasst werden und folglich kann auch
jeder gegebene Vektor aus R™ als Signal auf G interpretiert werden [3]. Daher gilt

S = R".
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Abbildung 2.1: Beispiel eines Signals auf einem Graphen. Links der urspriingliche
Graph, rechts ein zuféilliges Signal darauf. Die unterschiedlichen Farben
repriasentieren dabei unterschiedliche Signalwerte [16].

Daher mochte ich die Notation Sg insbesondere dann nutzen, wenn Signale auf einem
bestimmten Graphen untersucht werden. Die Notation R"™ soll hingegen ausdriicken,
dass ein beliebiger Graph untersucht wird.

Definition 2.1.2 Fir einen gegeben Graphen G ist die (kombinatorische-) Laplace
Matrix gegeben durch

L:=D-W. (2.1)

Dabei bezeichnet D = (D);; die Gradmatrixz mit den Eintrigen D;; = > iz Wij. In
Anlehnung an die diskrete Signalverarbeitung werden die Eigenwerte X; von L auch als
Frequenzen bezeichnet.

In der Literatur ist auch der Begrift unnormalisierte Laplace-Matriz geldufig. Da in der
vorliegenden Arbeit nur die kombinatorische Laplace-Matrix von Interesse ist, werde ich
das Wort kombinatorisch nicht langer erwahnen.

Eine zentrale Eigenschaft der Laplace-Matrix ist hierbei von besonderen Interesse.

Satz 2.1.1 Die Laplace-Matrix ist eine reelle, symmetrische und positiv semi-definite
Matrix.

Beweis: An dieser Stelle folge ich dem Beweis aus [13].

1. Da die Adjazenzmatriz W symmetrisch ist fiir ungerichtete Graphen und D eine
Diagonalmatriz ist, folgt die Symmetrie von L. Da sowohl D als auch W reell
tbertrdgt sich diese Eigenschaft auf L.

0.2

0.1

-0.1

-0.2

-0.3

0.4



2.1 Signale auf Graphen

2. Seix = (z1,...,7,)" € R\ {0}. Dann gilt:

(.CEi — .QTj)QWij = Z (3?12 + .CEJQ — 2$Z.T])Wl

1 i,j=1

o
.I/\
7=

K3
n

n

2 2

Z; Dm + Z ‘Tijj -2 Z ZIZ',L'.Z'jWZ'j
j=1 1,7=1

' (D—-W) :L’) = 2 (xTLx) .

I
I
I

)

2

Da L reell und symmetrisch ist existiert eine orthogonale Zerlegung
L = UAUT

wobei A = diag[Ay,...,\,] die Eigenwerte von L enthédlt und U die entsprechenden
Eigenvektoren. Dabei sind alle Eigenwerte positiv [1].

Die Zerlegung liefert eine neue Basis U beziiglich derer die Signale dargestellt werden
konnen. Die Signale auf G konnen somit auf zwei Arten dargestellt werden, was fiir diese
Arbeit eine wichtige Rolle spielt.

e [st ein Signal s auf den Konten des Graphen G direkt angegeben so spricht man
auch von einer Definition auf der Knotendomdne. Diese Darstellung entspricht der

anschaulichen Vorstellung. Die Menge der Signale in der Knotendoméne entspricht
dabei Sg.

e [st es dagegen entsprechend der Basis U dargestellt so ist s in der Spektraldomdine
gegeben. Analog bezeichne Sg die Spectraldoméne von G.

Dabei existiert eine Transformation von der Knotendoméne in die Spektraldoméne und
auch eine entsprechende inverse Abbildung, die Graph Fourier-Transformation.

Definition 2.1.3 Sei G ein Graph mit Laplace-Matriz L und entsprechender Zerlegung
L =UAUT. Ferner sei s € Sg ein Signal auf G. Dann heifit die Abbildung
GFT: S¢ — 8¢ (2.2)
s—U's=:5
Graph Fourier- Transformation. Die Eintrige von 8 heiffen Fourier- Koeffizienten

und beschreiben den Gehalt der Frequenzen von L in aufsteigender Reihenfolge.
Die entsprechende inverse Abbildung

IGFT : S¢ — Sq (2.3)
s—Us=s
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heifit inverse Graph Fourier-Transformation.

Durch Ubergang zur Spektraldomine offenbaren sich demnach die dem Signal s zu-
grundeliegenden Frequenzen und deren Gewichte. Da in dieser Arbeit nur eine Fourier-
Transformation von Bedeutung ist, werde ich das Wort Graph weglassen und nur von
Fourier-Transformation sprechen.

Die Signale, welche Gegenstand der vorliegenden Arbeit sind bilden eine eigene Klasse
von Signalen. Die k-bandlimitierten Signale. Thre charakterisierende Eigenschaft liegt
darin begrindet, dass sie nur von den ersten k Basisvektoren von U abhdngen [1].

Definition 2.1.4 Sei G ein Graph mit Laplace-Matriz L = UAUT. Ein Signal s auf G
heifit k-bandlimitiert, wenn es ein k € N\ {0} gibt mit

S € span [ul, . ,uk] (2.4)

Alternativ zur Definition 2.4 konnen besagte Signale in der Spektraldoméne definiert
werden [2]. Hier ergibt sich eine &hnliche Definition.

Definition 2.1.5 FEin Signals s auf G heifit k-bandlimitiert, wenn es ein k € N\ {0}
gibt, sodass fiir die Fourier-Koeffizienten von 3 = U's gilt:

8, =0 Vi>k (2.5)

Bemerkung: Das in Abbildung 2.1 gezeigte Signal ist ein k-bandlimitiertes Signal mit
k = 50.

2.2 Abtastung und Rekonstruktion von Signalen

Beim Abtasten eines Signals s = (sq,. .., sn)T € R" werden aus den n Eintragen m
Stiick ausgewahlt, wobei m < n. Dadurch entsteht ein neues Signal in R™ . Besagter
Vorgang kann durch die Multiplikation mit einer Abtastmatrix M € R™*"™ realisiert
werden.

M :R" — R™; (2.6)
s+—— Ms =: s,y



2.2 Abtastung und Rekonstruktion von Signalen

Die gegensétzliche Operation, bei der aus einem reduzierten Signal s;; das urspriingliche
wieder gewonnen werden soll, wird als Rekonstruktion bezeichnet. Auch dieser Vorgang
kann mittels einer Multiplikation mit einer Matrix & € R™*" realisiert werden.

o R" — R™; (2.7)
sy — Ps=:¢

Es stellt sich die Frage, wie gut die Rekonstruktion s’ an s ist, ob zum Beispiel der
Fall s’ = s erreicht werden kann. Die Antwort darauf lautet allerdings nein, nicht im
Allgemeinen, denn es gilt:

s=0sy =dMs e OM =1, (2.8)

wobei rank(®M) < k < n = rank(I,) und somit ®M # I,. Perfekte Rekonstruktion
ist also im Allgemeinen nicht maoglich [2].

Bevor ich weiter auf die Thematik eingehe mochte ich kurz anreifien, wo das Abtasten
und das Rekonstruieren von Signalen in der Praxis Anwendung finden kann:

1. Sensornetzwerk

Gegeben sei ein Netzwerk bestehend aus n Sensoren, die alle stets zum selben
Zeitpunkt eine Messung vornehmen. Das zugrundeliegende Netzwerk sei ein zu-
sammenhangenden Graph. Die Signale auf diesem Netzwerk sind dann gerade die
n Messungen zu einem festen Zeitpunkt ¢.

Jetzt seien k der n Sensoren defekt. Die Signale bestehen jetzt nur noch aus (n—k)
Messungen, die Messwerte an den defkten Stellen sind nicht verfiighar. Kann dass
Signal allerdings rekonstruiert werden, so konnten die Messwerte an den defekten
Stellen rekonstruiert werden.

2. Datenkompression
Angenommen aus einem gesampleten Signal s;; kann das urspriingliche Signal
gentigend gut rekonstruiert werden. Dann kann der Speicherbedarf fiir das Signal
s auf den von s, reduziert werden. Wenn jetzt die Zahl der gespeicherten Signale
sehr grof§ ist und/ oder m < n kann eine entsprechend grole Menge an Speicher
gespart werden.

Definition 2.2.1 Sei s € R" ein Signal.

(i) Definiere in Anlehnung zur p-Norm ||s[lo := #{i € N | s; # 0} also die Anzahl der
nicht-null Eintrdge in s.
Definiere ferner die Menge ¥y := {s € R"| ||s]lo < k}

(ii) Ein Signal s heif$t k-diinnbesetzt wenn s € ¥y gilt.
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Wie in (2.8) gesehen scheitert der Versuch einer perfekten Rekonstruktion im Allgemei-
nen an dem unterbestimmten Gleichungssystem ®s,,;. Wenn jetzt allerdings s diinnbe-
setzt ist kann die Rekonstruktion trotzdem gelingen. Geméafl Definition 2.5 kénnen k-
bandlimitierte Signale in der Spektraldoméne auch k-diinnbesetzte Vektoren aufgefasst
werden. Demnach besteht bei bandlimitierten Signalen die Moglichkeit der perfekten
Rekonstruktion.

Der Themenkomplex, der sich mit der Approximation durch moéglichst diinnbesetzte
Vektoren befasst, wird Compressive Sensing genannt.

Bemerkung: Das Gebiet COMPRESSIVE SENSING ist ein sehr junges Forschungsge-
biet, deren Fachartikel fast alle auf englisch publiziert werden. Fir viele Fachbegriffe
existiert noch keine deutsche Ubersetzung, die sich in den Artikeln wiederfindet. Da-
her habe ich die wichtigen Fachbegriffe nicht tibersetzt, sondern im englischen Original
gelassen.

Ein erste Ansatz um eine Rekonstruktion fiir s zu bestimmen ist durch die Losung des
Lo - Minimierungsproblems gegeben [10]:

Irel]% 1z llo uwdN. Mz=sy (2.9)

Der Ansatz zur Rekonstruktion besteht hierbei darin z als Rekonstruktion von s zu
akzeptieren, wenn die Abgetasteten Versionen z,; und s, tibereinstimmen und z gleich-
zeitig eine minimale Anzahl an Eintragen besitzt.

Das Losen von (2.9) ist im Allgemeinen allerdings NP-schwer [10], was eine algorithmi-
sche Losung schnell zu aufwendig werden lasst.

Um dieses Problem zu umgehen, wird ein dhnliches Problem formuliert [10].

2161]% [EAIR uwd N, Mz=sy (2.10)
Dabei handelt es sich um ein konvexes Optimierungsproblem, welches durch Lineare
Programmierung gelost werden kann. Die algorithmische Losbarkeit von (2.10) ist damit
wesentlich besser. Diese Vorgehensweise beruht auf der Hoffnung, dass eine Losung von
(2.10) eine vertretbare Losung von (2.9) darstellt. Das ist der Fall wenn ||z||p < k& und
I2]li < K gilt.

Bemerkung: Analog zum Fall p = 1 in (2.10) kann auch jeder Wert p > 1 gewdhlt
werden.

10



2.2 Abtastung und Rekonstruktion von Signalen

Definition 2.2.2 (NSP-Eigenschaft) Fine Matriz M € R™ ™ erfillt die Null-Space-
Property NSP der Ordnung k mit Konstante vy € (0,1) wenn gilt:

lorll < 7 [lore]|

fir alle T C {1,...,n} mit |T| < k und fir alle v aus ker(M ). Dabei bezeichnet T :=
{1,...,n}\ T das Komplement von T.

Als néchstes mochte ich darstellen, dass die (NSP)-Eigenschaft eine gute Matrix zur
Abtastung auszeichnet.

Satz 2.2.1 Sei s € R" ein Signal und M € R™*" eine Abtastgmatriz mit der N.SP-
Figenschaft der Ordnung k fiir einen geeigneten Werte von . Ferner sei x* die Rekon-
struktion an s, welche durch Lésen von (2.10) hervorgeht. Dann gilt:

2(1
20+79) inf ||z — z|);.

*
— <
Js ol < T2 g

Insbesondere folgt fiir s € ¥, dass

|ls—2*|1 =0 <= z=ua"

Beweis: Siehe [10], Theorem 3.2. [

Wie schon oben erwéhnt ist damit die Moglichkeit einer perfekten Rekonstruktion von
einigen k-bandlimitierten Signalen in der Spektraldoméane gezeigt.

Allerdings ist es sehr komplex fiir eine gegebene Matrix zu beweisen, dass sie der Be-
dingung NSP] geniigt.

Definition 2.2.3 (RIP-Eigenschaft) Die restricted isometry Konstante 0;, der Ma-
triz M € R™*™ st die kleinste Zahl sodass fiir alle z € ¥y, gilt:
(L =du)llzll; < [IM2]3 < (14 ) 1215

FEine Matrixz M erfillt die restricted isometry Figenschaft der Ordnung k, mit Kon-
stante 8, wenn & € (0,1).

Satz 2.2.2 M € R™*" besitze die RIP FEigenschaft der Ordnung k mit 6y € (0, 1), wobei
k =a+0b. Dann besitzt M auch die NSP FEigenschaft der Ordnung a mit

TN )

(2.11)

11
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Beweis: Siehe [10], Lemma 3.3. |

Der obige Satz sagt somit vor allem aus, das die RIP-Eigenschaft die NSP-Eigenschaft
impliziert. Somit reicht es aus, fiir eine Matrix die RIP-Eigenschaft zu zeigen, was sich
oftmals als leichter erweist.

Zur Abtastung von k-bandlimitierten Signalen bietet sich eine Matrix M also vor allem
dann an, wenn sie die RIP-Eigenschaft der Ordnung a > k erfiillt.

2.3 Filter auf Graphen

Filter bilden eine allgemeine Klasse von Operationen mit denen auf Signalen gearbei-
tet werden kann. Typischerweise sollen die Frequenzen eines Signals s gefiltert werden,
indem zum Beispiel diejenigen, die oberhalb einer gegeben Schranke liegen, abgeschnit-
ten werden. Wie diese Filter auf einem Graphen definiert und genéhert werden kénnen
mochte ich hier darstellen.

2.3.1 Konstruktion von Filtern

Im Rahmen der Signalverarbeitung auf Graphen werden Filter oft mit Hilfe der Spek-
tralzerlegung der Laplace-Matrix L konstruiert. Dabei wird eine Funktion auf dem Spek-
trum o(L) von L definiert und mit Hilfe der Fourier-Transformation auf den Graphen
ausgeweitet. Dies ist der Inhalt dieses Abschnitts.

Definition 2.3.1 Ein Graph-Filter F ist eine Operation

.FISG—>SG;
s+— F(s):=sr

welche ein gegebenes Signal s auf ein anderes sy abbildet. Dabei ist sowohl s also auch
sy auf dem selben Graphen definiert. Der Filter F ist durch eine Matriz gegeben [15].

Definition 2.3.2 Sei G ein Graph mit Laplace-Matriz L und bezeichne o(L) das Spek-
trum von L. Eine Abbildung

h:o(L) — R,

welche die Frequenzen von L in die reellen Zahlen abbildet heifst Frequenzfilter auf G.
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2.3 Filter auf Graphen

Definition 2.3.3 FEine Funktion hy : R — {0,1} heifst idealer Tiefpassfilter mit
Abschneidefrequenz X > 0, wenn gilt:

1 wennte |0,
a(t) = { 0,
0 sonst

Die beiden letzten Funktionen geniigen der Definition 2.3.1 nicht, da sie nicht auf dem
gesamten Graphen operieren. Daher soll als nachstes der Wirkungsbereich dieser Funk-
tionen so erweitert werden, dass sie Signale aus der Knotendoméane von G als Eingabe
erhalten konnen. Sie stellen damit Filter auf G dar.

Das Vorgehen ist dabei wie folgt:

Es sei s ein auf den Knoten von G definiertes Signal. Dann erlaubt die Darstellung
von s keinerlei Aussagen iiber die Frequenzen. Durch Ubergang zur Spektraldomine
kann die Funktion auf das Spektrum von L angewendet werden und das Resultat mit
dem urspriinglichen Signal multipliziert werden. Anschliefend kann die Inverse Fourier-
Transformation genutzt werden, um erneut ein Signal in der Knotendoméne zu erhalten

[7] und [1]. Im Detail heiBit das:
(i) Berechne die Zerlegung L = UAUT und wende die Fourier-Transformation an:
5=U"s
Dabei entspricht jetzt 8 der Darstellung von s in der Spektraldomane

(ii) Durch die Zerlegung von L sind die Eigenwerte A verfiigbar und der Frequenzfil-
ter kann auf jeden Eigenwert angewendet werden. Das Resultat wird dann mit §
multipliziert, um eine Gewichtung durch den Filter zu erhalten.

h(A)8 = h(A)Us.
Dabei gilt h(A) := diag [h(A1), ..., h(A,)]-

(iii) Schliefllich soll eine Darstellung des gefilterten Signals in der Knotendoméne ge-
funden werden. Dafiir bietet sich die inverse Fourier-Transformation an, was eine
Multiplikation mit U bedeutet:

Somit wurde ein Filter auf G konstruiert, indem eine Funktion auf o(L) definiert wurde
und dann mit Hilfe der Transformationen GFT und IGFT auf den Graphen ausgeweitet
wurden. Die obige Uberlegung legt folgende Definition nahe:

13



2 Signalverarbeitung auf Graphen

Definition 2.3.4 Fiir ein Signal s € R™ auf G und eine Funktion h : R — R bezeich-
net

h(Ar) 0
Sy = U T UTS

das durch h gefilterte Signal.

Abschliefend mochte ich folgendes Korollar festhalten, welches im spéateren Verlauf eine
gewisse Rolle einnehmen wird.

Korollar Sei s € R™ ein k-bandlimitiertes Signal und sei Ay der k-te Eigenwert von L.
Ferner sei hy, ein idealer Tiefpassfilter mit Abschneidefrequenz A. Dann folgt:
Udiag [Ar, ..., A, 0,...,0]UTs. (2.12)

ShAk =

Tiefpassfilter bieten sich demnach an um k-bandlimitierte Signale zu filtern [1].

2.3.2 Polynomielle Approximation eines Filters

Gegeben sei ein Frequenzfilter h : 0(L) — R auf G. In Definition 2.3.4 wurde gezeigt
wie die Operation von h auf den gesamten Graphen ausgedehnt werden kann. Dafiir wird
die Zerlegung von L benotigt, deren Berechnung fiir grofe Werte von n viel Zeit und
Rechenleistung in Anspruch nimmt. In diesem Abschnitt mochte ich daher aufzeigen,
wie die Wirkung eines Filters durch ein Polynom geschatzt werden kann, ohne Einsatz
der Matrix U.

Sei dazu

ein Polynom vom Grad d. und h : R — R eine Funktion, die durch x approximiert
wird. Gemeint ist damit

fir alle x innerhalb eines entsprechenden Bereichs. Dann kann wieder die Fourier-
Transformation benutzt werden, um den Wirkungsbereich von x auf G auszuweiten.
Folglich gilt fiir ein gegebenes Signal s

Kk~ h— s, ~ sy

14



2.3 Filter auf Graphen

Somit muss k nur h approximieren, damit selbiges fiir die gefilterten Signale gilt. Aller-
dings ist der Tiefpassfilter (2.3.3) nicht stetig aufgrund der Abschneidefrequenz, wihrend
ein Polynom stets stetig ist. Daher auch der Name idealer Tiefpassfilter in Definition
2.3.3, denn eine stetige Approximation wird im Bereich der Abschneidefrequenz nicht
beliebig genau sein konnen.

Um unnétig viele Notationen zu vermeiden setzte ich fiir ein Polynom x(t) = X%, a; 2
und eine beliebige Matrix A € R"*"

d
K(A) == a; A’
=0

wobei A% := 1.
Satz 2.3.1 Sei L eine Laplacematire und k = Zg:(] a; x' ein Polynom vom Grad d,
dann gilt:

(i) k(L) = k(UAUT) = Uk(A)UT.

(ii) L' = UNUT fiiri € N.
Beweis:

(i) Fiir eine beliebige Potenz i € {0,...,n} und beliebiges o; € R gilt:

o (UAUT) = o (UA UT UAUT .. UAUT - UAUT) = o, (UNUT)
—— ——

=1, =1

(2.13)

Folglich erhdlt man
d i d .
K(L) =k (UAUT) = a; (UNUT) =U lz a; A"] UT=Ur(NUT
i=0 i=0

da die Summe nicht linger von U und UT abhdngt.

(ii) Folgt aus 2.13 durch Wahl von a; = 1. [

15



2 Signalverarbeitung auf Graphen

Damit folgt fiir x als polynomielle Approximation an den Frequenzfilter A mit 2.13 [1]:
s, =Ur(MU'" s

= zd:ai Udiag[)\ﬁ,...,)\;} U's

=0

d
= Z a; LZ S.
=0

Damit kann das Filtern ohne die Zerlegung von L umgesetzt werden, wenn die zugrun-
deliegende Funktion k, als polynomielle Naherung von h, gegeben ist. Ferner reduziert
sich das Filtern auf Matrix-Vektor Multiplikationen. Wenn L dann diinnbesetzt ist kann
das Filtern algorithmisch gut umgesetzt werden [1].

Definition 2.3.5 Fiir ein Polynom k = Y% ,q; 2" ist der polynomielle Filter r
vollstandig spezifiziert durch die folgenden Angaben.

(i) Die Koeffizienten
(i) Den Grad des Polynoms d.

Seine Gestalt ist dann durch die entstehende Matriz k = Z;'i:o a; L' gegeben [7].
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3 Das betrachtete Verfahren

An dieser Stelle soll die Arbeit der Autoren nachvollzogen und dargestellt werden. Zu-
erst wird ein Verfahren zum randomisierten Abtasten bandlimitierter Signale hergeleitet
sowie eine geeignete Approximation. Auch hierbei besteht das Ziel darin, ohne Zerlegung
von L auszukommen.

Anschlieflend wird ein Verfahren zur Rekonstruktion der Signale aus den abgetaste-
ten Versionen vorgestellt. Das Verfahren beruht darauf ein diinnbesetztes lineares Glei-
chungssystem zu losen und ist damit algorithmisch gut losbar.

Im Anschluss werde ich darauf eingehen, wie die Methoden in PYTHON implementiert
wurden.

3.1 Das Abtasten der Signale

An dieser Stelle soll das in [1] benutzte Verfahren zur Abtastung der Signale genauer
dargestellt werden. Wie schon erwiahnt basiert die Abtastung auf einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung P, gemafl derer abgetastet werden soll. Dem Signal werden demnach
zuféllig FEintrdge entnommen. In Anlehnung an (2.6) soll zur Realisierung der Abtas-
tung eine Matrix M genutzt werden. Das eigentliche Verfahren zur Abtastung moéchte
ich nun darstellen.

Aus der Indexmenge [ := {1,...,n}, welche die Knoten des Graphen durchlauft, sollen
m Indizes zuféllig entnommen werden, wobei m < n gelte. Sei dazu P eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf I, welche durch den Vektor

p:=(py,...,p,) €R" (3.1)

reprasentiert sei. Dabei gelte p, > 0 fiir alle 7 € I.
Die Menge Q = {wy,...,wn} wird nun gewonnen, indem m Indices aus I geméB p
gezogen werden (mit zuriicklegen). Dabei gilt:

P(Wj =i)=p;

furalle j € {1,...,m}und ¢ € I [1]. Die Menge €2 enthélt die Indizes an denen das Signal
spiter abgetastet werden soll. Eine Matrix, die den Vorgang der Abtastung umsetzt kann
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3 Das betrachtete Verfahren

in jeder Zeile hochstens einen nicht-null Eintrag besitzen. In diesem Eintrag sollte eine 1
stehen damit bei der Matrixmultiplikation nur der gewiinschte Eintrag von s abgetastet
wird. Dies fiithrt zur folgenden Definition.

Definition 3.1.1 Gegeben sei ein Graph mit n Knoten und die Menge Q2 = {w1, ... ,wn},
welche m zufillig gezogene Knoten-Indizes enthalte. Dann besitzt die Abtastmatrix
M = (m);; € R™™ folgende Gestalt.

1 = w;

- { wenn j = w (3.2)
0 sonst

fir alle 5 € {1,...,m} und i € {1,...,n}. Das Abtasten eines Signals s wird dann

durch eine Multiplikation mit M durchgefiihrt und mit sy, := M s bezeichnet.

Korollar Sei s € R" ein Signal auf einem Graphen und M eine Abtastmatriz. Dann
gilt fir das abgetastete Signal sy

(sm); = (8)u

Im Fall von m < n ist M entsprechend diinn besetzt, wodurch das Abtasten algorith-
misch gut realisiert werden kann.

Es stellt sich die Frage an wie vielen Stellen ein k-bandlimitiertes Signal auf G’ min-
destens abgetastet werden sollte. Um hierfiir ein verniinftiges Mafl zu haben wird die
gewichtete Graph Kohdrenz eingefiihrt, welche eine untere Schranke an die Anzahl der
zu messenden Eintrage m liefern wird.

Definition 3.1.2 Sei p € R™ ein Wahrscheinlichkeitsvektor wie in (3.1) und G ein
Graph. Die gewichtete Graph Kohdrenz der Ordnung k fir das Paar (G, p) ist
definiert als

2} '

Die Intuition hinter der letzten Definition ist dabei wie folgt begriindet:

Gegeben sei das Signal e; € R"™, welches im i-ten Eintrag den Wert 1 und sonst den
Wert 0 annimmt. Durch Ubergang zur Spektraldarstellung é; = U, ¢;, erhélt man die
ersten k Fourier Koeffizienten des Signals. Dabei beschreibt der Quotient

v} = max ‘ U, e;
P i<i<n pi k=

T T
HUk €l HUk Cilly T

lUTeill, el

2
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3.1 Das Abtasten der Signale

wie viel Energie von e; auf den ersten k£ Fourier Koeffizienten verteilt ist, im Verhéltnis
zu Verteilung auf allen.

Durch die Betrachtung von ||U,] e;|| kann jetzt eine Fallunterscheidung vorgenommen
werden [1]:

(i) Wenn ||U,e]|ls = 1 gilt, so gibt es k-bandlimitierte Signale auf G, welches sei-
ne Energie ausschliefilich auf dem i-ten Knoten annimmt. In diesem Fall sollte
besagter Knoten also mit hoher Wahrscheinlichkeit gewédhlt werden.

(ii) Gilt hingegen ||U, e;||2 = 0 gibt es kein bandlimitiertes Signal auf G, dessen Wert
auf dem i-ten Knoten nicht null ist. Dieser Knoten kann also getrost nicht gewéhlt
werden.

(iii) In den anderen Fillen gibt ||U e;]la = 8 ¢ {0,1}, ein MaB fiir den Einfluss der
ersten k Fourier Koeffizienten.

Damit ist klar, dass sich die Eintrdge von p an den Werten von ||U/ ¢;|l2, i = 1,...,n
orientieren sollten. Der i-te Eintrag p; sollte grofie Werte annehmen, wenn [|U, ¢;]|» dies
tut. Entsprechend sollten kleine Werte von ||U,! e;||» auch kleine Werte von p; bedeuten.

Satz 3.1.1 Sei G ein Graph und p € R™ reprisentiere eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung auf den Knoten von G Ferner sei 1 < k < n. Dann gilt fiir die gewichtete Graph
Kohdrenz der Ordnung k:

oF > Vi (3.3)

p

Beweis: Da die Spalten von Uy normalisiert sind folgt

ipiHU‘jei < max [ Yopo=(uh)"

1<i<n

2
_ 2
i—1 D; D; i=1

2
2

2
2

n
b= Ukl = X||Ufe
i=1

Als nachstes soll mit Hilfe von 'U’; gezeigt werden, dass die Abtastmatrix M die RIP-
Figenschaft der Ordnung k erfillt.

Theorem 3.1.1 (RIP-Eigenschaft der Abtastmatrix) Sei M eine Abtastmatriz kon-
struiert gemaj$ der Verteilung p. Dann gilt fir alle 6,¢ € (0,1) mit einer Wahrschein-
lichkeit von mindestens 1 — e:

(=8 lsl < [P0 < (1 4+6) sl
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3 Das betrachtete Verfahren

fir alle s € span (uq, ..., u) wobei
3 /2 2k
> — -1 — . 3.4
mz g (ih) o (%) (3.4
Beweis: Siehe [1], Theorem 2.2. |

Aus dem letzten Theorem folgt unmittelbar:

o LMP~'/2 erfiillt die Rip-Eigenschaft der Ordnung k. Folglich sollte mit ihr die
Abtastung der Signale durchgefiihrt werden.

e Da (05)2 > k miissen mindestens k Eintrige abgetastet werden.

Um die Anzahl der benétigten Messungen zu reduzieren sollte die Verteilung p so ge-
wahlt werden, dass v’; moglichst kleine Werte annimmt. Dabei ist es sogar direkt moglich
eine Verteilung zu wahlen, so dass v’; = vk gilt. Diese Verteilung ist dann optimal im
dem Sinne, dass sie mit der kleinst moglichen Zahl an Messungen auskommt.

Definition 3.1.3 Fiir einen Graphen G mit entsprechender Laplace-Matriz L = UAU T
sei die Verteilung p* durch folgende Eintrige gegeben

[ote, .
pi*::T i=1,...,n. (3.5)

*

p* ist dabei optimal in dem Sinne, dass durch die Wahl von p* die Graph-Kohdrenz
den kleinstmoglichen Wert annimmt. Daher wird p* ab jetzt optimale Verteilung
genannt.

Die Optimalitdt durch das folgende Theorem sichergestellt.

Theorem 3.1.2 (Optimalitat von p*) Durch die Wahl von p* kann die untere Schran-
ke v;f = 'k immer erreicht werden.

Beweis: Fliir p* muss zum einen geprift werden, dass es um ein Wahrscheinlichkeits-
verteilung handelt und dass (v’;*)2 =k gilt.

2 . . .o .
, = E= Ukl prey = 'k = 1, also ist p* eine zuldssige

(i) ot =k 3 [0l
i=1 i=1

Wahl.
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3.2 Approximation der optimalen Verteilung p*

U,;rei

2 AT 2
I = [ {lrei} VB ] = V2 = b wouren

die Optimalitit bewiesen ist.

(i1) (v’;*)Q = { max {pZ*

1<i<n

Dadurch das die untere Schranke stets erreicht wird, kann Theorem 3.1.1 entsprechend
vereinfacht werden.

Korollar Sei M eine Abtastmatriz konstruiert mit p*. Dann gilt fir alle 6,¢ € (0,1)
mit einer Wahrscheinlichkeit von (1 —€) :

(1 =)lsli < — |[MP2|] < (146)]s]3

fiir alle s € spann (uy, ..., ug) mit

Nachdem die Optimalitidt von p* bewiesen wurde, soll jetzt ein Verfahren zur Approxi-
mation hergeleitet werden.

3.2 Approximation der optimalen Verteilung p*

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie die optimale Verteilung p* (siehe (3.5)) ge-
schétzt werden kann, ohne die Zerlegung von L zu berechnen. Der Ansatz besteht im
wesentlichen aus zwei Schritten: Im ersten Schritt wird erlautert wie Eintrédge von p*
geschétzt werden konnen, indem standard-normalverteilte Signale mit Hilfe von s ge-
filtert werden. Dabei muss die Abschneidefrequenz Ay geschétzt werden. Des Weiteren
wird die Anzahl der dafiir benétigten Signale abgeschétzt.

Im zweiten Schritt wird ersichtlich, wie besagter Eigenwert geschétzt werden kann, eben-
falls durch Anwendung des Filters k.

Die Autoren folgen dabei einem Ansatz aus [6], indem die Anzahle der Eigenwerte einer
hermiteschen Matrix, durch filtern von zufélligen Signalen, geschatzt wird.
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3 Das betrachtete Verfahren

3.2.1 Schatzung der Eintrage von p*

Angenommen Ay sei bekannt und s € R" sein ein Signal auf G, wobei die Eintréige s;
standard-normalverteilt seien. Wird s durch den Tiefpassfilter (siche Definition 2.3.3)
hy, gefiltert folgt

Sy, = Udiag{)\l,...,}\k,o,...,o UTs = U, U] s.

Das liefert fiir den i-ten Eintrag des gefilterten Signals
(Sh)‘k)i = s,lk e; = sTUkU,;rei.

Hierin liegt der Kern des Verfahrens, denn durch den i-ten Eintrag des Signals kann der
gewiinschte Wert ||U,] e;]|3 geschétzt werden.

2
Theorem 3.2.1 Fiir den Erwartungswert von (thk) gilt:

(s1s.);] = e

Beweis: Zur besseren Lesbarkeit bezeichne h := hy, den Tiefpassfilter mit Abschneide-
frequenz Ay.

E

2
9"

E{(sh)f] _ EKeJUkUJs) (JU,CUJ)} — U, - E[ssT] - U] e

——
=Cov(s)=1
= ¢ U Ul U Ule; = ¢ UU) e
=T
_ T P
- H Uy €i 2
da die Fintrdage von s standard-normalverteilt sind. |

Somit erhalt man zum Beispiel eine Naherung der optimalen Verteilung indem J zuféllige
Signale s',..., s’ mit der selben Verteilung wie s erzeugt und anschlieBend die Werte
(Sny, )i gemittelt werden fiir alle i € {1,...,n}.

Dabei soll statt des idealen Tiefpassfilters hy die Naherung xy genutzt werden. Allerdings
entsteht somit auch ein Approximationsfehler, welcher komponentenweise betrachtet
werden kann.

Sei dazu hy der ideale Tiefpassfilter von L mit Abschneidefrequenz A Definiere den
Approximationsfehler von x im i-ten Eintrag durch

é)\()\l) = /i}\()\z) - h>\<)‘2)
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3.2 Approximation der optimalen Verteilung p*

und setzte ferner
E)\ = dlag é)\(>\1)7 e ;é)\<)\n) € Rnxn.

Dann beschreibt E den gesamten Approximationsfehler von k) an hy.

Theorem 3.2.2 Secien s',..., s’ € R" J unabhdingige, gauss-verteilte Zufallsvektoren
mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatriz J I und sei kx eine polynomielle Niherung
an den idealen Tiefpassfilter hy. Des Weiteren sei j* der gréfite Index sodass Xjx < X
qgilt.

Dann existiert eine Konstante C' > 0 so dass fiir alle €,0 € (0,1) mit einer Wahrschein-
lichkeit von mindestens (1 — €) fiir die gefilterten Signale gilt:

2 J 2
T T )2 T T
(1) ‘HUj*ei ,— | BU e, | < ;}(sg) < (1+0) ‘HUj*ei L+ [ BUTe]
fir alle i € {1,...,n} unter der Annahme dass gilt
C 2n
72 5108 ()
Beweis: Siehe [1], Theorem 4.1. |

Durch die Wahl von ky = hy in Theorem 3.2.2 folgt Ex = 0 und folglich

(1-0)||ve

2
.

2 T, N\2
.
L <Y < 0o
J:
Wenn also ky gentigend genau hy approximiert folgt im Kontext von Theorem 3.2.2:

J

. 2 )
Z(Sfm)i ~ |Ul e, firi € {1,...,n},
Jj=0

wodurch eine Naherung fiir den gewtinschten Wert gegeben ist. Dabei betrigt der Fehler
in jeder Koordinate mindestens §.

SchlieBlich soll nun mit der erhaltenen Naherung die Eintrage der optimalen Verteilung
geschitzt werden.

Gemaf (3.5) sind die Eintrage der optimalen Verteilung p* gegeben durch

O LA 2 A
A T SN AT
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3 Das betrachtete Verfahren

wodurch nun eine Schitzung der Eintrage von p* gegeben ist durch

.\ 2
S0 (5)
j=0 cx/;

n J Sj 2
i=1 2uj=0 \5er ),

Damit ist die Verteilung p bestimmt.

3.2.2 Schatzung des Eigenwertes \;

Im zweiten Schritt soll der Eigenwert A geschéatzt werden. Dabei wird je eine obere und
eine untere Schranke an A; angegeben und das so entstehende Intervall zur Approxima-
tion genutzt.

Sei dazu A bekannt und hy sei der ideale Tiefpassfilter mit Frequenz Ap. Theorem
(3.2.2) besagt in diesem Fall

— )|t zJj (0] < (1+9) JUf;.

denn in diesem Fall ist die Approximation exakt, also Fy, = 0 € R™*". Ferner folgt durch
Summierung

n n J n
(1—5)2”@1 < YY) < (1+5)_21HU;2

i=1j=1

Wie schon vorher bezeichnet auch hier j* den grofiten Eintrag mit A« < Xj;. Ferner
gilt, da die Spalten von U normalisiert sind

n 2
T

4 2

i=1

2 .
= [|Uj+lpep, = 7"

Durch zusammenfassen der obigen Ergebnisse folgt somit:

n J
(1-9¢ '*SZZ% < (1+9)5*

Das zeigt, dass die quadrierten Eintrage des gefilterten Signals den Wert j* schatzen.
Daher gilt

i Z <8h>\)? ~ j*‘

i=1j=1
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3.2 Approximation der optimalen Verteilung p*

Durch Dichotomie kann jetzt ein Intervall der Form (Apin, Amaz) gefunden werden, so-
dass (k — 1) Eigenwerte unterhalb von \,,;, liegen und k Stiick unterhalb von \,.;.
Demnach liegt der gesuchte Eigenwert Ay in dem Intervall (Apin, Amaz) und kann zum
Beispiel durch den Wert

)\ma:c + >\mzn

Ak% 5

geschétzt werden [1].

Bemerkung: An dieser Stelle fallt nicht nur der Approximationsfehler von Ay ins Ge-
wicht, sondern es entstehen weitere Fehler durch die Wahl eines Polynoms k, welches
den Tiefpassfilter approximieren soll.

Damit sind alle Teile zusammengetragen, um den Algorithmus zu Approximation der
optimalen Verteilung zu erstellen:

Im Kern besteht Algorithmus 1 aus zwei Teilen:
1. In Zeile 4 — 10 wird der Eigenwert A, geschétzt. Dazu wird Ay zunéchst durch

(Amaz + Amin)/2 geschatzt und als Abschneidefrequenz fir  benutzt. Der Filter
wird im Anschluss durch die 1F-Abfrage gepriift:

a) Sollte die Summe der gefilterten Signale grofier als k sein, werden zu vie-
le Eintrage beibehalten. Die Abschneidefrequenz ist also zu hoch und wird
entsprechend reduziert.

b) Im entsprechend anderen Fall werden zu wenige Signale beibehalten und die
Abschneidefrequenz wird erhoht.

Anschliefend wird die Abbruchbedingung der WHILE-Schleife gepriift. Die Schleife
bricht ab, wenn die Abschneidefrequenz genau genug approximiert wurde.

2. Im zweiten Schritt werden die gefilterten Signale genutzt, um die Eintrage der
geschétzten Verteilung zu Berechnen. Diese werden dann ausgegeben.
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3 Das betrachtete Verfahren

Algorithmus 1 : Schitzung der optimalen Abtastverteilung

Input : G = (V,E, W) ein Graph mit |V| =n
Bandlimit k

Toleranzniveau eps € (0, 1)

An, Ndherung an den grofiten Eigenwert von L

Output : p, die Schiatzung der optimalen Verteilung p*.

1 Setze J = 2log(n) und erzeuge J Zufallsvektoren s', ..., s’ wie in Theorem 3.2.2.
2 Amax = An7 )\min = O, A= An/2
3 p=0eR"

4 while round( " 23]21(3%)?) #k or |Muaz — Amin| > €ps Mpaz do
5 | if round (Z;;l ijl(sf%)?) > k then
6 | | Anar =2

7 else
51| A =2

9 A= (/\maw + )\mzn)/Q
10 Berechne «;, die Koeffizienten von k) zur Approximation des Tiefpassfilters h,.

11 fori=1,..., ndo

2| b= (X(s0,)?) /(S ) (sl,)?)

3.3 Rekonstruktion k-bandlimitierter Signale

Beim Rekonstruieren eines Signals soll aus einem abgetasteten Signal s;; das urspriing-
liche Signal s geschétzt werden. Ziel diese Abschnittes ist es jetzt ein Rekonstruktions-
verfahren fiir k-bandlimitierte Signale herzuleiten.

Dabei ist anzunehmen, dass die erhaltenen Indizes w; nicht den exakten Eintragen des
Signals entsprechen sondern mit Fehlern behaftet sind, dem sogenannten Rauschen. Der
Grund fiir diese verrauschten Eintrage konnen zum Beispiel Messfehler sein. Der Signal-
wert wird also durch die Messung leicht verfalscht. Sei dazu s); = M s ein abgetastetes
Signal. Dann hat s,; durch die Messung folgende Gestalt:

sy=Ms+n, neR™

Dabei wird das Rauschen in der ¢-ten Koordinate von s, durch den i-ten Wert von n
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3.3 Rekonstruktion k-bandlimitierter Signale

modelliert, wobei n ein beliebiger Vektor sein kann, die Autoren schrénken das Rauschen
nicht durch etwaige Annahmen ein [1].
Angenommen eine Basis von span(Uy) wére bekannt, dann wiirde das Losen von

min || Mz — su||, (3.6)

zespan(Uy)

eine Rekonstruktion an das urspriingliche Signal s liefern. Dies ist ein intuitive Ansatz.
Allerdings wurde in (3.1.1) nur fiir die Matrix m~' MP~"/? = m~! P51/2M die RIP-
Eigenschaft gezeigt, nicht fiir M alleine. Dabei ist die Diagonalmatrix Pg € R"™*™ wie
folgt definiert [1]:

(Pq)ii = P,

Daher wir in (3.6) eine Gewichtung mit P51/2

zu erhalten.

vorgenommen, um die RIP-Eigenschaft

min
z€span(Uy)

Py'% (Mz - sy)], (3.7)

Der néchste Satz zeigt, das die Losung von (3.7) eine sinnvolle Rekonstruktion an s
darstellt [1].

Satz 3.3.1 Sei G ein Graph. und Q = {w1,...,wy,} eine Menge von m Indices aus
{1,....n} unter der Benutzung von p € R". Dabei sei m > 3 (vk)*log(%E). Ferner sei
M die zu Q2 gehorige Abtastmatriz. und €,0 € (0,1).

Dann gilt mit einer von Wahrscheinlichkeit von mindestens (1—e¢) fir alle x € span(Uy,)
und fir allen € R™:

(i) Sei x* die Lésung von (3.7), wobei sy = Ms + n gelte. Dann folgt:

#‘
m (1 —90)

[ = sll2 < (3.8)

(ii) Es existieren Vektoren ng € R™ sodass fir die Lésung von Problem (3.7) mit
Sp = Ms + Ng gllt

lo* = slla >

1
/m(1+6)

Beweis: Siehe [1], Theorem 3.1. |

| P! ne, - (3.9)
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3 Das betrachtete Verfahren

Wenn keinerlei Rauschen vorliegt (also n = 0 € R™) gilt somit
|z* — s8]l <0 <= 2" =s. (3.10)

Somit zeigt sich erneut, dass fiir bandlimitierte Signale eine perfekte Rekonstruktion
moglich ist. Gleichsam ist damit gezeigt, dass 3.7 ein gewinnbringender Ansatz zur
Rekonstruktion der Signale liefert.

Wenn das Signal mit Rauschen versehen ist, wachst der Rekonstruktionsfehler linear
mit einem Faktor von || Pg"*n/;

Ein groBes Problem beim finden einer Lésung von (3.7) ist die Nebenbedingung
z € span( Uy)

Ohne weiteres ldsst sich nicht entscheiden, ob ein gegebener Vektor in span(Uy) liegt
oder nicht. Daher wére eine Berechnung der Basis U notwendig, dessen Vermeidung
allerdings treibende Kraft der bisherigen Uberlegungen war.

Um auch weiterhin dieser Linie treu zu bleiben soll die Nebenbedingung durch Einfiih-
rung eines Strafterms umgangen werden.

Sei dazu

g:R—R (3.11)

ein nicht-negatives, monoton wachsendes Polynom und v > 0 eine Konstante. Formuliere
das Minimierungsproblem

min
zER™

_ 2
PQl/2 (Mz— SM)HQ +~2"g(L)z (3.12)

Dabei ist g(L) positiv semi-definit und somit ist (3.12) ein konvexes, quadratisches
Optimierungsproblem [1, 18].

Der Idee des neuen Ansatzes besteht jetzt darin als Rekonstruktion potentiell alle Signale
auf G zu akzeptieren, also auch nicht k-bandlimitierte. Allerdings werden die Signale
durch den Term 7 2" g(L)z unterschiedlich gewichtet, in Abhéngigkeit von g. Folgendes
Beispiel soll dies verdeutlichen.

Angenommen g sei die Identitat auf R. Dann hat der Term die Gestalt

vz Lz =~ (z"U)A(U'2).

Dabei enthélt A die Frequenzen von L. Wenn jetzt das Signal U’z viele Nulleintrige
enthélt, nimmt der Term (2"U)A (U'z) einen kleinen Wert an. Mit anderen Worten
werden Signale mit hohen Frequenzen starker bestraft als Signale mit niedrigeren Fre-
quenzwerten, also zum Beispiel bandlimitierte Signale [1].

Da (3.12) ein konvexes und quadratisches Optimierungsproblem ist, sind die Losungen

28



3.3 Rekonstruktion k-bandlimitierter Signale

durch die Nullstellen der ersten Ableitung gegeben. Eine Losung von (3.12) kann folglich
durch Losen des Linearen Gleichungssystems

(MTPG'M +~g(L)] = = MTPg'sy (3.13)

gefunden werden [1].
Letztlich soll eine Fehlerschranke fiir die Nutzung der neuen Methode gegeben werden.

Satz 3.3.2 Sei M eine Abtastmatriz wie in (3.2) und sei My > 0 eine Schranke
sodass ||[MP7V2||y < Myae. Sei d,¢ € (0,1) und sei ferner m > = (vh)?log (%)

Mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens (1 — €) gilt fiir alle s € span(Ug), v > 0,
n € R"™ und alle nicht-negativen, nicht-fallende Polynome g mit g(Agr1) > 0.

Sei x* eine Losung von (3.7) mit syy = M s+ n. Dann gilt

2"' (Mmaz« g‘?i)k\i)l) + \/79(Ak)) HSH2:|

1 Mmar —-1/2
\W—%gKm- Nm n
m (1 — ) VI

und
(N ——) /e R L0 Ry
\/m 2 9(Ne+1)
wobei
o = UpUl v* und g = (I — UU) ) 2*.
Beweis: Siehe [1], Theorem 3.2. |

Der obige Satz kann genutzt werden, um die gesuchte obere Schranke fiir den Rekon-
struktionsfehler anzugeben.

Korollar (Rekonstruktionsfehler ohne Rauschen) Sei x* eine Lisung von (3.7)
und s € span(uy, . .., ug) das urspringlich Signal. Nehme ferner an, dass die Messungen
an dem Signal unverfdilscht durchgefihrt werden. Dann gilt:

- 1 9(Ax) 5 9)
[z — sl < NI |:Mmaacq sOwn) VY g | IIslla + o) s]]2

(3.14)
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3 Das betrachtete Verfahren

Beweis: Durch Anwendung der Dreiecks-Ungleichung folgt:
|z* — s, = H(UkU,I:C* — s) + (I — UkU,Dx* )
< oot —s|, + | (1-v7)ar], = lla* = sll, + 181,

Der Rest der Aussage folgt durch FEinsetzen von n = 0 € R™ in die beiden obigen
Ausdriicke. |

Somit ist fur den Fall g(A;) = 0 perfekte Rekonstruktion moglich, allerdings folgt dann
auch g(A1) = ... = g(Ax) = 0, da g monoton ist. Wenn g(A;) # 0 sollte v moglichst
g?%i)l) sollte minimiert werden, damit der
Gesamtfehler der Rekonstruktion minimiert wird.

Sind die Signale durch Rauschen verfilscht und die Funktion ¢ fest, so kann (3.14)

nahe an 0 gewdhlt werden und der Ausdruck

optimiert werden, indem - proportional zu HP51/ *nl|a/||s|l2. Um das Resultat noch
weiter zu verbessern sollte g(Ax) so klein wie moglich und g(Ay41) so grol wie moglich
gewahlt werden.

3.4 Implementierung des Algorithmus

Ziel dieses Abschnittes ist es die wichtigsten Details der Implementierung darzustellen.

Der betrachtete Algorithmus wird von der Wahl des Filterpolynoms x mafigeblich beein-

flusst. Daher soll der verwendete Filter hier dargestellt werden sowie seine Anwendung

auf den Signalen. Die verwendeten Bibliotheken sind primér PYGSP [4], eine Bibliothek,

die sich mit Signalen auf Graphen in PYTHON beschéaftigt und NUMPY [20].

Als Koeffizienten fiir den Filter wurden Chebyshev- und Jackson-Chebyshev-Koeffizienten
genutzt [6]. Dabei sind die Chebyshev-Koeffizienten gegeben durch

1 sin [z arccos(a)} — sin [z arccos(b)}
Q; — - ; 1> 0.
T i
wobei
ap = l{ arccos(a) — arccos(b) }
T

Die Jackson-Chebyshev Koeffizienten vom Grad p sind hingegen wie folgt definiert

p  sin(j+ 1oy, j+1 _
o = - + (1 —"=——| cos(ja
J (p+ 2)sin(a,) P+ 2 (7ep)
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3.4 Implementierung des Algorithmus

wobei

Das Filterpolynom « ist somit gegeben durch

30 '
K = Z (073 L.
=0

Der Grad des Polynoms betrug in allen Anwendungen stets 30, ebenso der Grad der
Jackson-Chebyshev Koeffizienten, wenn diese Verwendung fanden.

Fir die effiziente Anwendung des Filters ist es wichtig zu erwéhnen, dass die Berechnung
der Matrix k = 3%, a; L' umgangen werden kann. Nur das Resultat der Multiplikation

d
S, = KS = [Z aiLi] S
i=0

ist von Bedeutung. Dadurch kann der Aufwand fiir das Filtern eines Signals reduziert
werden auf O(d - |€]), wobei |€] die Anzahl der Kanten in G und d der Grad des
Polynoms ist [7]. Zur Realisierung des Filters benutzte ich die Methode CHEBY__OP [17]
der Bibliothek PYGsP, die obige Uberlegung umsetzt. Zusammenfassend besteht das
Filtern in jedem Schritt aus zwei Schritten

(i) Im ersten Schritt werden die Chebyshev- oder die Jackson-Chebyshev Koeffizienten
berechnet fir das Intervall [0, A]. Dabei muss das Intervall [0, \] in das Intervall
[—1, 1] eingebettet werden. Dies geschieht in den Zeilen 1 — 4.

(ii) Darauf folgend werden die Koeffizienten «; und das Signal an die Funktion CHE-
BY OP tbergeben. Der Output ist dann das gefilterte Signal s,

Der groite Eigenwert A,, wurde mit Hilfe der Methode E1GSH [21] der Bibliothek scipy
berechnet. Das Mafl der Genauigkeit entspricht der default Einstellung.

Durch zusammenfiigen der oben genannten Umsetzungen ergibt sich eine Realisierung
des Jackson-Chebyshev Filters:
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3 Das betrachtete Verfahren

Algorithmus 2 : Jackson-Chebyshev Filter

Input : Signal s
Geschatzter niedrigster und grofiter Eigenwert A, und Apax
A, die Approximation an den k-ten Eigenwert
L, die Laplace-Matrix des Graphen.

Output : gefiltertes Signal s,

1 a1 = ()\max - Amin)/Q
2 Ay = ()\max + )\min)/z
3 a=—ay/a;

4 b= ()\ — ag>/a,1
5 Berechne die Chebyshev / Jackson-Chebyshev Koeffizienten ay, beziiglich a und b.

=]
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4 Numerische Experimente

Nachdem die benotigte Theorie und die Implementierung in den vorherigen Kapiteln im
Vordergrund standen, soll jetzt das numerische Verhalten genauer untersucht werden.
Dabei kénnen die numerischen Experimente in zwei Bereiche eingeteilt werden.

Im ersten Teil bestand mein Vorgehen darin Algorithmus 1 genauer zu betrachten und
meine Ergebnisse mit denen der Autoren zu vergleichen. Hierbei bestand mein Ziel zu-
erst darin die Resultate der Autoren zu reproduzieren, um somit die Richtigkeit meiner
Implementierung zu zeigen. Sodann sollte das numerische Verhalten der vorgestellten
Methode genauer studiert werden. Zu diesem Zweck sollte der Einfluss der Parameter
betrachtet werden. Ferner wollte ich zwei interessante Bemerkungen, die von den Auto-
ren nicht weiter ausgefiihrt wurden, betrachten. Sie legen eine Moglichkeit nahe wie die
Approximation an p* und die Rekonstruktion verbessert werden kann. Dazu wurden in
der ersten Versuchsreihe nur der Bunny- und der Minnesota-Datensatz verwendet.
Letztlich werden Automobildaten untersucht, um der Frage nachzugehen, inwiefern der
Einsatz von Algorithmus 1 auf diesen Daten als sinnhaft bezeichnet werden kann. Hierzu
wird der Kontext der Daten umrissen und die entsprechenden Versuche dargestellt.

4.1 Untersuchung der synthetischen Daten

In der ersten Serie von Versuchen wurden die gleichen Daten wie in [1] benutzt. Dabei
handelt es sich um den Stanford Bunny, ein 3D Datensatz bestehend aus 2503 Kno-
ten und 130981 Kanten sowie dem Minnesota-Graphen, der dem Straflennetz des US
Bundesstaates Minnesota nachempfunden ist. Der Graph besteht aus 2642 zweidimen-
sionalen Knoten und 9257 Kanten. Die Knoten der Graphen sind in der Abbildung 4.1
dargestellt. In [1] wird ferne noch ein weiterer Datensatz untersucht, der Community-
Graph [16]. Dieser wurde fiir die vorliegende Arbeit allerdings nicht berticksichtigt.
Der Unterschied in der Wahl bei der des Chebyshev oder des Jackson-Chebyshev Filters
wird in dem jeweiligen Abschnitt untersucht.
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4 Numerische Experimente

Stanford Bunny Minnesota-Graph
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Abbildung 4.1: Die benutzen Datenséitze aus der Bibliothek PYGSP.

4.1.1 Der Regularisierungsterm vz 'g(L)z

In Kapitel 3.3 wurde fiir die Rekonstruktion der Signale folgende Schranke angegeben
. 1
2" = sl £ ———=

I v I LU R
> \/m Moz g<)\k+1> + 79(>\k) || ||2 + g(Ak+1) ” ||2

Dieser Term soll jetzt genauer betrachtet werden. Zuerst féllt auf, dass die Norm des
Signal s als Faktor auftaucht. Die Normalisierung der betrachteten Signale bietet sich
hiernach an, weswegen die Signale ab jetzt als normalisiert seien. Des Weiteren kann die
Schranke durch Wahl eines Polynoms der Form

g(L)=LP firpeN

verbessert werden [1]. Sei dazu ¢g(L) = L? mit p € N mit g(A;) < g(Ax + 1). Dann wird
mit wachsendem p der Bruch

gxe) ()" (Nc)p
9(Ar11) (Ak41)? Akt1

kleiner. Daher sollte p moglichst grof3 gewédhlt werden.
Im Allgemeinen wird durch diese Wahl jedoch gleichzeitig der Wert g(Agx) = (Ag)?
grofler, wodurch der zweite Teil des ersten Terms

v (Ax)P

ebenfalls steigt. Mit wachsender Potenz p muss demnach der Wert + entsprechend klein
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4.1 Untersuchung der synthetischen Daten

gewahlt werden. Abbildung 4.2 zeigt das Abfallen des Fehlers bei entsprechender Ver-
kleinerung von .

10° Bunny-Graph 10° Minnesota-Graph
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Abbildung 4.2: Fehler der Rerkonstruktion in Abbhéngigkeit von 7. Die schwarze Kurve
zeigt den Verlauf bei der Wahl von g(L) = L', die blaue von g(L) = L?
und die rote von g(L) = L* Benutzt wurde ein normiertes zufélliges
10-bandlimitiertes Signal sowie der Chebyshev Filter.

Die obigen Uberlegungen konnten durch numerische Experimente schnell bestétigt wer-
den. Bei den Versuchen wurden verschiedene Potenzen von L gewéhlt und der Rekon-
struktionsfehler eines zufalligen Signals in Abhéngigkeit von ~ betrachtet. Auf diese
Weise kann eine gute Wahl der Potenz p und des Regularisierungsparameters vy leicht
verifiziert werden. Abbildung 4.2 zeigt einen solchen Plot. Die Wahl von g(L) = L* mit
entsprechend kleinem + lieferte bereits gute Ergebnisse bei den zufalligen Signalen. Der
Fehler liegt in diesem Fall etwas zwischen 107 und 1073,

Es wurden verschiedene Werte von k getestet, fiir die jeweils die gleichen Werte von « und
die gleiche Potenz p benutzt wurden. Hierbei zeigten sich dhnlich gute Ergebnisse. Die
Wahl des Chebyshev Filters fiihrte in keinem Experiment zu schlechteren Ergebnissen.
Schliellich nimmt die Anzahl der Abtastungen m Einfluss auf das Ergebnis Rekonstruk-
tion. Durch Erhoéhung von m kann der Fehler minimiert werden, allerdings werden dann
immer mehr Punkte des Signals abgetastet, wodurch die Matrix M aus (3.2) immer mehr
Eintrége hétte, folglich weniger diinn besetzt ware. Damit wiirde auch der Aufwand der
fir das Losen des Gleichungssystems (3.13) betrieben werden muss hoher.

Bemerkung: Fir eine feste Wahl von p und v gilt

Damit ist eine perfekte Rekonstruktion fir k-bandlimitierte Signale durch diesem Ansatz
nicht mehr maglich.
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4 Numerische Experimente

4.1.2 Die Anzah

Durch Wahl eines kleines Toleranzmafles eps kann die Approximation an den Eigen-
wert A, verbessert werden. Allerdings ist das Mafl der Verbesserung abhingig von der
Struktur des zugrunde liegenden Graphen. Gleichsam treibt eine Verkleinerung des To-
leranzwertes die Anzahl der bendétigten Iterationen und somit auch die Laufzeit des
Algorithmus stark in die Hohe.

Allerdings kann ein weniger guter Wert von eps durch mehrmaliges Anwenden des Algo-
rithmus kompensiert werden. Von zentraler Bedeutung fiir die Giite der Approximation
ist damit auch die Anzahl der Durchgénge. Ein Durchgang bezeichnet dabei die erfolg-
reiche Erzeugung der Ergebnisse des Algorithmus. Bei mehreren Durchgidngen werden
die Eintrige der Verteilung komponentenweise addiert und anschlieend durch die An-
zahl der Durchléaufe geteilt. Abbildung 4.8 zeigt dieses Phanomen. Es befindet sich am
Ende des Kapitels.

In den numerischen Versuchen konnten zweierlei Dinge schnell falsifiziert werden.

1. Fiir einen beliebigen aber fest gewéhlten Toleranzwert eps kann die Approximati-
on, die p an p* leistet, durch Erhohung der Durchlaufe verbessert werden.

Dabei bezeichnet p* die optimale Verteilung auf dem Graphen und p die Geschéatz-
te.

2. Besagte Verbesserung wird durch Erh6hung mehrmaliges Ausfithren nicht beliebig
gut, sondern strebt tendenziell einer unteren Schranke entgegen.

Fiir die Fehlermessung der Verteilungen wurde der absolute und der relative Fehler
benutzt. Der Fehler wurde in jeder Koordinate gemessen, die Ergebnisse summiert und
Anschlieflend gewichtet mit der Anzahl der Knoten n. Formal ergibt sich der absoluter
Fehler

(p*. D) — — Zsz—pllll (4.1)

=1

sowie relativer Fehler

Z P} — Dillx (4.2)

i=1 szHl

Abbildung 4.3 visualisiert die Fehler fiir den Bunny- und den Minnesota-Graphen. Die
Plots belegen die beiden obigen Behauptungen. Die Approximation wird verbessert,
auch wenn nicht beliebig gut. Zu betonen ist das anfangliche Ansteigen des Fehlers bei
einer kleinen Anzahl der Durchgéinge. Ein Wahl von 10 liefert bereits eine sichtbare
Verbesserung. Ebenfalls ersichtlich werden die erneuten schlechteren Ergebnisse bei der
Wahl der Jackson-Chebyshev Koeffizienten. Bei der Analyse von anderen Datensatzen
der Bibliothek pygsp [17] konnten dhnliche Ergebnisse erzielt werden.
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4.1 Untersuchung der synthetischen Daten
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Abbildung 4.3: Relativer und absoluter Fehler des Bunny-Graphen
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4 Numerische Experimente

4.1.3 Der Einfluss von £ und eps

Der Einfluss, der durch den Parameter eps ausgeiibt wird, ist schwierig zu fassen. Zum
einen zeigte sich wahrend der Betrachtungen der Fehler dass die konkrete Wahl von
eps kaum bis gar keinen Einfluss auf den Fehler nahm. Sogar durch eine Wahl von
eps = 1.0, was im Grunde kaum als Toleranzniveau bezeichnet werden kann, dnderte
sich die GréSenordnung der Fehler kaum. Ahnliches ergab die Untersuchung des Re-
konstruktionsfehlers. Der Parameter schien keinen Einfluss auf die Plots zu haben. Im
Gegensatz dazu konnte eine Anderung der Visualisierungen betrachtet werden, wenn der
Parameter verschiedene Werte annimmt. Hier zeigte sich eine Verbesserung der Appro-
ximation. Abbildung 4.4 zeigt diesen Sachverhalt. Genauere Betrachtungen zeigten, dass
die Verbesserung nicht an allen Stellen besser werden, sondern lediglich an denen, die
von der optimalen Verteilung p* mit einer hohen Wahrscheinlichkeit bewertet werden.

Die letzte Beobachtung erklért damit den fehlenden Einfluss bei der Untersuchung des
Fehlers: Die Anzahl der Eintrage in denen der Fehler kleinere Werte annimmt fallen im
Vergleich zu den Stellen, an denen sich dieses Verhalten nicht zeigt zu wenig ins Gewicht.

15 geschatzte Verteilung, k=100, eps=1e—08 . geschatzte Verteilung, k=100, eps=1e—08
0.0135 0.0054

49| g
10l 0.0120 K 0.0048
0.0105 48 1 0.0042
L | 0.0090 0.0036

0.5 47 < 1
H0.0075 40.0030
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Abbildung 4.4: Geschitzte Verteilung nach einem Durchgang mit eps = 10~%. Eine leich-
te Verbesserung zu den beiden mittleren Bildern der Abbildung 4.8 ist
dabei zu erkennen.
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4.2 Automobildaten im Fraunhofer SCAI

Der Wert k fungiert weniger als Parameter, sondern eher als fester Input. Wahrend das
Priifen von verschiedenen Werten von eps noch zweckmafig sein kann, sollte der Wert
fiir k£ von Beginn an feststehen.

4.2 Automobildaten im Fraunhofer SCAI

Innerhalb des Entwicklungsprozesses neuer Automobile spielen Sicherheitsaspekte eine
grofle Rolle. Ein klassisches und sehr bekanntes Verfahren ist der Crashtest, bei dem ein
Unfall unter Laborbedingungen durchgefithrt und anschlieflend analysiert wird. Auf die-
se Weise konnen Annahmen an die Fahrzeugsicherheit bestéatigt oder widerlegt werden.
Allerdings sind die Kosten fiir solche Test oft sehr hoch. Eine Moglichkeit diese Kosten
zu umgehen stellen numerische Simulationen dar, mit denen verschiedene Aspekte eines
Zusammenpralls durch unterschiedliche Modelle simuliert werden. Dabei werden un-
ter anderen partielle Differentialgleichungen zur Modellierung benutzt und anschliefend
numerisch gelost. Hierfiir bietet sich die Methode der Finiten Elementen an [12].
Mittels dieser Simulationen kénnen verschiedene Parameter wie die Dicke oder Geome-
trie eines Bauteils studiert werden, ohne einen realen Versuch durchzufiithren [8]. Die
Ergebnisse der Simulationen sind dabei sehr genau, was wiederum einen haufigen Ein-
satz der Simulationen innerhalb eines Entwicklungsprozesses mit sich bringt [14].

Das Ziel dieses Prozesses liegt darin einen Prototyp iterativ so anzupassen, dass zum
einen funktionale Aspekte erfiillt werden und zum anderen Nebenaspekte wie Sicher-
heit, ein festes Budget oder gesetzliche Richtlinien eingehalten werden. Die Analyse der
Ergebnisse wird typischerweise durch den Einsatz von Visualisierungssoftware vorge-
nommen [9].

Um die Analyse zu vereinfachen wird der simulierte Crash-Test in mehrere Zeitschritte
eingeteilt. Die Simulationsergebnisse bestehen somit aus einer Reihe von Zeitschritten
und den Koordinaten der Messpunkte. Jede einzelne Simulation erzeugt somit (#Zeit-
schritte - #Messpunkte) viele Ergebnisdaten [14]. Werden mehrere Simulationen durch-
gefiihrt, steigt die Anzahl um den entsprechenden Faktor. Ferner werden die Simula-
tionen, mit wachsender Rechenleistung, immer aufwendiger und die Menge an Ergeb-
nisdaten immer gréfer. Ein Phdnomen, welches im Allgemeinen als Big Data bekannt
ist.

Aufgrund der schieren Masse an Simulationsdaten stellte die Analyse der Ergebnisse eine
vollig neue Herausforderung dar, die nicht mehr von einem einzelnen Ingenieur durchge-
fithrt werden kann [12]. Hierfiir werden computergestiitzte Verfahren zur Verarbeitung
der Daten eingesetzt. Dennoch kénnen im Allgemeinen nicht alle Daten analysiert wer-
den, da der hierfiir betriebene Aufwand zu hoch ist. Es bietet sich vielmehr an die
Menge der zu untersuchenden Daten zu reduzieren, durch den Einsatz von verschiede-
nen Methoden . Vor der Analyse kénnte der Einsatz von Clusteralgorithmen die Daten
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in verschiedene Teilmengen einteilen, die dann gesondert analysiert werden [12].

Des Weiteren konnten Methoden der Dimensionsreduktion eingesetzt werden, welche
darauf zielen die hochdimensionalen Daten in einen Raum mit einer niedrigeren Dimen-
sion einzubetten. Betrachtet man die frei wahlbaren Parameter als Datenpunkt in einem
Raum, so entsprechen die Simulationen hochdimensionalen Punkten in einem geeigne-
ten Raum, die durch die Reduktion in einen Raum niedrigerer Dimension eingebettet
werden konnen. Die Daten konnen dann in dem Raum mit der niedrigeren Dimension
analysiert werden.

Eine dritte Moglichkeit konnte darin besteht die Daten durch Abtasten zu reduzieren
[12]. Wenn die urspriinglichen Daten gut genug rekonstruiert werden konnen, kann der
Speicherbedarf der Messpunkte reduziert werden, indem lediglich die abgetasteten Daten
gespeichert werden. In diesen Rahmen féllt der letzte Teil dieser Arbeit.

Verspricht die Anwendung des Verfahrens aus [1] einen Vorteil bei der Anwendung auf
Automobildaten?

Hierfiir miissten die Daten in der Kontext der Signalverarbeitung auf Graphen eingebet-
tet werden konnen, also zum Beispiel k-bandlimitiert fiir ein geeignetes k, und geniigend
genau rekonstruierbar sein.

Um der oben aufgeworfenen Frage nachzugehen untersuchte ich das Verhalten von Al-
gorithmus 1 auf einem Datensatz aus 131 Modellen zu je 17 Zeitschritten. Dabei be-
zeichnet ein Model eine feste Parameterwahl [12]. Fiir jeden Zeitschritt sind jeweils die
xyz-Koordinaten der Messpunkte im R? verfiigbar, die Struktur des Graphen ist durch
das FEM-Gitter gegeben. Damit steht der Anwendung von Algorithmus 1 nichts mehr
im Wege.

Das betrachtete Kraftfahrzeug ist ein Chevrolet Pickup C'2500, es handelt sich dabei um
einen bis 2015 frei verfiigharen Datensatz. Innerhalb eines Models ist jedem Bauteil eine
Identifikationsnummer zugeordnet. In dieser Arbeit soll jetzt exemplarisch das Bauteil
mit der Identifikationsnummer 2000002 betrachtet werden. Es handelt sich dabei um
einen Langstrager. Sollten sich die Ergebnisse als geeignet herausstellen, kdme eine Aus-
weitung der Analyse auf das ganze oder andere Modelle in Betracht. Abbildung 4.5 zeigt
den Chevrolet und das verwendete Bauteil.

Wiéhrend meiner Analysen betrachtete ich zahlreiche Modelle und untersuchte die Er-
gebnisse in verschiedenen Parametereinstellungen und Zeitschritten. Dabei zeigte sich
eine groffe Redundanz innerhalb der Ergebnisse. In Absprache mit meinen Betreuern
werde ich daher nur die Ergebnisse des Bauteils 2000002 aus dem ersten Modell doku-
mentieren. Ferner entschied ich mich fiir eine 2 D-Darstellung der Ergebnisse, auch wenn
das urspriingliche Bauteil ein 3D-Datensatz ist.

Die Methode der Untersuchung

Als Signal zu einem festen Zeitschritt wurden jeweils die x-Koordinaten der Knoten
interpretiert. Der so entstehende Vektor wurde normiert, abgetastet und anschlieend
wieder Rekonstruiert. Analog bin ich bei den y- und den z-Koordinaten vorgegangen.
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Abbildung 4.5: Chevrolet C2500 Pickup. Im untersten Bild ist das Bauteil 2000002 aus
der Nédhe dargestellt, im mittleren Bild ist es leicht hervorgehoben.

Das Abtasten der Signale stellt eine Komprimierung der Datenmenge dar, wobei die
Einsparung umso hoéher wére, je weniger Abtastungen vorgenommen werden. Da bei
einem k-bandlimitierten Signal mindestens k£ Messungen vorgenommen werden miissen,
ware hier ebenfalls ein kleiner Wert von Interesse.

Sollten sich die oben beschriebenen Signale als bandlimitiert auffassen lassen und wére
die Rekonstruktion gut genug so kénnte die Anwendung von Algorithmus 1 als erfolg-
reiche Komprimierung der Knotenmenge gesehen werden.

Die Autoren stellen allerdings keine Methode bereit um fiir ein gegebenes Signal s und
einen gegebenen Wert k zu priifen, ob s ein k-bandlimitiertes Signal darstellt. Ferner
konnte ich im Rahmen meiner Recherche keine solche Methode ausfindig machen. Daher
entschied ich mich fiir folgendes Vorgehen:

(i) Um zu priifen ob es sich bei den oben beschriebenen Signalen um k-bamdlimitierte
Signale handelt, sollen verschiedene Werte von k getestet werden, indem die Giite
der Approximation betrachtet wird.

Die ersten numerischen Tests lieferten gute bis sehr gute Ergebnisse bei der Re-
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konstruktion von zufélligen bandlimitierten Vektoren. Daher sollte ein Signal als
k-bandlimitiert gelten, wenn es bei der entsprechenden Rekonstruktion gentigend
gute Ergebnisse liefert.

(ii) Neben dem obigen Vorgehen sollte die Giite der Approximation allgemein unter-
sucht werden. Dabei sollte weniger der Wert von k& im Vordergrund stehen, als
vielmehr die Frage, ob die Ergebnisse der Rekonstruktion die Anwendung der Ab-
tastung rechtfertigen.

4.3 Untersuchung des Bauteils 2000002

Innerhalb meiner Arbeit habe ich zahlreiche Modelle sowie verschiedene Bauteile und
Parametereinstellungen untersucht. Wie schon erwéhnt zeigte sich dabei eine grofie Red-
undanz innerhalb der Ergebnisse.

Der letzte Teil dieses Kapitel stellt jetzt meine Ergebnisse exemplarisch dar. Dabei
werde ich stets den gleichen Zeitschritt, den 7., betrachten. Die Ergebnisse auf den
iibrigen Zeitschritten sind redundant, da nur die Koordinaten betrachtet wurden und
nicht das Maf} der Verformung bei einem Wechsel der Zeitschritte. Die Analyse wurde
in PYTHON durchgefiihrt. Zum besseren Uberblick ist das Bauteil in Abbildung 4.6 in
2D Darstellung zu sehen.

ursprungliches Signal

0.035 . :
0.030 | .

0.025

T

0.020 |-

0.015 | T 1

0.010 Il Il Il Il Il Il
0.020 0.021  0.022 0.023 0.024 0.025 0.026  0.027

Abbildung 4.6: Die Knotenmenge des Bauteils 2000002 im 7. Zeitschritt. Dabei ist auf
der rechten Seite die Verformung zu sehen.
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Zuerst ging ich der Frage nach, ob eine Reproduktion der Ergebnisse aus der ersten
Testreihe auf dem Bauteil moglich ist. Dabei konnte ich in sémtlichen Test sehr dhnli-
che Resultate erzielen, vor allem bei der Rekonstruktion von zufalligen bandlimitierten
Signalen.

Sodann wurden, durch Betrachtung der Fehlerplots, der Parameter v und die Potenz p
bestimmt. Dabei ergaben sich folgende Werte

e Fiir die z-Koordinaten ergab sich v > 107.
e Fiir die y-Koordinaten ergab sich v < 1072,
e Fiir die 2-Koordinaten sollte v € [10°, 10'7] liegen.

Dabei stellte sich je eine Potenz von p = 1 als beste Wahl heraus. Der Fehler orientierte
sich in diesem Kontext um den Wert 10~!. Damit passen diese Ergebnisse wenig zu
denen aus der ersten Testreihe, wo ein moglichst kleiner Wert von  und eine hohe
Potenz empfohlen wird.

Diese Parameter nutzend untersuchte ich die Wiederherstellung des Bauteils und den
Einfluss der tibrigen Parameter auf die Ergebnisse. Zuerst wahlte ich feste Werte von
k aus und teste verschiedene Parametereinstellungen in unterschiedlichen Zeitschritten.
Dabei konnte ich schnell festhalten, dass durch die Anzahl der Abtastungen enormer
Einfluss auf die Wiederherstellung genommen werden kann. Abbildung 4.9 zeigt dieses
Verhalten. In dieser Versuchsreihe betrug eps = 107* und k& = 100. Es wurde je ein
Durchlauf durchgefithrt. Dabei zeigte sich allerdings auch, dass eine sehr hohe Anzahl
von Messungen notig ist, um passable Ergebnisse zu erhalten. Dieses Verhalten zeigte
sich auch auf den anderen Modellen und auf verschiedenen Zeitschritten.

Bei dem Studium der Durchliufe konnte ich Ahnliches feststellen. Hierbei ist eine leichte
Verbesserung der Ergebnisse feststellbar, allerdings ist der dadurch genommene Einfluss
deutlich kleiner. Auch hier zeigten sich redundante Ergebnisse. Eine Testreihe mit un-
terschiedlich hohen Anzahlen ist in Abbildung 4.10 abgebildet.

Wie auch schon in der ersten Testreihe nimmt das Toleranzniveau eps nur wenig bis
gar kein Einfluss. Auch hier besteht eine mogliche Interpretation darin, dass eps nur
an wenigen Stellen Einfluss auf die Schatzung nimmt und somit den globalen Fehler
kaum verdndert. Abbildung 4.11 zeigte eine kurze Testreihe, die das Wirken von eps
beschreibt.

Als Zwischenfazit konnte ich die Anzahl der Abtastungen und die der Durchléufe als
entscheidende Parameter benennen, die einen sichtbaren Einfluss auf die Rekonstruktion
nehmen. Hierbei zeigte sich eine Verbesserung der Ergebnisse durch Erhohung der Werte.
Im Rahmen der ersten Versuchsreihe konnte ich keinen optimalen Wert fiir k£ bestimmen.
Zwar zeigten sich bessere Ergebnisse, bei der Wahl von k£ = 100 als bei k£ ~ 10 allerdings
konnten die Ergebnisse der Rekonstruktion nicht géanzlich iiberzeugen.

Ziel der zweiten Reihe von Tests war die Bestimmung eines geeigneten Wertes fiir k,
damit die Signale als k-bandlimitiert betrachtet werden kénnen. Hierzu wurde erneut
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die Rekonstruktion betrachtet, allerdings diesmal mit einer Durchgangszahl von 50 und
einer erhohten Zahl der Messungen m. Dabei wurde fir jeden Wert von £ drei Versuche
durchgefiihrt. Bei der ersten wurden 500 Abtastungen vorgenommen, bei der zweiten
1000 und bei der dritten 1500. Abbildung 4.7 zeigt eine solche Testreihe fiir die Wahl
von k = 100. Auch hier konnte keine befriedigender Wert fir k£ gefunden werden.
Unabhéangig von der Suche nach einem guten Wert fiir k stellte sich somit heraus, dass
die geleistete Gilite der Approximation als nicht ausreichend bezeichnet werden muss.
Durch entsprechende Wahlen der Parameter kann sie zwar deutlich verbessert werden,
allerdings steht der damit verbundene Mehraufwand in keinem Verhéltnis. So erscheint
die Rekonstruktion nach 1500 Abtastungen zwar gut zu sein. Allerdings werden dann
lediglich 214 nicht abgetastet, was den Einsatz zur Komprimierung fraglich erscheinen
lasst.

An dieser Stelle mochte ich auch erwéhnen, dass die Rekonstruktion selbst mit der opti-
malen Verteilung und 1714 Messungen keine befriedigenden Ergebnisse erzielen konnte.
Abschlielend kann ich festhalten, dass ich in keiner Testreihe und durch keine Parame-
terwahl Ergebnisse erzielen konnte, die den Anspriichen géanzlich gentigten trotz Verbes-
serung der Ergebnisse oder Nutzung der optimalen Verteilung p*. Somit kam ich zu den
Schluss, das der Einsatz von Algorithmus 1 keine gewinnbringenden Ergebnisse liefert.
Fiir die Regularisierung kann ich festhalten, das die sehr hohen Werte von « und die
kleine Potenz p = 1 im Widerspruch zu den vorherigen Ergebnissen stehen. Diese Er-
gebnisse sind mit keinem vorherigen Versuch vergleichbar, sie widersprechen ihnen eher.
Die Uberlegungen den Regularisierungsterm betreffend gelten allerdings nur, wenn das
Signal bandlimitiert ist.

Da ferner kein geeigneter Wert fiir £ durch die anderen Versuche ausfindig gemacht
werden konnte, kam ich hier zu dem Schluss, dass es sich bei den zyz-Koordinaten nicht
um bandlimitierte Signale handelt.
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urspringliches Signal rekonstruiertes Signal
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Abbildung 4.7: Verschieden viele Abtastungen bei festem Wert von k& = 100. Dabei
wurden je 50 Durchginge bei einem Toleranzniveau von eps = 1078,
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optimale Verteilung, k=100, eps=0.01
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(e) Approximation nach 10 Durchgéngen (f) Approximation nach 10 Durchgéngen

Abbildung 4.8: Visualisierung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Die Linke Spal-
te zeigt die Verteilung auf dem Bunny-Graphen, die rechte die des
Minnesota-Graphen. Rote Punkte werden mit einer hohen Wahrschein-
lichkeit gewahlt, gelbe Punkte mit entsprechend niedrigerer.
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Abbildung 4.9: Einfluss der Anzahl der Messungen auf das Ergebnis der Rekonstruktion.
Dabei ist eine deutliche Verbesserung feststellbar.
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Abbildung 4.11: Verschiedene Toleranzniveaus. Ein direkter Einfluss ist dabei nicht zu

erkennen.

49

0.027






5 AbschlieBende Betrachtungen

In der vorliegenden Arbeit beschaftigte ich mich mit der Untersuchung eines Verfahrens
zum Abtasten von k-bandlimitierten Signalen und deren Rekonstruktion auf endlichen
Graphen. Zum besseren Versténdnis des Verfahrens stellte ich zuerst die Grundlagen des
Gebietes Compressive Sensing und der Signalverarbeitung auf Graphen dar. Die Laplace-
Matrix und deren Zerlegung L = UAUT wurde eingefiihrt und mit deren Hilfe die
Fourier-Transformation. Des Weiteren wurde das Abtasten und Rekonstruieren in den
Kontext eingebettet und auf Matrixmultiplikationen zuriickgefithrt. Ferner wurde die
Fourier-Transformation genutzt um den Wirkungsbereich eines Filters auf den gesamten
Graphen auszuweiten. Der so konstruierte Filter wurde durch ein Polynom approximiert.
Im zweiten Teil beschéftigte ich mich genauer mit dem in [1] eingefithrten Algorithmus:
Zuerst wurde das Abtasten genauer beschrieben, welches randomisiert durchgefiihrt wer-
den sollte. Dabei wurde, mit Respekt zu einer gegebenen Verteilung p eine zuféllige
Indexmenge den Knoten entnommen. Die Abtastmatrix wurde dann mit Hilfe dieser
Indizes erzeugt.

Die Theoretische Grundlage hierfiir bildete erneut die Laplace-Matrix L = UAU T und
die Kohérenz v’;. Die Kohérenz diente dabei als Maf§ fiir die Giite einer gegebenen
Wahrscheinlichkeitsverteilung p im Vergleich zur Basis U. Darauf aufbauend wurde eine
Verteilung p* auf den Knoten des Graphen hergeleitet. Sie ist optimal in dem Sinne,
dass die entsprechende Kohérenz v’;* den kleinst-moglichen Wert v/k annimmt.

Im zweiten Schritt konnte ich darstellen wie die optimale Verteilung geschatzt werden
kann, ohne die Zerlegung von L zu berechnen. Zu diesem Zweck wurden zuféllige gauss-
verteilte Signale gefiltert, komponentenweise addiert und anschlieend gemittelt. Dafiir
wurde ein polynomieller Filter genutzt.

Als Resultat der obigen Uberlegungen wurde Algorithmus 1 angegeben.

Der obige Algorithmus wurde durch ein geeignetes Verfahren zur Rekonstruktion abge-
rundet. Ausgehend von einem ersten intuitiven Ansatz wurde das rekonstruierte Signal
als Losung eines Optimierungsproblems gegeben. Die zuldssigen Losungen waren da-
bei nur k-bandlimitierte Signale, was sich als nachteilig herausstellte. Daher wurde ein
Regularisierungsterm eingefithrt, der bandlimitierte Signale weniger bestraft als nicht-
bandlimitierte.

Als Ergebnis besteht die Rekonstruktion im Lésen eines konvexen quadratischen Opti-
mierungsproblems fiir das beliebige Vektoren als Losung zugelassen sind. Die Eigentliche
Rekonstruktion besteht somit im 16sen eines linearen Gleichungssystems.

Die erste Reihe numerischer Tests untersuchte die synthetischen Datensatze Bunny und
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5 Abschliefflende Betrachtungen

Minnesota. Hierbei bestand das erste Vorgehen darin die numerischen Ergebnisse der
Autoren zu reproduzieren. Nach groflen Unklarheiten nahm ich Kontakt zu den Auto-
ren auf, die mir freundlicherweise ihren MATLAB-Code zur Verfligung stellten. Damit
konnten meine offenen Fragen geklart und die Implementierung von Algorithmus 1 in
PYTHON abgeschlossen werden. Auch das Verfahren zur Rekonstruktion konnte ich um-
setzen. Durch die Reproduktion der Plots konnte ich ferner die Funktionalitit meiner
Implementierung beweisen.

Als néchstes untersuchte ich den Einfluss den die Parameter auf das Verhalten der
Implementierung nehmen. Hier konnte ich zwei Bemerkungen der Autoren bestatigen
und genauer studieren.

Erstens konnte ich durch meine Versuche falsifizieren, dass die Approximation an p*
verbessert werden kann, indem Algorithmus 1 mehrmals mit den selben Parametern
gestartet wird und die Summe der Ergebnisse gemittelt wird. Ergdnzend konnte ich
hier hinzufiigen, dass die Approximationsgiite nicht beliebig verbessert werden kann.
Gleichwohl kann hierdurch eine deutliche Verbesserung erzielt werden.

Zweitens konnte ich bestatigen, dass durch eine Regularisierung der Form ~ 2 z der
Rekonstruktionsfehler deutlich verbessert werden kann, mittels einer entsprechenden
Wahl von v und p. Vor allem bei den zufillig erzeugten Signalen konnten sehr gute
Ergebnisse erzielt werden. Die Parameter selbst konnen durch einen entsprechenden
Plot leicht bestimmt werden.

Wiéhrend der beiden obigen Beobachtungen konnte ich den Einfluss des Toleranzniveaus
genauer untersuchen. Durch seine Auswirkung nur auf bestimmte Eintrége der geschatz-
ten Verteilung spielt dieser Parameter kaum eine Rolle bei der Betrachtung der Fehler.
Allerdings kann sein Einfluss visualisiert und somit verdeutlicht werden.

Des Weiteren wurde deutlich, dass der Wert k weniger als wandelbarer Parameter gese-
hen werden sollte, sondern als fester Wert.

Schliefflich konnte ich festhalten, dass die Anwendung der Methoden auf k-bandlimitierte
Signal sehr vielversprechende Ergebnisse lieferte.

TLP

Im letzten Teil der Arbeit betrachtete ich Daten aus der Automobilbranche und ver-
suchte zu verifizieren, ob Algorithmus 1 gewinnbringend angewendet werden kann.
Zuerst wiederholte ich die Versuche, die auf den synthetischen Datensétzen vorgenom-
men wurden. Der relative und der absolute Fehler zeigten ahnliche Verhalten und auch
die Rekonstruktion der zufilligen Signale fiigte sich in den Kontext der fritheren Versu-
che.

Durch die Interpretation der z-Koordinaten als Signal auf dem Graphen konnte ich eine
Abtastung vornehmen und die Rekonstruktion genauer priifen. Analog tat ich dies fir
die y- und z-Koordinaten. Sodann bestimmte ich die Regularisierungsparameter. Ab
diesen Punkt fligte sich die Untersuchung nicht lénger in den vorherigen Kontext.

Die Fehlerplots zeigten ein viel schlechteres Verhalten und legten eine Potenz von p =1
nahe. Durch kleinere Testreihen konnte ich die Giite der Approximation einschéitzen
und verschiedene Werte fiir £ betrachten. Dabei konnte ich keinen geeigneten Wert fiir
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k ausmachen. Des Weiteren konnte ich festhalten, dass selbst bei einer hohen Anzahl
von Messungen die Rekonstruktion als nicht gut genug bezeichnet werden muss. Die
Verbesserung der Rekonstruktion, die durch eine Wahl von einem hohen Werte fiir m
erzielt wird rechtfertigt den Mehraufwand nicht.

Zusammenfassend kann ich zwei Dinge festhalten.

Zum ersten konnte ich keinen iiberzeugenden Wert fiir k£ ausmachen und folglich die
Daten nicht als k-badlimitiert einstufen. Die Ergebnisse der Rekonstruktion konnten im
Hinblick als Anwendung zur Komprimierung nur wenig tiberzeugen.

Zur Bewertung der obigen Ergebnisse bleibt festzuhalten, dass Algorithmus 1 sehr gute
Ergebnisse liefert, wenn der Wert fiir & genau feststeht. Hier konnte ich die Kernaussagen
der Autoren bestatigen.

Gleichsam ist es fragwiirdig, ob die unbefriedigenden Ergebnisse auf den industriellen
Daten als Schwachstelle der Methode angesehen werden sollten oder eher als ungiinstig
gewihltes Einsatzgebiet. Die von mir erzielten Ergebnisse legen eher die Notwendigkeit
einer Methode nahe, die entscheiden kann, ob ein Signal als k-bandlimitiert betrachtet
werden kann oder nicht.
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Notations- und Abkiirzungsverzeichnis

Notationen
N
R
G=(V,E,W)
L=UAUT
Uk
S
s
Sa
Sc
hx
KX
SF
M
SM
Abkiirzungen
FEM
GFT
IGFT

Die Menge der naturlichen Zahlen: {0,1,2,3,...}

Die Menge der reellen Zahlen

Ein endlicher Graph mit Knotenmenge V, Kantenmenge £ und Ad-
jazenzmatrix W

Die Laplace-Matrix eines Graphen

(uq,...,ux) € R™* die ersten k Fourier Koeffizienten.

Ein Signal auf einem Graphen G

Das Signal s in der Spektraldarstellung

Die Knotendoméne des Graphen G

Die Spektraldoméane des Graphen G.

Der ideale Tiefpassfilter mit Abschneidefrequenz A

Eine polynomielle Approximation an den Filter h)

Das durch den Filter F gefilterte Signal. Dabei kann F ein beliebiger
Filter sein

Matrix, die zum Abtasten der Signale benutzt wird

Das durch M abgetastete Signal (sps = Ms )

Finite-Elemente Methode
Graph-Fourier Transformation

Inverse Graph-Fourier Transformation

25






Abbildungsverzeichnis

Abbildung 2.1

Abbildung 4.1
Abbildung 4.2
Abbildung 4.3
Abbildung 4.4
Abbildung 4.5
Abbildung 4.6
Abbildung 4.7
Abbildung 4.8
Abbildung 4.9

Abbildung 4.10

Abbildung 4.11

Beispiel eines Graphen G und eines k-bandlimitierten Signals auf G mit
k = 30. Das Signal ist zuféllig und normiert. Der Graph stammt aus der
DAVIDSENSORNET aus der MATLAB Bibliothek Gsp.

Der Bunny- und der Minnesota-Graph. Beide aus der Bibliothek pPyGsp
Rekonstruktionsfehler eines normierten, k-bandlimitieren Signals mit
k= 10. Dabei sind die Koeffizienten unabhéngig und standard-
normalverteilt. Die Anzahl der Messungen betragt m = 200.

Absoluter und relativer Fehler der Verteilung p zu p*, bei verschieden
vielen Durchldufen

Visualisierung der geschétzten Verteilung fiir eps = 1078 und einem
Durchlauf und k& = 100.

Der betrachtete Chevrolet. Zur Darstellung wurde Animator genutzt
Darstellung des Bauteil 2000002 in Python

Testreihe zur Priifung von k£ = 100. Dabei sollte gepriift werden, inwie-
fern das Signal als 100-bandlimitiert bezeichnet werden kann

Plot der Verteilungen. Die Parameter sind £ = 100 und eps = 0.01. Die
Graphen stammen aus der Bibliothek PyGsp.

Rekonstruiertes Signal bei unterschiedlich vielen Abtastungen. Als Pa-
rameter wurde eps = 1074, k = 100 und 1 Durchlauf gewhlt.
Rekonstruiertes Signal bei unterschiedlich vielen Durchldufen mit eps =
10~% und k = 100. Es wurden je 500 Messungen vorgenommen.
Einfluss des Toleranzniveaus auf die Rekonstruktion. Hier ist eine

Testreihe mit £ = 10, m = 200 und je 15 Durchldufen gezeigt.
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