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Kapitel 1

Einleitung

Okonomische Modelle helfen beispielsweise Managern, Politikern und Okono-
men den wirtschaftlichen Entscheidungsprozess zu analysieren. Jedes Modell
basiert auf einer Reihe von Annahmen, da die wirtschaftlichen Hintergriinde
sehr komplex sind. Diese vereinfachen einerseits das Modell, andererseits ver-
ringert sich die Anzahl der bendtigten Daten und das Modell ist somit besser
anwendbar. Wichtig ist hierbei die richtige Wahl der Komponenten zu treffen,
die in das Modell mit aufgenommen werden.

Sowohl Individuen als auch Firmen haben begrenztes Kapital oder andere be-
grenzte Ressourcen wie Rohstoffe zur Verfiigung. Budgetbedingungen beeinflus-
sen nahezu alle wirtschaftlichen Entscheidungen, da die Summe der Ausgaben
nicht das verfiighare Kapital iiberschreiten sollte, wobei in manchen Féllen Kre-
dite genommen werden kénnen.

Viele Modelle haben die Maximierung des Nutzens unter Minimierung der Kos-
ten zum Ziel, was eine gute Aufteilung der Ressourcen erfordert. Fast alle Mo-
delle nehmen an, dass alle Entscheidungen rational sind. Das vereinfacht die
Analyse, ist jedoch nicht unbedingt in der Realitdt gegeben, da beispielsweise
Emotionen die Entscheidungen beeinflussen kénnen.

In der Wirtschaftsliteratur werden immer komplexere dynamische Proble-
me mit einer grofer werdenden Zahl von betrachteten Variablen analysiert. So
gibt es Modelle, bei denen viele heterogene Agenten oder heterogene Firmen
untersucht werden sollen. Weiter gibt es Modelle mit einer grofien Anzahl von
Zustandsvariablen und Lebenszyklus-Modelle, bei denen mindestens so viele
Variablen vorliegen, wie es Perioden gibt.

Zudem werden bestehende Modelle um neue Parameter erweitert, die es ermog-
lichen genauere Analysen durchzufiihren und in einigen Anwendungen miissen
dynamische Wirtschaftsmodelle mehrfach unter verschiedenen Parametern ge-
16st werden.

Dynamische Modelle haben meistens keine geschlossene Losung und miissen so-
mit mithilfe von numerischen Methoden gelost werden.

Aufgrund der grofien Anzahl von Agenten oder Zustandsvariablen sind die Kos-
ten fiir die Analyse extrem hoch. Deshalb ist es wichtig, effiziente Ansétze zur
Losungsfindung zu nutzen.



Problemstellung und Losungsansitze in verwandter Literatur

In dieser Arbeit wird ein Modell mit bis zu zehn heterogenen Agenten und bis
zu 20 Zustandsvariablen betrachtet. Hierbei soll der erwartete Gesamtnutzen
iiber unendlich viele Perioden maximiert werden, wobei der Nutzen in der Zu-
kunft durch einen Diskontfaktor abgewertet wird.

In der Literatur werden Pertubation, Projektion und stochastische Simulati-
on zur Losungsfindung genutzt. Diese Methoden haben verschiedene Nachteile.
So verwenden Projektionsalgorithmen Produktanséitze, welche in hoher Dimen-
sion aufgrund des Fluchs der Dimensionen nicht tragbar sind. Stochastische
Simulation in Verbindung mit Monte-Carlo-Integration und kleinste-Quadrate
Schétzern leidet unter der geringen Genauigkeit der Monte-Carlo-Integration
und der numerischen Instabilitdt von kleinste-Quadrate Ansédtzen.
Pertubations-Methoden 16sen Modelle grofier Dimension im Gleichgewicht mit-
hilfe von Taylorreihen der Modellgleichungen. Allerdings ist ihre Genauigkeit
unklar, besonders im nichtlinearen Fall.

Losungsansitze in dieser Arbeit

In dieser Arbeit wird eine Kombination der oben genannten Ansétze verwendet,
welche die Vorteile der jeweiligen Methoden ausnutzt.

Zunéchst werden diinne Gitter verwendet, um die Kosten des Projektionsan-
satzes mit Tensorproduktgittern zu reduzieren. Weiter werden deterministische
Quadraturregeln benutzt, um die Ungenauigkeit der Monte-Carlo-Quadratur
zu umgehen. Insbesondere wird eine Monomregel vorgestellt, bei der die Kos-
ten nur linear mit der Dimension steigen, was sie sehr attraktiv bei hohen
Dimensionen macht. Dariiber hinaus wird die Losung nur auf dem relevanten
Zustandsraum betrachtet, um dort eine hohere Genauigkeit zu erzielen. Zuletzt
wird Vorberechnung genutzt, um die Kosten im iterativen Teil zu verringern.
Die Einleitung orientiert sich an der von [SJ13] und [JMMV14].

Eigener Anteil
o Implementierung des GSSA aus [JMMO09] in C

o Implementierung des Diinn-Gitter-Algorithmus aus [JMMV14] in C

o Alternativer Ansatz zum Matlab-Code von [JMMV14] fiir die Verwertung
der Losung des GSSA, welcher weder die Erstellung der Matrix der aus-
gewerteten Basisfunktionen (nicht in der HCFFT enthalten), noch das
Losen eines tiberbestimmten Gleichungssystems bendtigt.

e Benutzung der HCFFT-Bibliothek zur Konstruktion und Interpolation
auf diinnen Gittern

e Anregungen zur Erweiterung der HCFFT-Bibliothek um:

— Chebyshev-GauB-Lobatto-Gitterpunkte
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— Chebyshev-Polynome werden jetzt durch die rekursive Darstellung
berechnet und nicht durch 7;,(x) = cos(n arccos(x)). Dies ermdoglicht
die Auswertung auflerhalb von [—1,1].

— Verwertung mehrerer Koeffizienten fiir die Auswertung bei gleichen
Interpolationspunkten (schnellere Laufzeit)

Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 werden die betrachteten dynamischen Modelle — das reprasentati-
ve Agenten-Wachstums-Modell und das Multi-Country-Modell — erldutert und
wichtige Fachbegriffe aus der Wirtschaftstheorie eingefithrt. Des Weiteren wird
erklirt, wie die Losung eines solchen Problems gefunden wird.

Im nachfolgenden Kapitel werden diinne Gitter eingefiihrt. Es wird beschrieben,
wie diese konstruiert werden und wie darauf interpoliert wird. Zuletzt wird das
Prinzip der Vorberechnung dargestellt.

Das vierte Kapitel beschreibt numerische Methoden, welche im, in Kapitel 5
beschriebenen, Algorithmus verwendet werden. Zunéchst wird hier erldutert,
wie das Problem nur auf dem relevanten Zustandsraum gelost wird. Danach
werden verschiedene Quadraturmethoden beschrieben und es wird erklért, wie
mit korrelierten Zufallsvariablen umgegangen wird.

In Kapitel 5 wird der Algorithmus erklért, welcher fiir diese Arbeit implemen-
tiert wurde. Er besteht aus zwei Teilalgorithmen, wobei der GSSA nur bessere
Startwerte und den relevanten Zustandsraum fiir den Diinn-Gitter-Algorithmus
liefert. Zuletzt werden Anderungen der Algorithmen beschrieben, durch die der,
fiir das reprasentative Agenten-Wachstums-Modell beschriebene, Algorithmus
eine Losung fiir das Multi-Country-Modell liefert.

Das sechste Kapitel zeigt die Ergebnisse der Implementierung bei verschiedenen
Modellparametern und unterschiedlicher Anzahl von Agenten.

Im siebten Kapitel werden die Resultate und Ansétze zusammengefasst und es
wird ein Ausblick gegeben.

Es folgt das Notationsverzeichnis und das Literaturverzeichnis.

Der Code befindet sich auf der beigelegten CD.



Kapitel 2

Losen von dynamischen
Wirtschaftsmodellen

Es gibt eine Vielzahl von dynamischen Wirtschaftsmodellen, welche zur Analy-
se, Optimierung oder Prognose zukiinftiger Entwicklungen verwendet werden.
In dieser Arbeit werden Modelle betrachtet, welche die Maximierung des lebens-
langen Erwartungsnutzens von einem oder mehreren Agenten unter bestimmten
Nebenbedingungen zum Ziel haben.

Der lebenslange Erwartungsnutzen entspricht der diskontierten Summe von
Nutzenfunktionen tiiber alle Perioden ab der Anfangsperiode. Dabei wird der
Diskontfaktor fiir den Nutzen nachfolgender Perioden verwendet, um die Zeit-
préaferenz des Konsums eines Gutes darzustellen.

Durch eine Ressourcennebenbedingung wird das Verhéltnis zwischen Kapital,
Konsum und Produktion der jeweiligen Periode und dem Kapital der darauffol-
genden Periode dargestellt. Durch weitere Nebenbedingungen kénnen beispiels-
weise stochastische Komponenten modelliert werden.

Das Losen eines dynamischen Optimierungsproblems lasst sich nach [Cao08]
generell in folgende Schritte aufteilen, welche im Verlauf des Kapitels ndher er-
klért werden. Zunéchst wird das Problem rekursiv formuliert, Zustands- und
Kontrollvariablen bestimmt und die Bellmangleichung formuliert. Nutzen des
Lagrangeansatzes ([For08]) oder des Umbhiillungssatzes ((MCWG95], [SB94] und
[Pam09]) liefert die Bedingungen erster Ordnung. Zuletzt wird auf die Policy-
funktion aufgelost, was beispielsweise durch iterative Substitution oder nume-
rische Simulation realisiert werden kann.

Dynamische Programmierung ([Ski08]) ist eine wichtige und in dieser Arbeit
genutzte Methode zum Losen von dynamischen Optimierungsproblemen. Zur
Erklarung des Aufbaus und des Losungsansatzes sei nun folgendes simple Modell
betrachtet:

o0

max Zﬁtu(ct) (2.1)

{ct,ke11}52, =0

s.d. k‘t+1 = f(Ct, kt) (22)
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Dabei wird mit 8 der Diskontfaktor mit u die Nutzenfunktion und mit f die
Produktionsfunktion bezeichnet. Im 6konomischen Kontext betrachtet, maxi-
miert der reprisentative Agent seinen lebenslangen Nutzen Y 5°, S'u(c;) durch
Waiéhlen seines Konsums ¢; gegeben dem Kapital k; in Periode ¢t. Hierbei werden
Variablen, deren Werte vom Konsumenten entschieden werden, Kontrollvaria-
blen genannt und solche, die nicht direkt gewéhlt werden, Zustandsvariablen.
Als Policyfunktion wird eine Funktion ¢; = h(k;) bezeichnet, die fiir jeden Zu-
stand k; die optimale Konsumentscheidung ¢; liefert. Durch das Wéhlen eines
Konsums ¢; wird der Zustand der néchsten Periode durch die, von der Produk-
tionsfunktion abhingige, Nebenbedingung berechnet. Da sich der Vorgang in
allen folgenden Perioden wiederholt wird er rekursiv genannt.

Die Grundidee der dynamischen Programmierung ([Bel57]) ist es, ein multi-
periodisches Problem in eine Sequenz von zwei-Perioden-Problemen umzuschrei-
ben. Dafiir wird die rekursive Struktur des Problems ausgenutzt.

V (ki) = max > Blulcryi) = max {u(e) + B8 Bulcrpirn)}
t,Rt41 i=0 Ct,Rt+1 i=0
= max {u(er) + BV (ki) 23)

s.d. kt+1 = f(Ct, kt)

Hierbei ist die Wertfunktion V(-) nur von k; abhéngig, da der optimale Wert
von ¢; eine Funktion von k; ist.

Die Gleichung V (ki) = max,, ., u(ct) + BV (kiy1) wird Bellmangleichung ge-
nannt. Zuletzt wird die Eulergleichung

Of (ct, k)

: (2.4)

u'(er) = Bu(cri1)
bestimmt, die fiir jede Losung erfiillt ist und somit eine notwendige Bedingung
liefert. Diese Darstellung erlaubt es, bei bestimmten Problemen die Losung
leichter zu finden. Die Eulergleichung kann beispielsweise mit dem Lagrangean-
satz oder dem Umbhiillungssatz erhalten werden.

Wie schon erklirt, gibt die Policyfunktion A(-) die optimale Losung ¢; fiir
jede Periode t fiir gegeben Zustand k; an. Analog gibt es auch eine Policyfunk-
tion ki1 = h(k¢). Zum aktuellen Zeitpunkt ist k1 noch keine Zustandsvaria-
ble, sondern lasst sich durch Wahl des Konsums indirekt als Kontrollvariable
ansehen, falls dies durch die Produktionsfunktion in der Nebenbedingung wohl-
definiert ist.

Nach [Krul2] existiert die Losung zur Bellmangleichung und ist eindeutig.
Weiter konvergiert die Fixpunktiteration unabhéngig vom Startwert gegen die
korrekte Losung. Beides folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz beziehungs-
weise Blackwells Theorem.

Das Bellmansche Optimalitatsprinzip sagt aus, dass die Losung der Bellman-
gleichung eine Losung des urspriinglichen Problems ist.
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Die Transversalitdtsbedingung ist eine hinreichende Bedingung dafiir, dass die
Losung der Eulergleichung eine Losung des urspriinglichen Modells ist. Fiir die
Notwendigkeit der Transversalitdtsbedingung gibt es keine generelle Aussage.

Wenn fiir die Eulergleichung keine geschlossen Losung existiert, muss das
Problem numerisch gelést werden. Hierfiir werden in der Literatur verschiedene
Ansétze, unter anderem Zeititeration und Fixpunktiteration, verfolgt, welche
im Abschnitt 2.3 genauer beschrieben werden.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die Policyfunktion bei den nachfolgend beschrie-
benen Modellen zu approximieren, da diese die optimale Konsumwahl fiir jeden
Zustand liefert.

2.1 Reprasentatives Agenten-Wachstums-Modell

Das représentative Agenten-Wachstums-Modell unterscheidet sich vom obigem
Modell vor allem darin, dass es eine stochastische Komponente beinhaltet.

max By {2 5%@)} (2.5)

{et, k1152,

s.d. ¢+ ki1 = (1 — 5)]{315 + (ltf(k?t) (26)
In(a;) = pln(a;_1) + e, € ~ N(0,02) (2.7)

Der Anfangszustand (ko,ap) ist dabei vorgegeben, wobei k; > 0 das Kapital
und a; > 0 die Produktivitdt der Periode t darstellt. Weiter ist ¢; > 0 der
Konsum, g € (0,1) der Diskontfaktor, 6 € (0,1] die Abschreibungsrate und
u(c;) € C! die Nutzenfunktion, welche als steigend und konkav angenommen
wird. E; bezeichnet den Operator der bedingten Erwartung beziiglich des Zu-
standes (K¢, a;) und mit f(k;) € C' wird die Produktionsfunktion bezeichnet.
Das Produktivitatslevel a; folgt einem autoregressiven Prozess erster Ordnung
mit Autokorrelationskoeffizienten p € (—1,1) und Standardabweichung o > 0.
Die Schocks werden zu Beginn jeder Periode realisiert. Dementsprechend ist
die Produktivitit bekannt, wenn iiber den Konsum entschieden und das Kapi-
tal der néchsten Periode berechnet wird.

Im wirtschaftlichen Kontext betrachtet wird der lebenslange Erwartungs-
nutzen (2.5) unter der Ressourcennebenbedingung (2.6) maximiert. Durch diese
wird, abhdngig vom Konsum c¢;, Kapital k; und Produktivitat a;, das Kapital
k11 der nachfolgenden Periode berechnet. Die Modellierung ist so gewahlt, dass
das Kapital ki1 der Summe aus

o dem Kapital k; (abgewertet durch die Abschreibungsrate 0, welche die
Wertminderung des Kapitals darstellt),

o der vom Kapital k; abhingigen Produktionsfunktion f (gewichtet mit dem
Produktivitatsfaktor a;),

o abziiglich des Konsums ¢;
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entspricht.

Die Nebenbedingung (2.7) représentiert die Schwankungen in der Wirtschaft. So
koénnen beispielsweise negative Schwankungen durch den Ausfall einer Maschi-
ne und positive Schwankungen durch die Entwicklung einer neuen Technologie
entstehen. In diesem Modell wird die Produktivitdt der aktuellen Periode als
abhangig von der Produktivitédt der vorherigen Periode angenommen. Durch
diese Korrelation gibt es, auler bei sehr kleinem Autokorrelationskoeffizienten
p, keine schlagartigen Wechsel der Produktivitdt. Die Normalverteilung mit
Erwartungswert null ldsst Ausschldge in beide Richtungen mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit zu und verhindert, bei kleiner Standardabweichung o, héufiges
Auftreten von grofien Schocks.

2.1.1 Eulergleichung des reprasentativen Agenten-Wachstums-
Modell

Die folgenden Umformungen, welche benutzt werden um die Eulergleichung zu
erhalten, konnen beispielsweise in [Smi99], [Ger06] und [ENl08] gefunden werden.
Auch hier kann die Bellmangleichung, dhnlich wie zuvor, aufgestellt werden.

V(kt,ar) = maxu((1 — 0)ke — k1 + ar f(ke)) + BEV (kes1, argr)]

ktt1

=H

Die Bedingung erster Ordnung beziiglich k;; 1 liefert nach dem Satz iber mo-
notone Konvergenz

OH
Ok 11

aV(k‘tH, at+1)

i
=0.
Ok 11

= —u/(c;) + BE [

Es resultiert

3V(k‘t+1, at+1)

u/(ct) = ﬁEt |: aktJrl

Nach dem Umhiillungssatz folgt

8V(k§t, at)

ok, =u'(e)(1 =& + arf'(ke))-

Da die Gleichungen fiir alle ¢t gelten, insbesondere fiir t+1, ergibt sich durch
einen Periodenshift eine Periode vorwéarts

OV (kiy1,ai41)

= u'(c11)(1 = 0 + apy1 f'(kegr)).-
Okt 1

Zusammen ergibt sich die Eulergleichung

u'(cr) = BE |u'(cop1)(1 =0 + are1 f' (ki) |- (2.8)

Das Losen der Eulergleichung folgt in 2.3.
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2.2  Multi-Country-Modell

Zum Testen der Performance bei héherdimensionalen Problemen wird das Multi-
Country-Modell nach [JMMV14] beschrieben. Es kann als eine Erweiterung
des reprasentativen Agenten-Wachstums-Modell auf mehrere Agenten aufge-
fasst werden. Hier werden N € N Agenten betrachtet, welche als Lander h €
{1,..., N} interpretiert werden.

Ziel ist es, den erwarteten lebenslangen Weltnutzen zu maximieren. Das heifit,
die Lénder handeln optimal fiir einen maximal groflen Gesamtnutzen und nicht
fiir die Maximierung ihres eigenen Nutzens. Formal beschrieben folgt fiir einen
sozialen Planer das Optimierungsproblem

N [e'S)
max O[Z()\hzﬁtuh(cf))] (2.9)
h=1 t=0

h=1,...,
{Ct ’kt+1}t 0,

4o, OO

unter den Bedingungen

N
Z cf + Z k=Y kM(1—0) + Za Aft (kM) (2.10)
h=1 h=1

In(a ;) = pln(al) + €y, h=1,...,N. (2.11)

Hierbei sind &, af', ¢;, u", By, f und § definiert wie im reprisentativen Agenten-
Wachstums-Modell, wobei h das jeweilige Land angibt. A ist eine Normalisie-
rungskonstante der Produktionsfunktion und A" bezeichnet das Wohlfahrtsge-
wicht, welches die Wichtigkeit des Nutzens des jeweiligen Landes fiir den Ge-
samtnutzen beschreibt. Der Anfangszustand {k},al}"=1N ist gegeben. Die
Produktivitatsschocks sind multivariat normal verteilt

(Etl—i-l? R EI{YH)T ~ N(0N7 E)a

wobei Oy € RY Erwartungswert null fiir alle Lander angibt und 3 € RV*V die
Kovarianzmatrix ist. Es wird angenommen, dass E?—&-l = Cf +¢, h=1,...,N
mit ¢! ~ N(0,0?%) eine landesspezifische und ¢; ~ N(0,0?) eine weltweite
Komponente ist. Daraus resultiert die Kovarianzmatrix

(2.12)

Im wirtschaftlichen Kontext betrachtet, wird in (2.9) der lebenslange er-
wartete Gesamtnutzen aller Lander dargestellt. Anstelle der Ressourcenneben-
bedingung (2.6) aus dem repréisentativen Agenten-Wachstums-Modell fiir jedes
Land, muss nur die Summe von (2.6) tiber alle Lénder gelten. Dementsprechend
wird durch (2.10) eine Bedingung beschrieben, welche es ermoglicht, dass Lan-
der die Ressourcennebenbedingung (2.6) verletzen. Das liegt daran, dass hier die
weltweiten Zustdnde und Ressourcen beschrieben werden, welche den Zusam-
menhang auf der ganzen Welt (iiber die betrachteten Lénder) darstellen. Durch
das Auflsen der Gleichung (2.10) auf S, kP 1 kann diese so interpretiert
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werden, dass das Gesamtkapital der néchsten Periode durch (2.10) bestimmt
ist, die Aufteilung auf die Lander jedoch nicht direkt.

Durch (2.11) werden die Produktivitidten analog zum repriasentativen Agenten-
Wachstums-Modell berechnet, wobei hier ein weltweiter und ein landesspezifi-
scher Schock vorliegt.

In dieser Arbeit wird das Modell mit identischen Préiferenzen (u" = u) und
identischem technologischem Fortschritt (f* = f) jeweils fiir h = 1,..., N be-
trachtet. Unter diesen Annahmen wird ein sozialer Planer allen Léndern das
gleiche Wohlfahrtsgewicht A* = 1 zuweisen, was wiederum im gleichem Kon-
sum aller Lander c,}} = ¢, h=1,..., N resultiert. Da die Effizienz beziiglich
hoherdimensionalen Problemen betrachtet werden soll, wird die Symmetrie der
Problemstellung nicht ausgenutzt.

h

2.3 Losen der Eulergleichung

In verwandter Literatur werden hauptséchlich Zeititeration und Fixpunktitera-
tion zur Losungsfindung der Eulergleichung verwendet.

Nach [JMMV14] wird bei der Zeititeration zunéchst die Kapitalentschei-
dungsfunktion (Policyfunktion) mithilfe eines Interpolationspolynoms ki1 =
K (kt, ay; b) parametrisiert, wobei b der Koeffizientenvektor ist. Danach wird auf
jedem Punkt des Gitters ein System aus den drei Gleichungen (2.6), (2.7) und
(2.8) nach kyi1 gelost. Es wird tiber b iteriert, indem nach dem aktuellen Kapi-
tal k;, gegeben dem Interpolanten fir das zukiinftige Kapital K (ki41,ai41;b),
aufgelost wird. Fir die Interpolation muss fiir jede Iteration ein numerischer Lo6-
ser verwendet werden, was hohe Kosten bei hoherdimensionalen Problemen, wie
dem Multi-Country-Modell bei einer grofien Anzahl von Léndern, zur Folge hat.

Es ist sinnvoller bei hoher Dimension Fixpunktiteration zu verwenden, da
hier nur simple Berechnungen genutzt werden.
Auch bei der Fixpunktiteration wird die Kapital-Policyfunktion mit einem In-
terpolationspolynom ki1 = K (k¢ at;b) parametrisiert. Zur Implementierung
muss die Eulergleichung zur Fixpunkt-Eulergleichung

u'(ct41)

u'(cy)

umgeschrieben werden, was moglich ist, da u'(¢;) # 0 und kg1 t-messbar ist.
Bei der Fixpunktiteration werden immer neue k;y1 = K(-;b) berechnet und
in die rechte Seite eingesetzt. Daraus resultieren neue Werte l?:t+1 fiir kpyq auf
der linken Seite. Bei der richtigen Losung ist ]%t+1 = ky41 und kann gekiirzt
werden. Dadurch entspricht die Losung der von der urspriinglichen Eulerglei-
chung. Die Iteration wird demzufolge so lange durchgefiihrt bis beide Seiten
iibereinstimmen. Das resultierende System sieht wie folgt aus:

ki1 = BE; (1 =6+ app1 f' (k1)) e (2.13)

kt+1 = K(kt, Qi b) und kt+2 = K(kt—l-h 413 b) (214)

ct = (1= 0)ki + ar f(kt) — ki (2.15)



10 2.3. LOSEN DER EULERGLEICHUNG

ctr1 = (1= 0)kpp1 + appr f (k1) — Kego (2.16)

Die berechneten Werte werden, wie oben beschrieben, in folgende Gleichung
eingesetzt.

/
fisr = BE, | = (,CHl) (1 =0+ at1 f'(ke41) Rt (2.17)
u'(ct)
Hierbei ist zu beachten, dass fiir ¢;+1 und dadurch auch fiir k442 je nach Qua-
draturmethode mehrere Realisierungen berechnet werden miissen, da diese vom
autoregressiven Prozess (2.7) abhéngen. In einem rekursiven Gleichgewicht sind
die Entscheidungen der Periode ¢ Funktionen des Zustands (k, a;). Das Ziel ist
es, die Policyfunktionen fiir das Kapital k11 = K(k¢, a;) und damit aufgrund
der Nebenbedingung (2.6) indirekt fiir den Konsum ¢; = C'(k¢, a;) zu finden,
welche die Gleichungen (2.6), (2.7) und (2.8) erfiillen.

Wie im représentativen Agenten-Wachstums-Modell werden beim Multi-
Country-Modell die Kapital-Policyfunktionen K" ({k}', ap}=1N) h =1,... N
gesucht. Sie werden mit landesspezifischen Approximationen K " kR, a =1 N )
h=1,..., N angendhert. Dafiir muss aus dem Modell die Fixpunkt-Eulergleichung
hergeleitet werden, welche laut [JMMV14]

u'(c
Kty = Ei| 8 u(,(g;)(l—6+a?+1Af’<k?+1>>k?+1 Jh=1....N (218)

ist.



Kapitel 3

Dinne Gitter

In diesem Kapitel wird die Konstruktion von diinnen Gittern beschrieben. Au-
Berdem wird gezeigt, wie das Interpolationspolynom generiert und die Koeffizi-
enten berechnet werden. Die Beschreibungen folgen [JMMV14].

Die Anwendung von diinnen Gittern bei dynamischen Wirtschaftsmodellen
ist sinnvoll, da oftmals viele Zustandsvariablen Einfluss auf die Entscheidungen
haben. Bei d Variablen und je s Punkten pro Variable werden beim Tensorpro-
duktgitter s? Gitterpunkte benutzt. Das kann offensichtlich bei groBem d sehr
teuer werden.

Um den hohen Kosten bei vielen Dimensionen entgegenzuwirken, wurde von
Smolyak 1963 ([Smo63]) eine Methode entwickelt, welche die gleiche Genauig-
keit bei weniger Gitterpunkten erreicht. Die Idee der Methode besteht darin,
dass bestimmte Punkte potentiell wichtiger fiir die Interpolation sind als andere.
Diese Wichtigkeit wird mit sogenannten (Approximations-)Level y beschrieben.
Bei ansteigendem Level werden mehr Punkte hinzugefiigt und die Genauigkeit
der Approximation steigt.

In der Literatur wird das exponentielle Ansteigen der Anzahl der Gitterpunk-
te mit der Dimension als Fluch der Dimensionen ([Bel61]) bezeichnet. Diesem
Fluch sind diinne Gitter nicht ausgesetzt, denn hier steigt die Anzahl der Git-
terpunkte polynomiell mit der Dimension. Nach [BNROO] ist die Genauigkeit
der Approximation mit diinnen Gittern abhéngig von der Glattheit der zu in-
terpolierenden Funktion f. Genauer gesagt gilt fiir den Fehler im Raum

FF¥={f:][-1,1] = R | D*f stetig fiir a; < k fiir alle i},
dass
1f = FIl < cag-m™* -log(m)* DT (3.1)

wobei f die Approximation der Funktion f, ¢4 eine von d und k£ abhdngige
Konstante und m die Anzahl der Gitterpunkte ist. Die Glattheit der zu inter-
polierenden Funktion in den betrachteten Modellen hiangt von der Wahl der
modellierenden Funktionen ab.

Zur Interpolation auf diinnen Gittern werden in dieser Arbeit globale Poly-
nomfunktionen genutzt. Sie haben den Vorteil, dass der Interpolant glatt und
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differenzierbar ist und die Interpolation nicht dem Fluch der Dimensionen un-
terliegt.

3.1 Konstruktion eines diinnen Gitters

Zur Konstruktion eines diinnen Gitters werden Mengen S;, ¢ = 1,2,... von ein-
dimensionalen Gitterpunkten generiert. Aus diesen Mengen werden Tensorpro-
dukte und damit mehrdimensionale Gitterpunkte aufgebaut. Nach der spéter
folgenden Smolyakregel (3.6) wird danach eine Teilmenge aus diesen Punkten
ausgewahlt.

Zur Generierung der eindimensionalen Gitterpunkte werden in dieser Arbeit
Extrema von Chebyshev-Polynomen genutzt. Nach [BNROO] ist der Exaktheits-
grad dieser Punkte, welche auch als Chebyshev-Gauf3-Lobatto oder Clenshaw-
Curtis Punkte bekannt sind, fast optimal. Sie werden durch das Auswéhlen be-
stimmter Extrema der Chebyshev-Polynome verschiedenen Grades bestimmt.
Diese Auswahl folgt zwei Regeln:

1. Eine Menge S;, i = 1,2,... hat m(i) = 2°~! 4+ 1 Punkte fiir i > 2 und
m(1l) = 1.

2. Jede nachfolgende Menge S; enthélt die Punkte der vorherigen Menge
Si—1. Die Mengen werden als geschachtelt bezeichnet.

Chebyshev-Polynome sind im Intervall [—1,1] definiert und unterliegen der
Rekursion

To(z) =1,
Ti(z) =z, (3.2)
To(x) = 22T —1(x) — Tp—o(x) fiir n > 2.

Bei einem Polynomgrad von n—1 liegen n Extrema ¢;, j = 1,...,n vor, welche

mit

n—1

qj:—cos<7r(j1)>, ji=1,....n (3.3)

fir n > 2 berechenbar sind, wobei das Extremum von Ty(xz) = 1 als 0 an-
genommen wird. Aufgrund der beiden Regeln kénnen nicht einfach Extrema
aufeinander folgender Chebyshev-Polynome gewéhlt werden. So wird mit 0 ge-
startet und der Polynomgrad iterativ erhoht, wobei die Mengen von Extrema
ausgewahlt werden, die die zuvor ausgewéhlten Extrema beinhalten.

Da, wie schon erwahnt, das Tensorprodukt der eindimensionalen Mengen
der unterschiedlichen Dimensionen genommen wird, ist es nicht nétig, dass pro
Dimension eindimensionale Punkte mehrmals vorliegen. Dies ist allerdings nach
obiger Konstruktion der Fall, da jede Menge .S; die Punkte der Menge S;_1 bein-
haltet.

Es ist moglich, die gleichen mehrdimensionalen Gitterpunkte durch Mengen zu
konstruieren, die in der jeweiligen Dimension disjunkt untereinander sind. Die
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Idee ist, die Punkte, welche in der vorherigen Menge von eindimensionalen Git-
terpunkten enthalten sind, nicht mit in die neue Menge aufzunehmen. Formal
beschrieben bedeutet dies

A1 = Sl und Az = Si\Si—l fir ¢ Z 2. (34)

Offensichtlich sind die Mengen A; disjunkt nach Konstruktion. Die Anzahl der
Elemente in der Menge S; entspricht der Anzahl der Elemente in S; abziiglich
der Anzahl der Elemente in S;_1, das heif3t

9i=1 _9i=2 _ 9i2(9 1) = 212 fiir § > 3 (3.5)

Elemente, wobei in A ein und in Ay zwei Elemente sind.

Aus den, mit dem Tensorprodukt der disjunkten eindimensionalen Mengen,
konstruierten mehrdimensionalen Gitterpunkten werden diejenigen ausgewahlt,
die der Smolyakregel

d

dij<d+p (3.6)
j=1

geniigen. Offensichtlich sind die mehrdimensionalen Gitter H%# fiir feste Di-
mension d und fortlaufendes Level p, trotz der disjunkten eindimensionalen
Mengen, geschachtelt. Das heif3t

HY c g¥t ¢ HY? C .. (3.7)
o =1 1o =2 0 =3
Ail\Ai2
0 -1,1 oAk
i1 =1 0 (070) (Oa _l)a (071)

=2/ -1 (-1,0) | (=1,-1),(=1,1)

[y
—
[y
o
~—

(1,-1),(1,1)

S-Sl

Tabelle 3.1: Tensorprodukt der eindimensionalen Mengen (d=2)

Im Tabelle 3.1 werden die Chebyshev-Gitterpunkte im zweidimensionalen
Fall dargestellt. Dabei entspricht das hellste Grau dem Gitterpunkt des Levels
null. Fiir jedes weitere Level werden die Punkte des niachst-dunkleren Grautons
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dazugenommen, wobei die Konstruktion fir p > 3 fortgesetzt werden muss.

Nachfolgend werden die Gitterpunkte im zweidimensionalen Fall fir die
Diinn-Gitter-Level u = 1, 2, 3 anschaulich dargestellt.

Abbildung 3.1: Diinne Gitter im Zweidimensionalen bei verschiedenen Level

Es gibt noch andere Regeln zur Konstruktion von geschachtelten eindimen-
sionalen Mengen, welche sich in der Wahl und der Anzahl der Gitterpunkte
unterscheiden. Des Weiteren existieren auch diinne Gitter, welche keine ge-
schachtelte Struktur nutzen.

3.2 Interpolationspolynom

Betrachtet sei folgendes Interpolationsproblem bei dem f : [—1,1]d — R ei-
ne stetige Funktion sei, welche auf dem d-dimensionalen Hyperwiirfel definiert
ist. U,, : [-1,1] = R, n=1,..., M seien d-dimensionale Basisfunktionen und
b= (by,...,by) der Koeffizientenvektor. Dann kann das Interpolationspolynom
f(-;b) definiert werden als

M
flasb) = by Vy(2), (3.8)
n=1
wobei z € [~1,1]4.
Zunachst werden M Gitterpunkte x1,..., x5 € [—1,1]d konstruiert. Fir die-
se Arbeit werden die im vorherigen Abschnitt beschrieben Chebyshev-Gitterpunkte
gewahlt.

Danach miissen M Basisfunktionen gewéhlt werden. Dafiir gibt es eine Vielzahl
von moglichen Optionen. Im Rahmen dieser Arbeit werden Chebyshev Basis-
funktionen gewahlt. Sie haben den Vorteil, dass beim Lagrangeansatz seltener
numerische Instabilitdten auftreten. Mehr Probleme gébe es zum Beispiel bei
den ordinaren Polynomen O,,(z) = 2™, m = 0,1,.., da die Basisfunktionen
stark korreliert sind. Die Chebyshev-Basisfunktionen sind hingegen orthogo-
nal beziiglich des gewichteten Skalarprodukts f_ll f(z) g(m)ﬁdw und somit
weniger stark korreliert. Fiir weitere Informationen siehe [JMMO09]. Die Kon-
struktion der mehrdimensionalen Basisfunktionen folgt im néachsten Abschnitt.
Ziel ist es einen Koeffizientenvektor b = (b1, ..., bas) zu finden, sodass die Funk-
tionsauswertungen der Approximation f (+;b) in allen Gitterpunkten mit der ei-
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gentlichen Funktion f iibereinstimmt.
Mit der Darstellung der Funktion durch das Interpolationspolynom kénnen die
Funktionswerte in jedem Punkt = € [—1,1]¢ ausgewertet werden.

3.2.1 Basisfunktionen des Interpolationspolynoms

Die Konstruktion der Basisfunktionen ist sehr &hnlich zu der der Gitterpunk-
te. Es werden Mengen B; von eindimensionalen Chebyshev Basisfunktionen
T;(x), i > 0 generiert. Die Grofle der eindimensionalen Mengen entspricht der
Anzahl der eindimensionalen Gitterpunkte in den jeweiligen disjunkten Men-
gen A;. Aus den eindimensionalen Basisfunktionen wird das Produkt genommen
und mit der Smolaykregel (3.6) werden die passenden mehrdimensionalen Ba-
sisfunktionen ausgewéahlt. Offensichtlich ist die Anzahl der Gitterpunkte gleich
der Anzahl der Basisfunktionen und somit auch gleich der Anzahl der Koeffizi-
enten im Interpolationspolynom.

Fiir andere Basisfunktionen geht die Konstruktion analog.

s =1 g =2 io =3
Bil \BiQ
To(y) T1(y), Ta(y) T3(y), Ta(y)
i1=1| To(xz) | To(x) Ti(y), Ta(y) T5(y), Tu(y)

=2 Tiz) || Tiz) | Tu(@)Ti(y), Ti(z)T(y)

Ta(z)T1(y), Ta(x)T2(y)

Tabelle 3.2: Mehrdimensionale Chebyshev-Basisfunktionen (d=2)

Im Beispieltabelle 3.2 wird der zweidimensionalen Fall dargestellt. Das hells-
te Grau entspricht der Chebyshev-Basisfunktion des Levels null. Fiir jedes wei-
tere Level werden die Basisfunktionen des néchst-dunkleren Grautons dazu-
genommen, wobei die Konstruktion fiir 4 > 3 fortgesetzt werden muss. Diese
sind jeweils das Produkt der eindimensionalen Basisfunktionen aus den Mengen
B;. Zu beachten ist noch, dass der Ubersichtlichkeit halber bei Produkten mit
To(x) = To(y) = 1 direkt das Ergebnis eingetragen wurde.
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3.2.2 Koeffizienten des Interpolationspolynoms, Lagrangeansatz

Das Interpolationsproblem kann auch in Matrixschreibweise dargestellt werden.

A

f(z1) f(x150) Wi(zr) - Up(a) by
A I (3.9)

f(zm) Flar;b) Ui(en) - Yn(zm)) \bum
Wenn die Matrix der ausgewerteten Basisfunktionen vollen Rang hat, so sind
die Koeffizienten eindeutig und kénnen mithilfe der Inversen der ausgewerteten
Basismatrix direkt durch ein Matrixvektorprodukt berechnet werden.

3.3 Anisotrope diinne Gitter

In vielen Anwendungsbereichen, insbesondere in 6konomischen Modellen, sind
einige Variablen wichtiger als andere. So kann beispielsweise fiir ein Land das
eigene Kapital wichtiger sein, als das eines anderen Landes. Funktionen, die
dies beschreiben, werden asymmetrisch genannt. Es ist dementsprechend sinn-
voll, die Variablen die mehr Anteil an der Losung haben, genauer zu betrachten
als solche mit wenig Ausschlag. Das heifit, es ist von Vorteil fiir asymmetrische
Funktionen auch asymmetrische Gitter zu verwenden. Die bisher betrachtete
Version von diinnen Gittern erzeugt allerdings gleich viele Punkte in jeder Di-
mension. Gitter bei denen in mindestens einer Dimension ein anderes Level
verwendet wird, als in einer anderen, werden anisotrop genannt. Ziel ist es,
anisotrope Gitter so zu konstruieren, dass das Level bei den Variablen, von de-
nen die Losung mehr abhéngt, hoher gewéhlt wird, als bei den Anderen. Bei
bekannten Funktionen koénnen die Level so angepasst werden, dass die wichtige-
ren Variablen genauer betrachtet werden. Bei unbekannten Funktionen kénnen
einzelne Level erhoht werden und nachfolgend kann getestet werden ob die Er-
héhung der Genauigkeit den Anstieg der Kosten wert ist. Diese Art von diinnen
Gittern ist niitzlich, da es oft zu teuer ist fiir eine groflere Genauigkeit das Level
in allen Dimensionen zu erhohen.

3.3.1 Konstruktion von anisotropen diinnen Gittern

In diesem Abschnitt wird die Konstruktion eines anisotropen diinnen Gitters
nach [JMMV14] beschrieben, welche sich auf diejenige der isotropen diinnen
Gitter stiitzt.

Es werden analog eindimensionale disjunkte Mengen von Gitterpunkten kon-
struiert und dariiber das Tensorprodukt genommen. Der Unterschied liegt in
der Auswahl der mehrdimensionalen Gitterpunkte.

Im Abschnitt iiber isotrope diinne Gitter ist zu erkennen, dass fiir jede Dimen-
sion j=1,..,d

ij < pt 1= (3.10)

gilt.
Sei fiir den anisotropen Fall mit p; = 7 — 1 das Level in der jeweiligen Di-
mension j bezeichnet. Das Gitter heifit anisotrop, wenn ein pu; existiert mit
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i # py fir ein [ # k, wobei k,l=1,...,d .

Definiere pipax = max{pu1, ..., uq} zur Darstellung der modifizierten Smolyakre-
geln:
d
D i < pmax + d (3.11)
j=1
i <p;j+1, j=1,...,d (3.12)

Die Konstruktion und Berechnung der Koeffizienten im anisotropen Fall ist
analog zum isotropen Fall, nur das hier die modifizierten Smolyakregeln befolgt
werden.

Nachfolgend werden die Gitterpunkte im zweidimensionalen Fall fiir die Le-
vel = (2,1) und p = (2,3) anschaulich dargestellt.

n=(2,1) n=(2.3)

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Abbildung 3.2: Anisotrope diinne Gitter im Zweidimensionalen

3.4 HCFFT

Die HCFFT (Hyperbolic Cross Fast Fourier Transformation)-Bibliothek wird
in dieser Arbeit genutzt um diinne Gitter zu konstruieren. Um die in [JMMV14]
benutzten Chebyshev-Gitterpunkte zu verwenden wurde eine leichte Modifika-
tion an den in der Bibliothek vorhandenen Chebyshev-Gitterpunkte vorgenom-
men. Durch das Setzen der modifizierten Smolyakregel in den Zusatzparametern
ist es moglich anisotrope Gitter zu konstruieren.

Zudem kann die Bibliothek die Funktionswerte des Interpolationspolynoms mit-
hilfe der Koeffizienten an beliebigen Punkten auswerten und ermoglicht das
Berechnen der Koeffizienten bei vorhandenen Funktionswerten an bestimmten
Punkten.

Die Bibliothek basiert unter anderem auf [GH14].

3.5 Vorberechnung

Um die Laufzeit des in Kapitel 5 beschriebenen Algorithmus zu verbessern,
kann nach [JMMV14] das Prinzip der Vorberechnung genutzt werden.
Sei fiir die folgende Beschreibung mit X die Matrix der in den Gitterpunkten
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ausgewerteten Basisfunktionen bezeichnet, welche in (3.9) beschrieben wurde.
Im Algorithmus wird in jeder Iteration das Interpolationspolynom auf den Git-
terpunkten ausgewertet. Dies kann somit als Matrixvektormultiplikation mit
der immer gleichen Matrix X aufgefasst werden.

Es kann Laufzeit gespart werden, wenn diese Matrix vor dem iterativen Teil
berechnet wird und immer zur Berechnung verwendet wird. Des Weiteren kann
direkt die Inverse von X berechnet werden, da dies die direkte Berechnung der
Koeffizienten durch ein Matrixvektorprodukt erlaubt.



Kapitel 4

Numerische Utensilien

4.1 FErgodische Menge

Mit der ergodischen Menge wird der Support der ergodischen Verteilung be-
schrieben. Diese kann bei einem dynamischen Wirtschaftsmodell jede Art von
Form im d-dimensionalen Raum haben und sogar unbeschrinkt sein.

Der in Kapitel 5.1 vorgestellte Algorithmus verwendet Simulation. Mit dieser
kann herausgefunden werden, welche Zusténde mit hoher Wahrscheinlichkeit
auftreten und somit relevant sind.

Um die Daten auf dem relevanten Zustandsraum zu betrachten, muss dieser
zunichst gefunden werden. Hierfiir existieren mehrere Anséitze, welche Simula-
tion benutzen.

Der triviale Ansatz fiir eine Abbildung in diesen Raum ist es, einen Hyper-
wiirfel zu konstruieren, der in jeder Dimension vom kleinsten bis zum grofiten
Element der Simulation geht ([JMMV14]). Das Finden eines solchen Hyperwtir-
fels ermoglicht es eine Abbildung zu definieren, die die Zustiande (k¢ a;) € Ri
n [—1,1]¢ abbildet. Das ist niitzlich, da die Chebyshev-Polynome, welche zur
Interpolation auf dem diinnen Gitter verwendet werden, nur im dem Intervall
[—1,1]? definiert sind.

Seien {(k¢, at)i=1,.. 7} die simulierten Zustande, wobei k¢, a; € ]Rf jeweils die
Zusténde des Agenten beziehungsweise aller Liander der Periode t sind. Bezeich-
ne mit s; das kleinste und mit b; das grofite Element der jeweiligen Dimension
i€{1,2,...,2N}. Durch die lineare Transformation

Ty — S

P =2 ~1 (4.1)

bi—Si

kann eine Zustandsvariable z; € [s;, b;] in Z; € [—1,1] abgebildet werden. Durch
das Verwenden dieser Transformation fiir alle Dimensionen ¢ ergibt sich eine
Abbildung die (k,a) € (s1,b1) X (82,02) X ... X (84,bq) = (ky, k1) X (ko, k2) X
coox (kny k) X (ag,81) X ... X (ay,ay) in [~1,1]7 abbildet, wobei k;, und a,,
jeweils das kleinste Kapital beziechungsweise die kleinste Produktivitit und k,
und ay, jeweils das grofite Kapital beziehungsweise die grofite Produktivitdt des
Landes h € {1,..., N} darstellt.
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Die Inverse Abbildung folgt direkt durch Umformen von (4.1) in

@ = (ZL‘l + 1)(51 — Si) ts
2

und analoges Vorgehen.
Diese Methode hat den Nachteil, dass zum Beispiel bei einer oval-formigen
Punktverteilung sehr viel Rechenaufwand in irrelevante Zusténde gesteckt wird.
Alternativ kann der Principal-Components-Ansatz ([JMM10]) verfolgt werden.
Hier werden alle Werte so transformiert, dass der Erwartungswert bei null liegt
und die Standardabweichung gleich eins ist. Dies hat den Vorteil, das die be-
trachteten Punkte besser im konstruierten Hyperwiirfel verteilt sind. Im zwei-
dimensionalen heifit das kreisférmig. Dementsprechend wird im Verhéltnis zum
obigen Ansatz weniger Aufwand in irrelevante Zustinde gesteckt.

(4.2)

4.2 Numerische Integrationsmethoden

Da das betrachtete Modell auf stochastischen Ausschldgen basiert, wird der
Erwartungswert betrachtet. Um diesen zu berechnen, werden in dieser Arbeit
numerische Integrationsmethoden verwendet. Hierbei wird zwischen simulati-
onsbasierten und deterministischen Quadraturmethoden unterschieden.

Zur Fehler- und Konvergenzratenanalyse sei der absolute Integrationsfehler
el = |y — Ey[]| betrachtet, wobei E; den genauen Wert und y; die Appro-
ximation der bedingten Erwartung darstellt.

Die folgenden Abschnitte orientieren sich an [JMMO09].

4.2.1 Monte-Carlo-Integration

Bei der Monte-Carlo-Quadratur wird das Integral mithilfe von Realisierungen
von Zufallszahlen berechnet. Das heifit, im Gegensatz zu den in 4.2.2 bis 4.2.3
beschriebenen deterministischen Quadraturmethoden wird der Integrand nicht
auf bestimmten Knoten ausgewertet, sondern auf zufélligen Punkten im Inte-
grationsbereich.

Die Monte-Carlo-Quadratur mit einem Knoten wurde zum Beispiel in [Mar88]
verwendet. Hierbei wird das Integral mit der Realisierung der néchsten Periode
approximiert. Im betrachteten Modell heifit das, dass nur ein Schock beziiglich
der Normalverteilung generiert wird. Mit €411 = €41 und wy 1 = 1 ergibt sich
die Approximation des bedingten Erwartungswerts (2.13) zu

u'(crs1)

u'(cy)
Bei der Monte-Carlo-Quadratur mit J Knoten werden J Realisierungen {e; 1 j}j=1,.s
genommen, welche unabhéngig von den bisherigen Schocks sind. Den verschie-
denen Auswertungen wird jeweils das gleiche Gewicht wy ; = % fiir alle ¢t und j
zugewiesen. Daraus ergibt sich die Approximation des bedingten Erwartungs-
werts (2.13) zu

ye =0 (1 =6+ apr1f (key1)) ke (4.3)

J /
1 u'(ciy1,5)
Yo = ; jBW(l =0+ apy1,i (ki) o (4.4)



KAPITEL 4. NUMERISCHE UTENSILIEN 21

Die mehrknotige Monte-Carlo-Quadraturmethode wird im Algorithmus nicht
benutzt und ist hier nur der Vollstandigkeit wegen erklart, da sie alternativ
eingebunden werden kann.

Ein Vorteil liegt in der leichten Implementierung, besonders im Vergleich zu
deterministischen Quadraturmethoden bei hoherdimensionalen Integralen. Ein
weiterer grofler Vorteil der Monte-Carlo-Quadratur liegt vor allem darin, dass
die Kosten unabhéngig von der Anzahl der Dimensionen ist. Die Konvergenzrate
héngt fiir beschrinkte Varianz von der Anzahl der Simulationen T ab. Es gilt

sl = O(T7%) = O(—), (4.5)
was direkt aus dem Gesetz der groflen Zahlen folgt.

Ein grofler Nachteil des Verfahrens ist, dass fiir eine hohe Genauigkeit ex-
trem viele Perioden simuliert werden miissen, was in hohen Kosten resultiert.

4.2.2 Ein-dimensionale Gauf3-Hermite-Quadratur

Deterministische Quadraturmethoden benutzen keine Simulation. Im repré-
sentativen Agentenwachstumsmodell sind die Zufallsvariablen normalverteilt.
Hier ist es moglich die eindimensionalen Integrale mithilfe der Gauf3-Hermite-
Quadratur zu berechnen. Bei dieser Integrationsmethode werden zur Berech-
nung von (2.13) deterministisch bestimmte Knoten und Gewichte verwendet.
Die ein-knotige Gauf-Hermite-Quadratur ist dabei ein Spezialfall, da €;411 = 0
und w1 = 1 ist. Das heifit, dass der Schock null ist und die Produktivitét der
néchsten Periode nur von der aktuellen Produktiviat abhéngt. Formal bedeutet
das

ary1 = agexp(0) = af. (4.6)
Die genaue Berechnung folgt als Spezialfall der mehrdimensionale Quadra-
tur im nachfolgenden Abschnitt.
4.2.3 Mehr-dimensionale deterministische Quadratur

In diesem Abschnitt wird diskutiert, wie bei mehreren exogen gegebenen Zufalls-
variablen mithilfe von deterministischen Quadraturmethoden integriert wird.
Das ist zum Beispiel beim Multi-Country-Modell notwendig, bei dem nicht nur
ein Agent Produktivitdtschocks unterliegt, sondern mehrere Lénder.

Ziel ist es, mehrdimensionale Integrale der Form

/ FlOW(e)de (4.7)
RN

zu berechnen, wobei ¢ = (e!,..., V)T € RY . Hierbei ist ¢ ~ A(u, ¥) normal-
verteilt, wobei p = (u!,...,u¥)T € RN der Vektor der Erwartungswerte und
¥ € RV*N die Kovarianzmatrix ist. Weiter ist

W(e) = (2m)" /2 det ()12 exp(—%(e — )" e—p). (4.8)
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die Dichtefunktion der multivariaten Normalverteilung.

Die deterministischen Quadraturformeln werden unter der Annahme konstru-
iert, dass die Zufallsvariablen unkorreliert sind und Erwartungswert null, sowie
Varianz eins haben. Aus diesem Grund muss im Fall von korrelierten Zufallsva-
riablen zundchst das Integral umgeschrieben werden. Hierfiir wird die Cholesky-
Zerlegung genutzt.

Fiir symmetrisches und positiv definites > existiert die Cholesky-Zerlegung
Y = LL”, wobei L eine untere Dreiecksmatrix mit strikt positiven Diagonal-
eintragen ist.

Mit der Cholesky-Zerlegung von ¥ ist es durch den linearen Variablenwechsel

v = M (4.9)

V2
moglich, die korrelierten Zufallszahlen e in unkorrelierte Variablen v zu trans-
formieren. Es folgt de = 2™/ det(L)dv und offensichtlich ist ¥~! = (L=1)TL~!
und det(X) = det(L)2. Daraus ergibt sich

/R FW(e)de = x V2 / (VALY + p) exp(—T v)dv. (4.10)

R

Integrale werden bei deterministischen Integrationsmethoden durch eine ge-
wichtete Summe von endlich vielen Auswertungen des Integranden an den In-
tegrationsknoten {v;};—1, . s bestimmt. Mit Integrationsgewichten {w;};—1 . s
folgt

J
W(e)de ~ 7~ N/? F(V2Ly + pi). 4.11
o SV T2y (/2L ) (411)
Im Folgenden sei p = Op.

Mehrdimensonale Gauf3-Hermite-Quadratur

Fiir den eindimensionalen Fall N = 1 folgt mit (4.11) und der Wahl der Gewich-
te {w;j};=1,..s und Knoten {v;};—1, .. s nach der GauB-Hermite-Quadraturregel,
welche in den zugehorigen Tabellen, beispielsweise in [Jud98], nachgesehen wer-
den koénnen.

J
/R FOW(e)de = 7 Y2 S w; f(V2Lw;) (4.12)
j=1

Bei einer kleinen Anzahl von normalverteilten exogenen Zufallsvariablen kon-
nen mehrdimensionale Integrale mit der Gauf3-Hermite-Produktregel berechnet
werden. Dann gilt

FlOW(e)de ~ N/ Z Z w), FWV2L() ..., v )T), (4.13)

N
R ji=1  gn=1

wobei {wj, }j=1,...7 und {p;, }j=1,.. 7 jeweils die Gewichte und Knoten der Di-
mension h sind. Bei dieser Methode werden mehrdimensionale Knoten als Ten-

sorprodukte von eindimensionalen Knoten konstruiert. Dadurch wéchst die An-
zahl der Knoten bei J Knoten pro Dimension exponentiell mit der Anzahl N
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der exogenen Zufallsvariablen. Das heift, es werden JV Knoten konstruiert.
Dementsprechend ist diese, sowie jede andere Quadraturmethode, welche den
Produktansatz verfolgt, nicht sinnvoll bei hoher Dimension.

Einen Spezialfall stellt die Gauf3-Hermite-Quadratur mit nur einem Knoten dar,
da hierbei, unabhingig von der Anzahl der Zufallsvariablen, nur ein Knoten
gebraucht wird. Diese Quadraturmethode ist nicht so genau, wie die meisten
Ansédtze mit mehreren Knoten, allerdings ist sie sehr preiswert und somit auf-
grund ihrer Dimensionsunabhéngigkeit niitzlich bei extrem grofier Dimension.
Eine Alternative liefern die im néchsten Abschnitt gezeigten Monomregeln, wel-
che kein Tensorprodukt nutzen.

Monomregeln

Monomregeln haben den Vorteil, dass typischerweise die Zahl der Knoten poly-
nomiell mit der Zahl der exogenen Zufallsvariablen wéchst. In dieser Arbeit wird
eine Monomregel verwendet welche 2N Knoten verwendet. Hierbei werden auf-
einanderfolgende Abweichungen der Zufallsvariablen von ihrem Erwartungswert
betrachtet, wobei jeweils die anderen Zufallsvariablen auf ihren Erwartungswert
fixiert werden. Da die Kosten nur linear mit N wachsen, kann diese Methode
auch in hoher Dimension eingesetzt werden.

Ziel ist es das Integral (4.10) mithilfe von (4.9) zu approximieren, sodass korre-
lierte Variablen auftreten diirfen. Nach [JMMO9] lasst sich das Integral durch

o
o fleW(e)de ~ N hzz:l f(:l:th) (4.14)

approximieren, wobei R = v/NL und z" der Vektor ist, dessen h-ter Eintrag
eins ist und dessen andere Elemente null sind.

In [JS11] wird Vergleich der Genauigkeit und Kosten von Produktregeln, Mo-
nomregeln und Diinn-Gitter-Integration durchgefithrt. Bei der Diinn-Gitter-
Integration wird Symmetrie ausgenutzt, sodass nur ein Teil der durch die Pro-
duktregel erzeugten Knoten genutzt wird, wobei die Gewichte angemessen ange-
passt werden. Daraus resultieren weitaus geringere Kosten und eine annahernd
gleich gute Genauigkeit. Zudem sind die Knoten und Gewichte fiir eine hohere
Genauigkeit leichter zu berechnen, als bei Monomregeln. Die niedrigsten Kos-
ten hingegen werden mit Monomregeln und insbesondere mit der Beschriebenen
erreicht, sodass diese fiir die Anwendung in hohen Dimension sehr sinnvoll ist.



Kapitel 5

Der Algorithmus

Der Algorithmus, welcher im Laufe dieser Arbeit implementiert wurde, setzt
sich aus zwei Teilalgorithmen zusammen. Der erste Teil ist der GSSA (Ge-
neralized Stochastic Simulation Algorithm) aus [JMMO09] und der zweite Teil,
welcher diinne Gitter benutzt, wird in [JMMV14] beschrieben. Beide Algorith-
men benutzen den oben beschriebenen Ansatz der Fixpunktiteration um die
Kapital-Policyfunktion

ki1 = K(ki,at) (5.1)

71 approximieren.

5.1 GSSA

Der GSSA wird benutzt, um eine Anfangsschéitzung fiir die Koeffizienten des
Interpolanten zu erhalten, sodass der Algorithmus aus [JMMV14] konvergiert.
Des Weiteren liefert er durch Simulation die ergodische Menge, die es ermog-
licht, Berechnungen nur im relevanten Zustandsraum durchzufiihren. Dies stei-
gert nach [JMMO09] die Effizienz des Algorithmus enorm.

Um das beschriebene Modell zu l6sen, wird eine flexible funktionale Form
¥ (ky, ap; b) benutzt und es wird ein Koeffizientenvektor b gesucht, sodass

K (K, ar) =~ (ke as; b) (5.2)

fiir eine Menge von Punkten (k¢, a;) im Zustandsraum gilt. In dieser Arbeit wird
flir ¢ ein Polynom ersten Grades verwendet. Wie schon in Kapitel 1 erklért,
kann die Eulergleichung zu

U/(Ct+1)

u'(ct)

umgeschrieben werden.

Dadurch wird k41 einmal als Wahl durch die Policyfunktion durch (5.1) zusam-
men mit (5.2) und auBlerdem als bedingte Erwartung zum Zeitpunkt ¢+1 durch
(5.3) ausgedriickt. Durch diese Konstruktion ist es moglich ki1 = K(k¢, ay)
in die rechte Seite von (5.3) einzusetzen und somit die Policyfunktion als Fix-
punkt auszudriicken. Durch die Berechnung der rechten Seite von (5.3) ergibt

ki1 =E¢ |8 (1 =06+ apg1f (keg1)) kg (5.3)
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sich kyy1 = K (K¢, ay) fiir alle (kt, a¢) im betrachteten Zustandsraum.

Der GSSA verwendet stochastische Simulation, um eine Lésung der Eulerglei-
chung (5.3) durch Fixpunktiteration zu finden.

Zunédchst wird die Kapital-Policyfunktion geschétzt, danach wird die Loésung
fir die betrachteten Perioden simuliert und die bedingte Erwartung in jedem
simulierten Punkt berechnet. Mithilfe der Daten wird die Schétzung der Policy-
funktion verbessert. Dieser Vorgang wird wiederholt, bis ein Fixpunkt gefunden
wird.
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5.1. GSSA

Algorithmus 1 GSSA

1:

10:

11:
12:

13:

14:

15:

16:

17:

18:

19:

20:

21:

22:

23:
24:

25:

Initialiserung:

2. Wihle eine Startschitzung fiir 5" und damit fiir die
Policyfunktion

Wihle den Anfangszustand (ko, ag) fiir die Simulation
Wiéhle die Simulationslénge T'

Realisiere Produktivitétsschocks {e }1=1 .7

Berechne Produktivitaten {a;}—1 . 7 nach (2.7)

Sei i = 0 die jeweilige Iteration der while-Schleife

)
while 4 >, |L

fort=1,...,7 do > Berechne das Kapital der Perioden 1,...,T
kir1 < (ke ag; b(i)) > Berechne Kapital der nichsten Periode mit
(5.2)
end for

fort=1,...,7T do > Berechne den Konsum der Perioden 1,...,T

et (1 =0k + arf (ki) — ki > Berechne den Konsum der
aktuellen Periode nach (2.15)
end for
fort=1,...,7—-1do > Berechne die bedingte Erwartung in der

Fixpunkt-Eulergleichung der Perioden 1,...,T-1

for j =1,...,J do > Berechne k; 2 ; und c¢;y1 ; fiir die Berechnung

der bedingten Erwartung
kiyoj < Y(kiy1, a1 55 b(i)) > Berechne Kapital zwei
Perioden spater, wobei einmalig die Produktivitat a;11; fiir die jeweiligen

Knoten berechnet werden muss

Ciy1,j < (1 — 5)kt+1 + at+17jf(k:t+1) — kﬁt+27j > Berechne Konsum
der folgenden Periode nach (2.16)

end for

Yp ZJ Lw i B* ct“ ) (1 =0+ a1 (kes1)) ke > Berechne

u’

bedingte Erwartung in der lepunkt Eulergleichung nach (5.3)

end for
b « Fehler-minimierendes b in y; = (ks ar;b) + ¢ bagl. || - || fiir
t=1,...,T—1, wobei g der Fehler in Periode ¢ ist
b (1 — )b + ¢b > Update die Koeffizienten
1 1+1
end while

Der GSSA ist in [JMMO09] bewusst allgemein gehalten, da mehrere Varianten

existieren, die fiir verschiedene Anwendungen sinnvoll sind.
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Inititialisierung

Nachfolgend wird die Wahl der Parameter und Methoden beschrieben, die be-
nutzt werden, um eine Anfangsschéitzung der Koeffizienten des Diinn-Gitter-
Interpolationspolynoms fiir den zweiten Teil des Algorithmus zu erhalten.

Das repréisentative Agenten-Modell wird, wie in [JMMO09], um einen Normali-
sierungsfaktor

1-8+p6

A= (5.4)
in (2.6) zu
¢t + kt+1 = (1 — 5)kt + atAf(kt) (55)

erweitert. Mit dieser Normalisierung ist der Kapital-Gleichgewichtszustand &
gleich eins. Der Produktivitéits-Gleichgewichtszustand a ist, wie direkt aus (2.7)
ersichtlich, ebenfalls gleich eins. Des Weiteren wird fiir die Startschitzung b(")
der Ansatz aus [JMMV14] verwendet, dass ki1 = 0,9k + 0,1a; angenommen
wird.

Der Anfangszustand (ko, ag) wird auf (k,a) = (1,1) gesetzt. Es ist zu erkennen,
dass jetzt k1 = 0,9-140,1-1 =1 = k gilt. Diese Schéitzung der Koeffizienten
entspricht dementsprechend dem Gleichgewichtszustand des Kapitals.

Als Simulationsldnge wird T = 10000 verwendet. Diese Lénge hat gegeniiber
einer kleineren Simulationsldnge den Vorteil, dass bei der Bestimmung von b
mit der Methode der kleinsten Quadrate bei der Berechnung des Schétzers kei-
ne Probleme bei der Inversenberechnung auftreten.

Die in Zeile 5 beziiglich der Normalverteilung fiir alle betrachteten Perioden ge-
nerierten Zufallsvariablen werden zur iterativen Berechnung der Produktivitat
in Zeile 6 nach (2.7) genutzt.

Iterativer Teil

In den Zeilen 9-11 wird iterativ mithilfe der simulierten Produktivitidten a,
t =1,...,T und der Approximationsfunktion ¢ das Kapital k11 der jeweils
néchsten Periode berechnet.

Der Konsum ¢; der T' Perioden wird in den Zeilen 12-14 nach (2.15) bestimmt,
wobei die Zustédnde a; und k¢, sowie das zuvor berechnete Kapital k1 genutzt
werden.

Fiir den bedingten Erwartungswert in (5.3) ldsst sich mit einer Quadraturre-
gel eine Approximation gy; berechnen. Es ist moglich deterministische, sowie
simulationsbasierte Methoden zu verwenden. In dieser Arbeit wird die billige
ein-Knoten Monte-Carlo-Quadratur verwendet, da der GSSA hier nur fiir den
Anfangswert der Koeffizienten im den Diinn-Gitter-Algorithmus benutzt wird.
Durch die Wahl dieser Quadraturmethode fallen die Berechnungen in den Zeilen
16-19 weg, da fiir den Konsum c¢;;; der nachfolgenden Periode der in den Zeilen
12-14 berechnete Konsum verwendet wird. Die Schleife geht nur bis T—1, da
kein Wert fiir den Konsum der Folgeperiode von Periode T' existiert.

Um den Fehler in der Regressionsgleichung (Zeile 19) zu minimieren wird die



28 5.2. DUNN-GITTER-ALGORITHMUS

Methode der kleinsten Quadrate verwendet (siehe [JMMO09] fiir alternative An-
sitze).

Die neuen Koeffizienten sind eine mit & € (0,1] gewichtete Summe aus den alten
und den neu berechneten Koeffizienten. £ ist ein Ddmpfungsparameter, welches
zwar die Konvergenzgeschwindigkeit verlangsamt, ohne das der Algorithmus al-
lerdings nicht konvergieren wiirde. Das Abbruchkriterium wird an £ angepasst
um eine Losungsgenauigkeit der gleichen Ordnung, unabhéngig von ¢ zu erhal-
ten.

Der Algorithmus bricht ab, wenn der Unterschied des in dieser Iteration berech-
neten Kapitals der nédchsten Periode nahe genug an dem Ergebnis der letzten
Iteration ist. Hierfiir wird der einheitsfreie iiber alle Perioden gemittelte Unter-
schied betrachtet.

Verwendung der Losung des GSSA

Als Resultat des Algorithmus sind nicht direkt die Koeffizienten und die Po-
licyfunktion von Interesse, sondern eine Schiatzung des Kapitals der nédchsten
Periode £}, ; auf den Gitterpunkten x,, n = 1,..., M. Da der GSSA die Po-
licyfunktion mit einem Polynom ersten Grades approximiert, ist es moglich
die Approximation direkt auf den Gitterpunkten auszuwerten und somit die
Funktionswerte der Policyfunktion auf den Gitterpunkten zu erhalten. Mit die-
sen konnen die Startkoeffizienten fiir den Interpolanten auf dem diinnen Gitter
berechnet werden. Des Weiteren kann mit den simulierten Werten bestimmt
werden, welche Werte fiir die Berechnung der Policyfunktion von Belang sind.
Auflerhalb der simulierten Werte fiir k£ und a sind die Zusténde nicht relevant
fiir den Gleichgewichtszustand. Dies ermdglicht es, fiir den zweiten Algorith-
musteil, eine Abbildung zu definieren, die den relevanten Zustandsraum in den
normierten Hyperwiirfel abbildet.

5.2 Diinn-Gitter-Algorithmus

Definiere der Ubersichtlichkeit halber fiir den zweiten Algorithmusteil k := ky,
k" := kyrq und K’ = ky1o und analog fiir a.
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Algorithmus 2 Diinn-Gitter-Algorithmus

1:

10:
11:

12:

13:

14:

15:

16:

17:
18:

19:

20:

21:
22:

Initialiserung:

2: Wihle ein Approximationslevel p

3: Konstruiere das diinne Gitter auf [—1,1]? und erhalte
Gitterpunkte x1, ...,z

4: Definiere eine Abbildung ® : (k,a) — (v, w) wobei
(k,a) € R% und (v,w) € [-1,1]?

5: Die Inverse Abbildung ®~! wird benutzt, um die Zustéinde
(kn, ayn) in den Modellgrofen aus den Gitterpunkten
Tp = (Vn,wy) € [-1,112, n=1,..., M zu erhalten

6: Wahle Integrationsknoten €; und Gewichte w;, j =1,...,J

7. Berechne zukiinftige Produktivitidt nach (2.7)
ay, ; < aperp(e;) fir j=1,...,Jundn=1,..., M

8: Berechne eine Anfangsschitzung fir b aus der Losung
des GSSA

while & Y |E0) > 6 do

forn=1,...,M do > Berechne fiir alle Gitterpunkte

k! + Auswertung des Polynoms auf den Gitterpunkten > Berechne
Kapital der niichsten Periode bei Zustand ®~!(z,,) nach (2.14)

- (1 - 5)kn + anf(kn) - k;’b
Berechne Konsum der aktuellen Periode bei Zustand ®~(x,) = (k,,a,)
und berechnetem Kapital der nichsten Periode k!, nach (2.15)

for j=1,...,J do > Berechne fiir alle Knoten

(vp, wy, ;) < ®(ky,, a;, ;) > Transformiere Zustandsvariablen der

néchsten Periode in[-1—-¢e1+¢? >0
k. ; < Auswertung des Polynoms an den Punkten (vy,w;, ;) >
Berechne das Kapital zwei Perioden spéter nach (2.14)

C;L,j (1 =0)k, + an,jf(k:@) - k’g,j > Berechne
den Konsum der folgenden Periode bei Zustand (k/,, a],) und berechnetem

Kapital k! nach (2.16)

end for

k:/ <_ﬁ2] 1 Wj u,(gﬂ))(1—6—|—anjf/(].g/))k/ >

Berechne bedingte Erwartung in der Fixpunkt-Eulergleichung (5.3) mithilfe
gewdhlter Quadraturmethode

end for

b« passenden Koeffizienten fur k' > Berechne Koeffizienten zu neu
approximierten Kapital der néchsten Periode nach 3.5

b+ (1 — )b + ¢b > Update die Koeffizienten

end while
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Initialisierung

Zunédchst wird das diinne Gitter mit gewdhltem Approximationslevel nach den
Beschreibungen in Kapitel 3 konstruiert.

Die Abbildung ® wird mithilfe von (4.1) bestimmt, wobei die Simulationswerte
des GSSA verwendet werden. Die Inverse Abbildung ®~! folgt aus (4.2) und
mit ihr kénnen aus den Gitterpunkten, die jeweiligen Zustédnde in den Modell-
groflen errechnet werden.

Als Integrationsmethode wird entweder der GauB-Hermite-Ansatz (4.2.2) oder
die in 4.2.3 beschriebene Monomregel gewédhlt. Abhéngig von der Methode wer-
den die jeweiligen Knoten und Gewichte berechnet.

Die Produktivitédtsschocks sind unabhéngig von anderen Berechnungen und fol-
gen nur (2.7). Deshalb konnen sie vor dem iterativen Teil berechnet und gespei-
chert werden.

Zur Berechnung der Anfangsschétzung siehe Abschnitt 5.1.

Iterativer Teil

Die Schleife {iber n entspricht der Schleife iiber die Gitterpunkte x1,...,z, =
& Y(ky,a1), ..., D (km,am). In dieser Schleife soll fiir alle Gitterpunkte das
Kapital der ndchsten Periode k], approximiert werden.

Die Transformation in Zeile 14 wird fiir die Berechnung des Kapitals zwei Peri-
oden spéter in Zeile 15 bendtigt. Dieses hingegen wird fiir die Bestimmung des
Konsums in der folgenden Periode gebraucht. Damit kann die Approximation
des bedingten Erwartungswertes in Zeile 18 berechnet werden.

Bei der Transformation in Zeile 14 kann es vorkommen, dass Werte leicht au-
Berhalb von [—1,1]¢ liegen. Auf Grund des autoregressiven Prozesses (2.7) muss
der Erwartungswert fiir die Berechnung des Kapitals der néchsten Periode ge-
nommen werden. Hierzu wird der Erwartungswert mithilfe der zuvor berechne-
ten Integrationsknoten und Integrationsgewichte approximiert. Betrachtet sei
beispielsweise ein Gitterpunkt, der geringe Produktivitit und geringes Kapital
widerspiegelt. Bei der deterministischen Quadratur werden Knoten betrachtet,
welche die Produktivitdt noch weiter sinken lassen. Daraus resultiert, dass hier-
bei die neue Produktivitat kleiner ist, als das kleinste Element der Simulation
fiir die Produktivitat. Somit wird es durch die Transformation (4.1) nicht mehr
n [—1,1]% abgebildet.

Dementsprechend tritt in Zeile 15 das Problem auf, das Polynom auflerhalb von
[—1,1]% auszuwerten. In dieser Arbeit wird der mathematisch nicht korrekte An-
satz verfolgt, das Polynom trotzdem an diesen Stellen auszuwerten, obwohl die
Chebyshev-Polynome dort nicht definiert sind. Allerdings ergeben sich gute Er-
gebnisse, da die Punkte nahe an [—1,1]¢ liegen.

Ein mathematisch saubererer Ansatz ist es, eine Extrapolation vorzunehmen,
welche allerdings zu hoheren Kosten und einer schwierigeren Implementierung
fithrt. Die Berechnung der Koeffizienten in Zeile 20 erfolgt durch den im Ab-
schnitt iiber Vorberechnung dargestellten Ansatz. Diese kann jedoch auch in
jeder Iteration mithilfe der HCFFT gelost werden.

Das Dampfungsparameter £ und die Abbruchbedingung sind analog zum GSSA.
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5.3 Anderungen der Algorithmen fiir das Multi-Country-
Modell

Beim Multi-Country-Modell liegen fiir jedes Land h = 1,..., N zwei Zustinde
vor. Dementsprechend wird das Problem in 2N Variablen betrachtet und es
werden N landesspezifische Kapital-Policyfunktionen gesucht.

GSSA

Die Policyfunktionen werden mit
W ({kyaf N, b=, N (5.6)

approximiert. Die Startschitzung der Koeffizienten wird fiir jedes Land analog
zum reprasentativen Agenten-Wachstums-Modell gewéahlt. Sie werden in einer
Matrix B = [b', ..., bN] € ROHDXN gespeichert. Mit den Koefﬁzienten wird das
Modell T Perloden vorwarts simuliert, woraus sich {k; H}h Lo ’T ergibt. Da-
nach wird der durchschmtthche Konsum {¢; }4—o,.. 7 mit (2. 10) und die bedingte
Erwartung {y } 1{\/ wird fiir jedes Land nach (2.18) berechnet. Nachfolgend
muss der Fehler in N Regressionsgleichungen

yi =" (K af TN 0h) el h=1, N (5.7)

minimiert werden. Es wird angenommen, dass ¢" linear in b" ist, was zum
Regressionsmodell

yr=Xb 4 h=1,...,N (5.8)

fithrt, wobei " = (yf,...,yt )T € RT & = (eh,...,eh )T € RT und X €
RT*(n+1) mit den Basisfunktionen der Zusténde rekursiv konstruiert wird.
Die daraus resultierenden Koeffizienten werden, analog zum eindimensionalen
Fall, mit dem Dampfungsparameter gewichtet auf die alten Koeffizienten ad-
diert.

Die Abbruchbedingung wird zu

k)@ — (k1)) )
kh)t 1)(i)

< W€ (5.9)

umformuliert.

Diinn-Gitter-Algorithmus

Auch hier werden N Policyfunktionen mit dem Interpolationspolynom auf dem
diinnen Gitter approximiert. Das heift, es werden die Koeflizienten gesucht, fiir
die der Fehler in (2.18) moglichst klein wird.

Alle Operationen des Diinn-Gitter-Algorithmus fiir das représentative Agenten-
Wachstums-Modell werden analog fiir N Lander ausgefithrt. Wie beim GSSA
wird der gesamte Konsum durch (2.10) berechnet und fiir den Konsum der
einzelnen Lander wird der Durchschnitt genommen.
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Es ist sinnvoll zur Quadratur die in 4.2.3 beschriebene Monomregel zu nutzen,
da sie um einiges billiger ist als die GauB-Hermite-Quadratur (4.2.3) und die
Ergebnisse dhnlich gut sind.

Die Abbruchbedingung wird analog zum GSSA zu

@) — (kM@
) ((Z(ki)) ) <w (5.10)

n=1 h=1

angepasst.



Kapitel 6

Ergebnisse der
Implementierung

Im Rahmen dieser Bachelorarbeit werden die beschriebenen Modelle mit fol-
genden Funktionen und Parameterwerten analysiert.

Es wird angenommen, dass u(c;) = (¢; 7 — 1)/(1 —7), f(kt) = k& mit o =
£5=0,99, p=095 ~v=1,0 =1und ¢ = 0,01. Zur weiteren Analyse werden
~v und o einzeln variiert.

1
3
9,

Zur Evaluierung der Ergebnisse werden mehrere Optimalitdtsbedingungen
gepriift. Bis auf die, in eine einheitsfreie Form umgeschriebene, Eulergleichung

U/(Ctﬂ)

u'(cr)

ergibt sich in allen Optimalitédtsbedingungen ein Fehler von null nach Konstruk-
tion. Diese wurden nur zum Vergleich mit verwandter Literatur implementiert.
Zum Testen der Optimalitédtsbedingungen werden Ties Punkte {k¢, at}i—1,.. 7.e
benotigt. Diese konnen direkt festgelegt werden oder, wie in der Arbeit reali-
siert, durch Simulation der Produktivitdt und Auswerten der Policyfunktion
erhalten werden. Danach wird der durchschnittliche sowie der maximale Fehler
iiber alle betrachteten Punkte und Optimalitdtsbedingungen berechnet.

Fiir alle Tests wird die beschriebene Monomregel (4.2.3) genutzt, da diese eine
sehr dhnliche Genauigkeit wie die Gauf-Hermite-Quadratur (4.2.3) liefert und
die Kosten weitaus geringer sind.

g(k't, at) = Et ,6 (]. -0 + at+1f/(k:t+1)) —1 (61)

6.1 Ergebnisse beim Agenten-Wachstums-Modell

Nachfolgend werden die maximalen Fehler in (6.1) beim reprasentativen Agenten-
Wachstums-Modell bei verschiedenen Modellparametern und Diinn-Gitter-Level

1 dargestellt. Genauer gesagt wird von den gesetzten Modellparametern ¢, ~y

und o immer jeweils eins verandert.

Fiir das Abbruchkriterium wird @ = 1071° verwendet und es wird das Damp-

fungsparameter £ = 0,1 genutzt.
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Resultate bei isotropen diinnen Gittern

| s

in log10
|
®

: W’Wr‘"’w@ LAV ST
| s prot el kbl L —_— T ———

-~
*e
=
-
Maximaler Fehler in log10
I
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Abbildung 6.1: Vergleich der maximalen Fehler in (6.1) der Approximationen
der Level p = 1,2,3,4 bei d = 2 und verschiedenen Modellparametern.

Es ist zu sehen, dass die Genauigkeit, bei den getesteten Modellparametern,
bei groflerem Level hoher ist. Bis auf die Level-1-Approximation bei hohen -
Werten konvergiert die Fixpunktiteration und liefert verniinftige Ergebnisse.
Nach [JMMV14] konvergiert der Algorithmus auch bei hohen y-Werten und
Level 1, wenn eine bessere Startschitzung verwendet wird.

Da die Kosten beim Agenten-Wachstums-Modell aufgrund der kleinen Dimensi-
on sehr gering sind, sollten hohere Level verwendet werden. Damit die Fixpunk-
titeration bei hoheren Level konvergiert, miissen gute Startschitzungen ver-
wendet werden. Eine Moglichkeit ist es, fiir eine u-Approximation eine (p—1)-
Approximation durchzufithren und das Ergebnis davon fiir die Startschiatzung
zu verwenden. Der Vorgang muss bei einem Level gestartet werden, bei dem
die Fixpunktiteration konvergiert, so dass ab diesem Level iterativ die Appro-
ximationen der nachfolgenden Level berechnet werden kann.

Resultate bei anisotropen diinnen Gittern

Es folgt eine Analyse der Fehler abhéngig vom Level und ein Vergleich mit der
anisotropen Version bei verschiedenen Modellparametern. Sei fiir den anisotro-
pen Fall p = (u1, u2) = (Kapitallevel, Produktivitétslevel).

inlog10

Maximaler Fehler in log10

00 02 04 06 08 1o 10 5 0 0004 0006 0008 0010 0012 _ 0014 _ 0016

Abbildung 6.2: Vergleich der maximalen Fehler in (6.1) der Approximationen
verschiedener (anisotroper) Level bei d = 2 und verschiedenen Parametern.

Die Plots zeigen die Niitzlichkeit der anisotropen diinnen Gitter bei die-
sem Modell. Offensichtlich wird fiir die meisten Modellparameter eine hohere
Genauigkeit erreicht, wenn dem Kapital anstatt der Produktivitdt ein hohe-
res Level zugewiesen wird. Fiir eine hohere Genauigkeit sollte dementsprechend
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eher das Kapitallevel als das Produktivitdtslevel erhoht werden.

Bei diinnen Gittern hoherer Level sollte dementsprechend getestet werden, ob
es sinnvoll ist, das Produktivitatslevel zu senken um eine Kostenersparnis oh-
ne Genauigkeitsverlust zu erhalten oder fiir eine gréflere Genauigkeit nur das
Kapitallevel zu erhéhen. Eine Kombination der Ansétze kann ebenfalls zum Er-
folg fithren. Es sollte beachtetet werden, dass je nach Modellparametern auch
schlechtere Ergebnisse resultieren kénnen.

Auswertung der Approximation der Policyfunktion

An dieser Stelle werden die Funktionsauswertungen der Policyfunktion im re-
levanten Bereich gezeigt. Diese entsprechen dem Kapital der néchsten Periode
bei der optimalen Wahl des Konsums fiir die Maximierung des erwarteten Ge-

1.25
1.20
115

1.10

on ausgewertet in (k,a)

Z 73
LR T F AR T
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Abbildung 6.3: Auswertung der mit Level 3 approximierten Policyfunktion fiir
betrachtete Zustande (k,a) bei d = 2

Zu sehen ist die Level-3-Approximation der auf einem Tensorproduktgitter
ausgewerteten Policyfunktion, wobei die Diinn-Gitter-Punkte und ihre Auswer-
tung als Punkte dargestellt sind. Das Kapital der nachsten Periode wird hoch
gewahlt, wenn das Kapital und die Produktivitdt der aktuellen Periode grof}
ist und gegensétzlich bei niedrigem Kapital und niedriger Produktivitdt in der
aktuellen Periode.

6.2 Ergebnisse beim Multi-Country-Modell

Nun werden die Ergebnisse des Algorithmus beim Multi-Country-Modell fiir
das Level p = 2 dargestellt. Fiir das Abbruchkriterium wird @ = 1077 genutzt
und es wird das Dampfungsparameter £ = 0,05 verwendet.

Zu sehen ist der maximale Fehler in der einheitsfreien Eulergleichung des Multi-
Country-Modells und daneben der durchschnittliche Fehler tiber alle Optimali-

tatsbedinungen.
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JPEESRERE
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Abbildung 6.4: Maximaler und durchschnittlicher Fehler der Level-2-
Approximation fir N=1,...,10 Lander

Es ist zu erkennen, dass sowohl der maximale als auch der durchschnittliche

Fehler bei verschiedenen Dimensionen &hnlich bleibt. So kann bei den gewéhl-
ten Parametern in kleiner Dimension die Genauigkeit getestet werden und wenn
diese zufriedenstellend ist, das Approximations-Level in grofler Dimension ver-
wendet werden.
Es folgt ein Vergleich der maximalen Fehler bei verschiedenen Level. Dieser
zeigt, dass die Genauigkeit bei unterschiedlicher Anzahl von Léndern &hnlich
ist. Des Weiteren gibt es die Tendenz, dass bei hoherem Level in héheren Di-
mensionen schlechtere Genauigkeiten, als im niedrigdimensionalen Fall erreicht
werden.
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Abbildung 6.5: Vergleich der maximalen Fehler bei Approximationen verschie-
dener Level

Laufzeitvergleich

Es folgt ein Vergleich der Laufzeit des Matlab-Codes aus [JMMV14] mit der
fr diese Arbeit geschriebenen C-Implementierung.

Fiir die Tests wurde ein Samsung Serie 9 mit Intel Core i5-3317U mit 1,7GHz,
4GB RAM und einer SSD verwendet, wobei nur ein Kern fiir die Berechnungen
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genutzt wurde.

Zu sehen ist, dass die Laufzeit bei beiden Implementierungen nicht exponenti-
ell mit der Dimension steigt. Zudem ist die HCFFT in hoheren Dimensionen
langsamer als die Matlab-Variante.

10°

Matlab: p=2
Matlab: =(3,1)
Ciu=2
C:p=(3,1)

10* |

10° b

10° b

10t |

10° b

Laufzeit in Sekunden

10"

102

10°

Anzahl der Lander

Abbildung 6.6: Vergleich der Laufzeit des Matlab-Codes aus [JMMV14] mit der
C-Implementierung bei verschiedenen Diinn-Gitter-Level und bis zu 8 Landern

Nachfolgend wird die Anzahl der Gitterpunkte bei den oben verwendeten
Diinn-Gitter-Level gezeigt, welche ebenfalls nicht exponentiell steigt.

10*

-
o
W

-
o
N

Anzahl der Gitterpunkte

i 1 i i i i
1 2 3 4 5 6 7 8
Anzahl der Lander

Abbildung 6.7: Anzahl der Gitterpunkte bei verschiedenen Levels und N Lén-
dern, wobei die Dimension d = 2N ist

Die Ergebnisse zeigen, dass die Matlab-Variante bei einer grofien Zahl von
Gitterpunkten besser abschneidet.



Kapitel 7

Zusammenfassung und
Ausblick

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird der Ansatz der dynamischen Programmierung zur Lo-
sung von Optimierungsproblemen in der Wirtschaft dargestellt. Durch die Ver-
wendung von diinnen Gittern und Interpolation auf diesen, ist es moglich, die
Kapital-Policyfunktion bei geringen Kosten zu approximieren. Simulation lie-
fert den relevanten Zustandsraum, was die Losung auf diesem verbessert, da
kein Aufwand in unnétige Zustidnde gesteckt wird. Die Verwendung von einer
Monomregel, erlaubt es den Erwartungswert auch in hohen Dimensionen zu
approximieren, ohne unter dem Fluch der Dimensionen zu leiden.

Ausblick

In der HCFFT-Bibliothek wird aktuell eine Parallelisierung der Funktionen im-
plementiert. Diese erméglicht eine Verbesserung der Laufzeit, besonders wenn
ein Supercomputer mit vielen Prozessoren genutzt wird.

In der Bibliothek gibt es noch keine Funktion zur Berechnung der Matrix der
in den Gitterpunkten ausgewerteten Chebyshev-Basisfunktionen. Diese kann
nur tiber einen Trick mit konstruierten Koeffizienten und der Auswertung bei
diesen erhalten werden (siehe Code-Dokumentation). Dieser Umweg ist zwar
sehr ineffizient, jedoch findet die Berechnung auflerhalb des iterativen Teils fiir
die Vorberechnung statt und ist somit akzeptabel. Eine Erweiterung um diese
Funktion wiirde die Laufzeit des Algorithmus jedoch verbessern.

In dieser Arbeit wird dem Ansatz iiber die Eulergleichung nachgegangen. Es
existieren auch Ansitze iiber die Bellmangleichung, welche bei einigen Pro-
blemen sinnvoller sind. Vor- und Nachteile dieser Ansétze kénnen noch weiter
analysiert werden.

Verwandte Modelle kénnen mit &hnlichen Ansétzen gelést werden. Dementspre-
chend konnen weitere Modelle mit beschriebenen Methoden analysiert werden.
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Notationsverzeichnis

Kapitel 2

Kapitel 3

S

U

k

Cdk

Zeit-Periode

Diskontfaktor

Konsum in Periode ¢

Kapital in Periode ¢

Nutzenfunktion

Produktionsfunktion

Wertfunktion

Operator der bedingten Erwartung

Produktivitat in Periode ¢

Abschreibungsrate

Autokorrelationskoeffizient

Schock in Periode t

Standardabweichung

Wohlfahrtsgewicht

Null-Vektor der Linge N

Kovarianzmatrix

Landesspezifischer Schock in Periode ¢
Weltweiter Schock in Periode ¢

neue Losung fiir das Kapital der nédchsten Periode
Interpolationspolynom fiir Kapital-Policyfunktion

Dimension

Anzahl der eindimensionalen Gitterpunkte
Zu interpolierende Funktion (nur in diesem Kapitel)
Approximation von f

Raum der stetigen Ableitungen der Ordnung k
Konstante, von d und k abhéngig

Anzahl der Gitterpunkte

Menge von eindimensionalen Punkten
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Kapitel 4

T
ef

Ut

Kapitel 5

(AR IR STl B NS

Anzahl der Elemente von S;

Chebyshev-Basisfunktion

Extrema des Chebyshev-Polynoms

Menge von eindimensionalen Punkten, disjunkt konstruiert
Index der Menge A; in Dimension j

Level des diinnen Gitters

diinnes Gitter mit Level p in d Dimensionen

Basisfunktion in [—~1 1]¢

Koeffizientenvektor

Interpolationspolynom

Gitterpunkte

Ordinére Polynombasis

Menge von eindimensionalen Chebyshev-Basisfunktionen,
disjunkt konstruiert

Matrix der in den Gitterpunkten ausgewerteten Basisfunktionen

Anzahl der simulierten Perioden

absoluter Integrationsfehler in Periode ¢
Approximation des bedingten Erwartungswerts

in der Fixpunkt-Eulergleichung

Anzahl der Knoten der Integrationsmethode
Knoten der Integrationsmethode,

Realisierungen der Zufallsvariable €¢; des Modells
Gewichte der Integrationsmethode fiir alle Perioden ¢
und Knoten ¢ ;

Integrand (nur in diesem Kapitel)

Dichtefunktion der multivariaten Normalverteilung
(mehrdimensionale) normalverteilte Zufallsvariable
Vektor der Erwartungswerte (nur in diesem Kapitel)
Kovarianzmatrix

Matrix der Cholesky-Zerlegung

Knoten der Gauf-Hermite-Quadratur

Gewichte der Gaufl-Hermite-Quadratur

Polynom ersten Grades

Normalisierungskonstante

Gleichgewichtszustand des Kapitals
Gleichgewichtszustand der Produktivitét
Abbruchkriterium

Déampfungsparameter

Abbildung, die die lineare Transformation beschreibt
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Kapitel 6

Trrest Anzahl der fiir den Test simulierten Perioden
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